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ANNULATION DE GROUPES DE CLASSES REELLES

BERNARD ORIAT

Introduction

Π est bien connu que le groupe des classes relatives d'une extension
abelienne du corps des rationnels est annule par tout element entier de
Γideal de Stickelberger. Soit ί un nombre premier impair. Nous montrons
dans les pages qui suivent qu'un certain groupe de ^-classes reelles Jf (χ),
associe a un caractere χ d'ordre g et considere comme Z\s)-module est
annule par la valeur en 1 de la fonction L ^-adique: L/l, χ), ou bien par
un multiple bien defini de cette valeur. Pour Γessentiel, la methode em-
ployee consiste a transposer par "Spiegelungssatz" le theoreme d'annu-
lation de Stickelberger. Cette methode a ete introduite par Georges Gras
dans [3]. La demonstration donnee ici semble un peu plus simple et le
resultat obtenu plus general: on ne fait plus ici Γhypothese "I premier a

g".

1. Notations et definitions

On designe par ί un nombre premier impair. Soit χ un caractere
residuel d'ordre g et de conducteur /, reel, different du caractere unite. On
note K/Q Γextension cyclique, de corps de base le corps des rationnels Q,
correspondant a χ. Nous voulons dire par la,que si Γon considere χ comme
un homomorphisme de Gal (Q(/)/Q) = (Z/fZ)* dans le groupe des racines
geme fte i'unjte, alors le noyau de χ est le groupe de Galois Gal (Q(f)/K). On
designe par G le groupe de Galois de K/Q. Le caractere χ peut aussi etre
considere comme un homomorphisme de G dans Q?}*, groupe multiplicatif
du corps Q(/]; ce corps est le corps obtenu en ajoutant au corps ^-adique
Qt, les racines g*me de Γunite. On designe par χλ le prolongement Z^lineaire
de χ a Z£[G]. Le noyau de χt est un ideal de Z£[G] qui peut etre defini a
Γaide d'un idempotent de Γalgebre QXG\ de la faςon suivante: Soit ψ le
caractere ^-adique issu de χ, c'est-a-dire la trace de χ dans Γextension
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46 BERNARD ORIAT

QflQe. Soit U = (ll\G\)ΣτeGψ(τ-1)τ l'idempotent de Qe[G] associe a ψ.

Alors Ker χ1 est Γensemble des x de Z£[G] tels que xlΨ = 0. Une autre

fagon de definir Ker χx est utilisee dans la suite: designons par σ un gene-

rateur de G et par P{Y) le polynόme Π ( ^ ~ x(σ)M)> u parcourant le groupe

Gal (Q^IQt). II s'agit du polynόme cyclotomique ^-adique ayant χ(σ) comme

racine. L'ideal Ker χx est Γideal de Z£[G] engendre par P(σ). Remarquons

aussi que%! a pour image Z(f\ anneau des entiers de Q(/\ On a done un

isomorphisme d'anneaux entre Ze[G]/Ker χx et Z{f. Cet isomorphisme fait

correspondre a la classe de ΣU<? arτ modulo Kerχj, Γelement ΣτeG aTχ(τ)

de Z(/\ Ainsi tout Z^[G]-module annule par Ker%! peut etre considere

comme un Z{f -module.

D'une faςon generate, dans toute la suite, si AjB est une extension

galoisienne et si C est un corps intermediate tel que A\C soit abelienne,

et C/B galoisienne, on entend par operation de Gal (C/Z?) sur Gal(A/C),

Γoperation conjugaison ainsi notee: Si u appartient a Gal(A/C) et si τ

appartient a Gal(C/jB), alors uτ est egal a t'1 ut, oύ t est un prolongement

de τ a A. Precisons de plus que si a appartient a A, on designe par au

Γimage de a par u et, en consequence, la composition des automorphismes

u et v de A est notee suivant la convention aiuv) = (au)v.

Soit U/K la ^-extension abelienne maximale de K, non ramifiee en

dehors de έ. Le groupe de Galois Gail(UIK) est un Z^[G]-module. Soit

Kn la Z^-extension maximale de K (Comme K est reel, il s'agit done de

la Z^extension cyclotomique de K). On sait que Gal(C//i£oo) est le sous-

module de torsion de Gal (UjK) et qu'il est fini. Nous designons par Jί?(χ)

le Z,[G]-module quotient GaliUIKJ/GsliU/KJ)13^. II s'agit done d'un

Zj^-module.

2. Enonce des resultats obtenus

Rappelons que χ est un caractere reel, different du caractere unite et

que g est son ordre.

THEOREME A. Si g n'est pas une puissance de £, alors ^(χ) est annule

en tant que Z^-module par L/l, χ), valeur en 1 de la fonctίon L i-adίque

relative a χ.

THEOREME B. Si g est une puissance de £ et si ζg est une racine pri-

mitive ghme de 1, alors Jf(χ) est annule par (1 — ζg)L£l, χ).
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3. Demonstration des theoremes

Soit N le corps intermediate entre U et K tel que Gal(U/N) =

Gal (UIK)P{σ\ Ainsi NjK est la ^-extension abelienne, non ramifiee sauf

en £, maximale telle que N/Q soit galoisienne et Gal(iV/iί) soit annule

par P(σ). Soit, pour tout entier n, Qn le sous-corps de Q(£n) defini par

[Qm: Qn] = £ — 1. Pour tout corps A, on pose A{ = AQt. On designe

par Q^ = IJi^i Qi e^ ôo = Ui^i %i = KQo° l e s Z^-extensions cyclotomiques

de Q et K Soit n0 Γentier non nul defini par Qno = Q^ Γ) K. On a done Kno

= K Φ KnQ+ί.

PROPOSITION 3.1. Si g rϊest pas une puissance de £9 Γίntersection Nf]

K^ est έgale a K. Si g est une puissance de 6 alors N Γ) K^ est έgal a

Kno+ί. Dans tous les cas, ^f(χ) est isomorphe, en tant que Z^-module, a

Gal (N/NΠ KJ).

Demonstration. Comme Γextension N Π KJQ est abelienne, le Z£[G]-

module Gal (N Π K^/K) est annule par σ — 1 et P(σ). Done il est annule

par P(l). Si g n'est pas une puissance de £, alors P(ΐ) est une unite de

Z& et JV Π î oo = K. Si par contre, g est une puissance de £, alors P(l)

= I et le degre [N Π K^: i ί ] ne peut exceder ί. Nous avons done N Π

^ C KnQ+1. D'autre part, Γextension Kno+1/Q est abelienne et Gal (KnQ+JK)

est annule par σ — 1 et ί = P(l), done par P(σ). Ainsi, on a KJl0+ί — N

Demontrons maintenant Γegalite Gal (U/K)Piσ) D Gal

Gal(?7/JK:oo)
F(σ). Soit A un element de Gsl(U/K) et supposons que hPia)

appartienne a Gal (U/K^). Comme Gal(U/KJ) est le sous-module de torsion

de Gal(£7/iQ, il existe un entier k tel que h£kpω = 1. Mais KJQ est

abelienne et hskp{1) appartient a Gal (UjKJ). Done h appartient lui-meme

a GaliUIKJ). Nous en deduisons les egalites et isomorphismes: ^f(χ)

^ - Gal (U/KJKGBI {UjK)p^ Π Gal (U/KJ)) ~
)IGsi(UIK)PM = Gαl(U/Nf] KJ)IGέί(UIN) ~

Gal (N/N Π KJ). Ce qui termine la demonstration de la proposition 3.1.

Soit n un entier non nul. Definissons Nn comme le corps interme-

diaire entre JV et N Π K^ maximal tel que Gal (Nn/N Γ) KJ) soit d'exposant

divisant in. Alors ^f(χ)/^f(χYn est isomorphe en tant que Z^[G]-module a

Gal (Nn/N Π KJ). Introduisons L, corps obtenu en ajoutant a K les racines

Shme de 1, e'est-a-dire L = KQ{e\ et Mn = NnL = NnQu\ Nous avons alors
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48 BERNARD ORIAT

Ml = MnQn = NnLn = NnQi£n). Soit Gn le groupe de Galois Gal (LJQ).

II est clair que tous les G-modules introduits precedemment peuvent egale-

ment etre consideres comme des GTO-modules.

PROPOSITION 3.2. On suppose que n est un entier non nul. Si g est

une puissance de £, on suppose de plus n superieur a n0 + 1. Alors

est isomorphe en tant que Gn-module a Gal (M"/Ln).

Demonstration. Nous avons Ml = NnLn. D'autre part, on verifie

l'egalite Nn (Ί Ln = N Π K^. On en deduit Γisomorphisme Gal (Ml/Ln) ~

Gal(NnIN (Ί KJ); d'oύ le resultat en utilisant la proposition 3.1.

L'extension MlJLn est une extension de Kummer d'exposant divisant

βn. Nous notons Wn son radical, c'est-a-dire: Wn = {w; w e Ln;
 £n</w e Ml}.

Le groupe WJ(L*yn est evidemment un G^-module et en tant que groupe

il est isomorphe a Gal (Ml/Ln). Les structures de Gn-modules de ces deux

groupes sont liees par Γinvolution du miroir que nous allons rappeler:

Soit An = Z\ίnZ Γanneau des classes residuelles d'entiers modulo £n

et A* son groupe multiplicatif. Si ξn est une racine primitive (£n)kme de

1, alors on note χ* Γhomomorphisme de Gn dans A* defini par ξτ

n = ξl*(τK

Si x = 2]rβί? α

ττ
 e s t un element de An[Gn], on pose x = Σ*eσ αjf(τ)τ~ι.

L'application de Γalgebre ATO[GW] dans elle-meme qui a x fait correspondre

x est un automorphisme involutif de A J G J que Γon appelle: ''involution

du miroir". Les groupes Gal (Ml\Ln) et Wn/(L*)/n sont des An[Gn]-modules

et leurs structures sont liees par la proposition suivante:

PROPOSITION 3.3. Les αnnulαteurs, dans An[Gn], de Wn/(L*yn et

Gdl(MllLn) sont images Γun de Γautre par Γinvolution du miroir.

Nous ne reecrivons pas ici la demonstration de la "Spiegelungsrela-

tion" d'oύ provient ce resultat. On peut consulter [4] ou [5].

Introduisons nx et f0 definis par Γegalite / = £nif0, f0 etant premier a

£ et f designant le conducteur de χ (On a done nγ > n0 sauf si nx = 0 et

n0 = 1). Posons fn = £nf0 et supposons desormais n superieur a nx. Alors fn

est le conducteur de Ln. On designe par (Lnla) le symbole d'Artin attache

a Γextension LJQ, a etant un entier premier a fn. On considere Γelement

de Q£[Gn] defini par sn = (l//n) 2]α a(Ln/a)~\ la somme etant etendue aux

entiers a de 1 a fn et premiers a fn. Rappelons le theoreme de Stickel-

berger: Γideal snZ£[Gn] Π Ze[Gn] de Ze[Gn] annule le groupe des ^-classes
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d'ideaux (au sens ordinaire) de Ln. D'autre part nous utilisons egalement

un element s'n defϊni par: s'n = sn — 1/2 J^a (Ln/ά), cette somme etant etendue

aux entiers a de 1 a fn et premiers a fn. Si b est un entier premier a fn,

nous posons yn = (1 — b{Lnlbyι)sn et y'n = (1 — 6(LTC/6)-1)< La premiere

quantite appartient a Z[Gn] et en imposant a 6 d'etre impair, y'n est aussi

dans Z[Gn]; ce que nous supposerons dans la suite.

PROPOSITION 3.4. On suppose toujours que n est un entier non nul,

superieur a nx. Si g est une puissance de £, supposons de plus n superieur

a n0 + 1. Alors WJ(L*yn est annule par yf

n.

Demonstration. Soit w un element de Wn. Comme Γextension

Ln(
£nVw)/Ln est non ramifϊee, sauf en £9 Γideal de Ln engendre par w est

de la forme a£nh, oύ α est un ideal de Ln premier α £ et b un ideal de Ln

dont la decomposition en ideaux premiers ne contient que des ideaux au-

dessus de £. Notons &*(£) le groupe des ideaux engendre par les ideaux

premiers de Ln au-dessus de £, et D le groupe de decomposition de £ dans

LnIQ. Le groupe SΓ{£) est un Z[Gn]-module et plus precisement un Z\Gn\D\-

module. Considerons Γelement ŝ  de Q[Gn], Sa restriction a Q[Gn/D] est

nulle d'apres le theoreme II 3 de [2]. II en sera de meme de la restriction

de y'n a Z[Gn/D] et y'n annule le groupe έΓ(£). Nous avons done hv'n = 1.

D'autre part, on deduit du theoreme de Stickelberger que ayn est princi-

pal. II existe done un element u dans Ln et une unite ε de Ln tels que

wv'n = u£nε.

Introduisons maintenant la conjugaison complexe σ^ de Gn. Puisque

K est reel, σ^ appartient a Gal (LJK) et a«, — 1 annule Gal (M~/Ln). Mais

χ^(σoo) = — 1 et Γimage de σ^ — 1 par Γinvolution du miroir est — (#<„ + 1).

On deduit de la proposition 3.2 que σ^ + 1 annule WJ(L*yn. Cela implique

que εσoo + 1 est une puissance (£n)kmQ d'un element de Ln, done finalement

d'une unite de Ln. Considerons le groupe des unites E de Ln et le quotient

i — Έ\Έίn. Ce groupe se decompose en produit direct sous la forme: £

_ (̂ (i+σoo)/2^(i-σoo)/2! L Θ p r e m i e r facteur s'identifie par injection canonique a

EQ/EQ71, oύ Eo est le groupe des unites du sous-corps reel maximal de Lw.

Le deuxieme est cyclique, engendre par la classe d'une racine de Γunite.

Ainsi, si εσ™+1 appartient a Een, alors ε est, modulo E£n, une racine de

Γunite. Nous aurons done wv'n = venζ, avec v dans Ln et ζ racine de Γunite

appartenant a Ln. Comme n > nu nous avons Ln Φ Ln+1 et ζen = 1. Ceci

montre que les racines (£n)kme de wv* appartiennent a Ml Π L2n.
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Π reste a calculer cette intersection: Nous avons M* Π L2n = (LnN
n)

Π L2n = Ln(Nn D L2n). Si g n'est pas une puissance de £9 on a iVw Π L2n

— K. Si g est une puissance de £, alors Nn Π L2w = Kno+1. D'oύ Γon

deduit ilίj Π L2n = LWUL OU LnKno+1 suivant les cas. Mais si g est une

puissance de £, on a suppose n> no + 1. Nous avons done dans tous les

cas Ml Π L2n — Ln. Ainsi H^» appartient a (L*)ίn\ ce qui demontre la

proposition 3.4.

Introduisons maintenant les elements de Q£[Gn]:

χn = ((l - 6" '" > (-^-))(i/Λ^ )) Σ a φ m

xn = x n \ ( l
2

L'entier b est le meme que precedemment. II est seulement pour Γinstant

suppose premier a fn et impair. L'indicateur dΈuler est note φ et J^a

designe la somme sur les entiers α, de 1 a fn, premiers a fn.

PROPOSITION 3.5. Les έlements xn et yn appartiennent a Z£[Gn]. Leurs

residue modulo £n sont des elements de An[Gn], images Γun de Γautre par

Γinvolution du miroir.

Demonstration. Le symbole J^a designe la somme sur les entiers α,

de 1 a fn, premiers a fn. On peut ecrire:

xn =

Definissons af par < a =

/

a m o ^'n'. II est clair que α -> a' realise

une permutation de Γensemble des entiers premiers a /„ et compris entre

1 et fn. Nous aurons done:

v (Λ If /n(0nWl V 1 n9WnU n i V 1 nr<ι

d'oύ

II apparait clairement dans cette ecriture que xn appartient a Zs[Gn]. Mais

χ*(Ln/α) est le residu modulo £n de α. Done Γimage du residu modulo in
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de xn par Γinvolution du miroir est le residu modulo ίn de xn defini par:

xn =
a

Calculons maintenant la quantite entre crochets: Nous pouvons ecrire:

o ,w) _ o/f(i»)5f(i«) = ( α _ α'&) A

avec

Mais si α'6 = α + ^^n, nous avons alors

(a'b)< = o« + ίo'-y^n + Ξ o* + ία'-U^" mod (S2n) .

Remplagons dans A: nous obtenons alors

A = ^ Ό α ' ^ - 1 + α^(^}-2(l + 2 + - + (φ(βn) - ΐ))λ£n mo

DΌύ

A = p ^ ^ ^ - 1 mod C^' 1 )

et

et enfin

aAlφ(e) ΞΞ a*{en) ΞΞ 1 mod (£n) .

Nous obtenons done: xn = (l//») Σ α (« — afb){Lnja)-1 m

II reste a constater que cette derniere quantite n'est autre que yn. En

effet, on α: yn = (1 - b(LJby>)(llfn) Σ* α^/α) ' 1 = (llMΣaaiLJa)-1

— Σα abiLJay^LJby1). Nous raisonnons alors de la meme fagon qu'au

debut de la demonstration: on peut remplacer dans la derniere somme a

par a! et on obtiendra:

α \ a I

PROPOSITION 3.6. Oτz suppose toujours que n est un entier non nul,

superieur a nt. Si g est une puissance de β, on suppose de plus que n est
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52 BERNABD ORIAT

superieur a n0 + 1. Alors le groupe de Galois Gal (M^/Ln)9 considere comme

Z£[Gn]-module, est annule par xfn.

Demonstration. Les residue modulo ίn de J^a (Ln/a) et Σa a(LJa)~x se

correspondent par Γinvolution du miroir. On deduit done de la propo-

sition precedente (3.5) que les residue de xf

n et y'n se correspondent par

Γinvolution du miroir. On deduit alors des propositions 3.3 et 3.4 que xn

annule Gal (Λf*/Ln).

Remarque. On peut constater que J^a^LJa)'1 annule Gal (M%jLn) et

en deduire que xn annule Gal (M£/Ln). DΌύ finalement, on constate que

yn annule WJ(L*yn. Pourquoi avoir introduit s'n, x'n, y'nΊ Uniquement a

cause de Γannulation de Γideal b au cours de la demonstration de la pro-

position 3.3. En effet, nous avons vu a ce niveau que hy'n = 1. II ne nous

a pas semble tres simple de montrer directement que 6Vn est la puissance

( f ) έ m e d'un ideal principal.

Introduisons la notation suivante: Sn est Γ element de Q{f defini par

Sn — (llfnφ(Sn)) 2]α aψ{en)χ(a). La somme est etendue aux entiers a, compris

entre 1 et fn et premiers a fn. D'autre part, on considere dans la suite χ

comme un caractere de Gn ou de Gal (Q(fn)IQ). La valeur χ(α) est par

definition egale a χ(Ln/a); cela provient de Γidentification de Gal (Qifn/Q)

et de (Z//nZ)*.

PROPOSITION 3.7. Supposons que g n'est pas une puissance de £. Soit

n un entier non nul, superieur a nu Alors Sn appartient a Z\s) et annule

le ZP-module

Demonstration. Imposons de plus a Γentier b la condition suivante:

χ(6) est une racine de 1 d'ordre non puissance de ί. Nous avons x^xj

= (1 — bφ{en)χ(b))Sn et 1 — χ(b) est une unite de Z(/\ Mais nous avons

1 _ bψ{&n)χ(b) = 1 - χ(b) mod(^w) et 1 - b^n)χ(b) est une unite de Z?\

Comme xn appartient a Z£[Gn], χXxJ appartient a Zψ> et Sn egalement.

D'autre part, on deduit des propositions 3.2 et 3.6 que x'n annule

En termes de Zj^-modules, cela veut dire que χ^x^) annule

II reste done a verifier que x^xj = Xί(xn). En effet, χ^x^ — xn) =

1/2(1 — b) 2]α aχ(a)~ι- Comme χ est un caractere reel, on a χ(a) = χ(fn — α)

et on en deduit χγ{xn — xn) = 0. Nous avons demontre la proposition.
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Nous pouvons maintenant justifier le theoreme A: en effet, le groupe

«?f (χ) est ίini. Done si n est assez grand, ^(χ)£n est egal a 1 et ^f (χ) est

annule par SΛ. II reste alors a utiliser Γapproximation ^-adique de Lχi, χ)

telle qu'elle est donnee par Fresnel dans [1]. On a — L/l, χ) = l i π v ^ Sn.

Done L/l, χ) annule

PROPOSITION 3.8. Supposons que g est une puissance de i. Soit n un

entier supέrieur a nx et n0 + 1. Soit ζg une racine primitive g*me de 1.

Alors (1 - ζg)Sn appartίent a Zf et annule le ZP-module

Demonstration. Nous imposons maintenant a & de verifier la condi-

tion suivante: χ(b) est une racine primitive de 1, d'ordre g. Alors, les

ideaux de Z[8) engendres par 1 — χ(b) et 1 — ζg sont les memes: a savoir

Γideal maximal de Z\8). On deduit de la congruence 1 — bψ{en)χ{b) = 1 — χ(b)

mod(^n), que (1 - &*(ίn)χ(δ))/(l - ζ^) est une unite de Z?K Comme xn ap-

partient a Z£[Gn]9 χλ(xn) appartient a Z[g) et (1 — ζg)Sn egalement. Ces deux

elements engendrent dans Zψ le meme ideal. D'autre part, on deduit des

propositions 3.2 et 3.6 que x'n annule ^(χ)/JfX*y\ Ceci implique que

annule ^(χ)l^(χYn» On a aussi, comme precedemment, x^xj =

Ceci demontre la proposition 3.8. Le theoreme B s'en deduit de la meme

fagon que le theoreme A se deduisait de la proposition 3.7.

Remarque. Nous avons vu au cours de la demonstration de la pro-

position 3.7, que si g n'est pas une puissance de £, alors Sn appartient a

Zψ. On peut constater d'autre part, que si / n'est pas une puissance de

£, alors Sn appartient a Z(/\

Demonstration. Pour tout entier α, premier a fn, il existe des entiers

a! et a!' uniques tels que: α ΞΞ a'a" mod (fn); a! = 1 mod (/0); a" = 1 mod (£n);

1 < α' < fn et 1 < a" < fn. Nous aurons done α^ n ) = afWa"'™ mod (β2*-1)

et on en deduit

'»«*W)) mod (£^) .

La premiere somme est etendue aux entiers α, de 1 a fn, premiers a fn;

la deuxieme aux entiers a', de 1 a fn9 premiers a fn, congrus a 1 modulo

f0 et la troisieme aux entiers a", de 1 a fn, premiers a fn, congrus a 1

modulo Sn. Considerons la derniere somme: Nous avons

α//fw = i mod (i271'1). Done Σ α / w W 0 = Σ ήa") m o d Ψ2n~ι)
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Mais si fQ est different de 1, cette derniere somme est nulle. On a done
27*"1) et ceci montre que Sn appartient a Z?\

4. Dernieres remarques

Examinons les approximations de L£(l, χ) fournies par les quantites

Sn.

PROPOSITION 4.1. L'entier n est toujours suppose non nul et superieur

a nx. Si g n'est pas une puissance de S, alors on a la congruence Sn+ί =

Sn mod {£n). Si g est une puissance de £ et si f n'est pas une puissance

de £, alors on a (1 — ζg)Sn+1 ~ (1 — ζg)Sn mod(^n). Si f et g sont des puis-

sances de £, on a seulement (1 — ζg)
2Sn = (1 — ζg)

2Sn+1

Demonstration. On choisit l'entier b comme il est indique dans les

demonstrations des propositions 3.7 et 3.8. Ce choix fait pour n, convient

aussi pour n + 1. Considerons la restriction de Z[Gn+ί] a Z[Gn]. Un

calcul elementaire montre que Γimage de yn+1 par cette restriction est y'n;

(Theoreme II 3 [2]). D'autre part, si Γon considere la restriction de

An+1[GW+1] k An[Gn] et les involutions du miroir relatives k Ln+JQ et LJQ,

on constate que ces operations permutent. II decoule de la proposition

3.5 que le residu modulo ίn de x'n coincide avec le residu modulo ίn de la

restriction de xn+1 a Ze[Gn], Notant de la meme fagon: χ, le caractere χ

de G, son prolongement a Gn et son prolongement a Gn+1 et notant de la

meme faςon: χx les prolongements Z^-lineaires de χ a Z£[Gn+1] et Z£[Gn],

nous avons done χiOQ = χx(x'n+d mod(^w). C'est-a-dire: (1 — bφ(4Λ)χ(b))Sn

= (1 - b^n+1)χ(b))Sn+ί mod(^n). Mais nous avons 1 - b*{en)χ(b) = 1 - χ(b)

mod(^w) et 1 - bψ(£n+1)χ(b) = 1- χ(b) mod(r + 1 ) . Lorsque / ou g n'est pas

une puissance de β, on en deduit a Γaide de la remarque placee a la fin

du paragraphe 3, la congruence (1 — χ(b))Sn = (1 — χ(b))Sn+ί mod(^π). Si

g n'est pas une puissance de £, alors 1 — χ(b) est une unite de Z(

e

g) d'oύ

Sn = Sn+ί mod (£n). Si g est une puissance de t et si / n'est pas une telle

puissance, alors (1 — χ(6))/l — ζg est une unite de Z[g) d'oύ (1 — ζg)Sn =

(l—ζg)Sn+1 mod (£n). Si, enfin, f et g sont des puissances de £, alors (1—ζg)Sn

appartient a Z(

£

g) et on obtient alors le resultat annonce en utilisant les

memes arguments.

CONSEQUENCE. On deduit de la proposition 4.1 la convergence de la

suite Sn. De plus, le residu modulo £n de L/l, χ) (ou (1 — ζg)L£(l, χ), ou

(1 — ζg)
2Le(l,χ) suivant les cas) est Γoppose du residu de Sn (ou (1— ζg)Sn
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ou (1 — ζgySn). Pour obtenir celui-ci, on peut utiliser le calcul effectue

dans la proposition 3.5. En effet, on a, en reprenant les notations adoptees

lors de la demonstration de cette proposition:

Sn =

et

Mais d'apres la proposition 3.5, on a aussi:

(1 - b^n)χ(b))Sn ΞΞ (llfJΣaa-Xa - a'b)χ(ά) mod (£*); en designant par a"1

un entier, inverse de a modulo £n. Cette formule permet de calculer plus

facilement le residu modulo £n de L/l, χ). (G. Gras a dernierement gene-

ralise ces considerations et obtenu de fagon analogue le residu modulo

in de L£(s,χ): " Sur la construction des functions L p-adiques abeliennes

" a paraitre au Seminaire D.P.P.).

Examinons le cas particulier oil f et g sont des puissances de ί\

PROPOSITION 4.2. Supposons que f et g soίent tous deux des puissances

de £. On a alors K = Qno = Qni. Le corps N est έgal a Qno+ι et ^f(χ) est

reduit a 1. D'autre part (1 — ζg)L£(l, χ) est une unite de Z(/\

Demonstration. La premiere assertion de cet enonce est evidente.

Posons pour simplifier n-= no = nλ. Le degre de χ est done g = ίn~ι et son

conducteur / = ίn. Nous voulons montrer maintenant que (1 — ζg)L£(l, χ)

est une unite de Z(/\ Choisissons d'abord un entier b. Pour que χ(b) soit

une racine primitive gέme de 1, il est suffisant de prendre 6 = 1 + ^, ou

bien tout entier congru a 1 modulo ί et non congru a 1 modulo £2. Utilisons

la suite exacte:

0 • (1 - ζg)ZP • Zr - ^ ZJ£Z£ • 0 ,

ou Γhomomorphisme a est deίini par

dans Zs). Considerons Γelement de Z(

£

s): (1 — bψmχ(b))Sn et calculons son

image par a. Pour cela il est necessaire d'ecrire cet element comme com-

binaison lineaire a coefficients dans Z£ de 1, ζg, ζ2

g, etc. Comme au

debut de la demonstration de la proposition 3.5, nous ecrivons Qj α a le

meme sens) (1 - b^n)χ(b)) Σ α a^n)χ(a) = Σα («f(/"} - a'^n)b^n))χ{a) et a^£n)

— d^en)bψ{en) = 0 modiS271-1). L'image par a cherchee est done la classe
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modulo £ de (XJβ aψ(en) - a'*(£n)bφ(£n))lfnφ(£n). Le meme calcul montre que

cette expression est la classe modulo £ de (1 — bψi£n))(llfnφ(£n)) 2]α aφi£n).

Or il est facile de verifier que cet element de Z# est premier a £: en effet,

puisque 6 ^ 1 mod(^2), on a 6^ra) Ξ£ 1 mod(^n+1) et (1 - bφi£n))/fn est une

unite de Z4. De meme, aφ(en) = 1 mod (£n) et Σ α α f ( / n ) = φ(£n) mod (^n),

montre que Q[]α a
ψ{&n))jψ{£n) est aussi une unite de Z,. On deduit done de

la suite exacte ecrite plus haut que (1— bψien)χ(b))Sn est une unite de Z(/K

II en sera de meme de (1 — ζg)Sn. D'apres la proposition 4.1, (1 — ζg)L£(l, χ)

est aussi une unite de Z(/\

II decoule alors du theoreme B que le groupe Jf(χ) est reduit a 1 et

que le corps N est egal a Qn+1.
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