UBER DIE RESTKLASSENKORPER BEWERTETER
PERFEKTER KORPER

MIKAO MORIYA

Die Struktur diskret bewerteter perfekter Korper ist bisher von H. Hasse,
F. K. Schmidt, O. Teichmiiller und E. Witt eingehend untersucht worden.” Es
ist schon von diesen Autoren bewiesen worden, dass der Restklassenkorper &
eines diskret perfekten Korpers K stets in K ein mit & multiplikativ isomorphes
Reprisentantensystem besitzt, und sogar, dass es im charakteristikgleichen Fall
ein Repridsentantensystem R von & gibt, welches einen mit & isomorphen Kor-
per bildet. Dabei ldsst sich K als Potenzreihenkérper eines Primelementes aus
K mit Koeffizienten aus R darstellen.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir den Fall, wo die Bewertung eines
perfekten Korpers K nicht notwendig diskret ist. Der Restklassenkorper & von
K besitzt dann im allgemeinen kein multiplikativ abgeschlossenes Repriisentan-
tensystem aus K; vielmehr muss man dabei maximale Teilkdrper oder Gruppen
aus K bestimmen, welche bzw. Reprisentantensysteme der Teilkérper oder
Gruppen mit gewissen Eigenschaften aus & bilden.

§1. Im folgenden bezeichnet K durchweg einen Kérper, welcher in bezug
auf eine nicht-triviale Exponentenbewertung w perfekt ist” Bekanntlich bildet
die Gesamtheit J aller derjenigen Elemente aus K, die in bezug auf w nicht
negative Werte besitzen, einen Ring (Bewertungsring in bezug auf w). Ferner
bildet die Gesamtheit p aller Elemente aus K, welche in bezug auf w positive
Werte besitzen, ein Primideal aus J. Der Restklassenring & = J/p ist ein Kérper,
welcher der Restklassenkorper von K genannt ist. Eine Restklasse von J nach
p nennt man auch eine Restklasse aus ®. Ein beliebiges Element aus K, wel-
ches zu einer Restklasse aus & gehort, heisst ein Verireter dieser Restklasse:
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Es liege nun eine nicht-leere Teilmenge MM von & vor. Greift man dann aus
jeder Resiklasse aus I einen einzigen Vertreter heraus, so heisse die Ge-
samtheit M dieser Vertreter ein Reprdsentantensystem von IR aus K. Wenn
man dabei einem Element ¢ aus N den Vertreter von & aus M zuordnet, so
entsteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung ¢ von M auf M. Es sei ins-
besondere M eine multiplikative Gruppe aus & oder ein Teilkérper von ®. Ist
dann M das isomorphe Bild von I in bezug auf ¢, so heisse M mit M gruppen-
oder kirperisomordh.

Bekanntlich ist die Charakteristik Z(&) von & stets gleich der Charak-
teristik 7(K) von K, falls X(K) eine Primzahl ist. Wenn aber X(K) =0 ist, so
ist entweder Z(®) = 0 oder X(f) = einer Primzahl.

§2. Wir betrachten zunichst den charakteristikgleichen Fall Z(K) = X(R).
Dabei kann der Restklassenkorper & auch unvollkommen sein. Wie man sich
leicht iiberzeugt, ist dann der Primkoérper von K ein korperisomorphes Reprisen-
tantensystem des Primkorpers von . Nun sei K. CK,C...CK.C... eine
Folge der Teilkdrper von K von der Art, dass jedes K, ein kérperisomorphes
Repréasentantensystem eines Teilkorpers von & ist. Bildet man jetzt die Ver-
einigung V der obigen Korperfolge, so ist V offenbar ein Teilkérper von K, und
ferner existiert ein Teilkérper ¥ von & derart, dass V ein korperisomorphes
Reprisentantensystem von 9 ist. Nach dem bekannten Zorn’s Lemma existiert
also ein maximaler Teilkorper K, von K, welcher ein korperisomorphes Repri-
sentantensystem eines Teilkorpers ® von & bildet. Es sei K, ein Teilkérper
von K, welcher K, als einen echten Teilkorper enthilt. Nehmen wir dann an,
dass zu jedem Element x’' aus K, die #' enthaltende Restklasse aus £ existiert,
so existieren verschiedene Elemente x/, 3 aus Kj, welche zu einer und dersel-
ben Restklasse aus ® gehéren. Denn sonst gibe es einen Teilkorper £ (D&)
von &, der K, als ein kérperisomorphes Repridsentantensystem besitzt ; dies steht
aber im Widerspruch mit der Maximaleigenschaft iiber K;. Daher ist w(x' — y')
>0. Weil ' —3' %0 ist, so existiert keine (%' —y') ™" enthaltende Restklasse aus
f; d.h. jede echte Erweiterung von K, aus K wird niemals ein Repridsentan-
tensystem eines Teilkorpers von &.

Es sei b ein ilber &, separables Element aus ®. Dann geniigt b einer ir-

reduziblen Gleichung D)oz’ =0 in 8. Bezeichnet man mit den a; (1 =0,1, .. .,
i=0

m) bzw. die in den a; enthaltenen Elemente aus K, so ist das Polynom f(x)

m

= l_anzx‘ in Ky)[x] separabel. Ist ndmlich f(x) reduzibel in Ki[x], so existieren

nicht triviale Polynome gi(x) (i =1, 2) aus Kl[x] mit f(x) = gi(x)g(x). Lisst
man nun die simtlichen Koeffizienten von g(x), g(x) in die Restklassen von
R, libergehen, so entstehen aus den gi(x), &:(x) bzw. die Polynome gi(%), &(x)
aus flx], und es gilt in Klx]:
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Z(,‘)aix" =g1(%)&(x);

d.h. an;xi ist entgegen der Annahme in R[x] reduzibel. Es muss also f(x) in
i=
Kilx] irreduzibel sein. Die die Diskriminante von f(x) enthaltende Restkiasse
aus & ist gleich der Diskriminante des separablen Polynomes >iaix’, also ist
i=0
von der Nullklasse verschieden. Somit ist gezeigt, dass f(x) in K[ x] separabel
ist.
Nun gilt fiir ein Element & aus b die Kongruenz :

f(b)=0 mod p;
d.h. es existiert ein Polynom k(%) mit Koeffizienten aus J derart, dass
Flx)=(x-b)h(x) mod p

ist. Nach dem bekannten Hensel's Lemma beweist man die Existenz einer
Nullstelle 8 von f(x) aus J, firr die

B=b mod p

gilt. Adjungiert man 8 zu K, so ist der Korper Ky(B) durch einen solchen Iso-
morphismus @ auf (b)) abgebildet, dass bei Anwendung von @ der Isomor-
phismus von K auf & beibehalten und #(8) =b ist. Wegen der Maximaleigen-
schaft iiber K, muss Ki(8) £ K, sein; d.h. die 8 enthaltende Restklasse b aus &
ist bereits ein Element aus ®. Somit ist bewiesen, dass jedes iiber & separable
Element aus & stets in & enthalten ist; d.h. & ist in & separabel-abgeschlossen.

Es sei jetzt t ein {iber &, transzendentes Element aus §. Ist dann ¢ ein
Element aus t, so ist ¢ auch iiber K, transzendent. Denn giilte fiir die nicht
sdmtlich verschwindenden Elemente ay, @i, . . . , @ aus K,

avtat+ ... +ant” =0,
so wirde daraus folgen :

G+ at+ ... +ant"=0,
wo die do, @1, . .., @n bzw. die ao, a1, . . . , an enthaltenden Restklassen aus
R bezeichnen. Dies ist aber ein Widerspruch. Der Kérper Ki(#) ist offenbar
ein korperisomorphes Représentantensystem von K(1). Dies steht aber wieder
mit der Maximaleigenschaft iiber K, im Widerspruch. Ist also ¢ ein nicht zu

R gehoriges Element aus ®, so muss ¢ stets iiber & inseparabel sein. Daraus
erhélt man

Satz 1. Ist 7(K) =7(R) =0, so existiert in K stets ein korperisomorphes
Reprisentantensystem von R.

Wir wenden uns jetzt zum Fall 7(K) =7(8) =p=0. Ist dann ¢ ein nicht
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zu &, gehoriges Element aus &, so existiert eine Potenz ¢ von ¢ mit f=1

derart, dass ' iiber R separabel ist. Weil nach dem oben Bewiesenen ¢ zu
£ gehort, so ist ¢ liber & rein-inseparabel. Somit ist bewiesen :

Satz 2. Ist 2(K) =1(8) =p =0, so existiert in K ein maximaler Teilkir-
per K., welcher ein korperisomorphes Reprdsentantensystem eines Teilkorpers
Ko von & ist. Jede echte Erweiterung von Ky, aus K wird niemals ein Reprdsen-
tantensystem eines Teilkorpers von R. Ferner ist 8 iiber R, rein-inseparabel,
wenn & x K ist.

Bemerkung. Obwohl K, in K maximal ist, so ist & doch nicht in & maxi-
mal; d.h. es kann in & eine echte Erweiterung von £, geben, welche ein kor-
perisomorphes Reprisentantensystem aus K besitzt.

Setzt man aber voraus, dass jeder Teilkérper von & héchstens ein korper-
isomorphes Reprisentantengystem aus K besitzt, so ist R in & maximal; d.h.
jede echte Erweiterung von R, aus & besitzt kein korperisomorphes Reprisen-
tantensystem aus K. Besidsse nidmlich eine echte Erweiterung £ von £ aus &
ein korperisomorphes Reprisentantensystem K; aus K, so wére nach Voraus-
setzung K 2 K,, was aber ein Widerspruch ist.

ZUSATZ zU SATZ 2. Wenn jeder Teilkirper von & hiochstens ein korper-
isomorphes Reprdsentantensystem aus K besitzt, so existiert ein maximaler Teil-
korper & von & derart, dass Ry ein kirperisomordhes Reprisentantensystem aus
K besitzt, aber jede echte Erweiterung von K aus & kein kirperisomorphes Re-
Drasentantensystem aus K besitzt.

Wir betrachten nun den charakteristikungleichen Fall X(K) = 2(®), und
bezeichnen mit p die Charakteristik von ®. Ferner bezeichnen wir mit K*
bzw. &% die multiplikative Gruppe aller von Null verschiedenen Elemente aus
K bzw. .

Ist nun 7 (p—1=i20) eine ganze rationale Zahl und 7 die ¢ enthaltende
Restklasse aus &, so geniigt ¢ der Gleichung

x""—i:O.

Mit Hilfe des Hensel’'s Lemmas kann man leicht beweisen, dass die Gleichung
x?1—1=0 p—1 verschiedene Wurzeln aus K besitzt, welche im ganzen mod »
mit den Zahlen 1, 2, ..., p—1 kongruent sind; d.h. K* enthilt die zyklische
Gruppe Zp-; aller (p —1)-ten Einheitswurzeln, welche ein gruppenisomorphes
Reprisentantensystem der Untergruppe {1, 2, . .., p—1} aus & ist. Daher exis-
tiert nach dem Zorn’s Lemma eine maximale Untergruppe G, von K*, welche
ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem einer Untergruppe @&, von &*
bildet.

Nun sei b ein Element aus &%, dessen Ordnung # nach ® zu p prim ist.
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Dann existiert ein Element a aus & mit " =a. Da es in G, ein Element a€a
gibt, so betrachten wir die Gleichung x” —a =0 in K. Offenbar geniigt ein Ele-
ment b aus b der Kongruenz :

2"-a=0 mod p.

Wie man leicht bestitigt, besitzt wegen p + # die obige Kongruenz keine mehr-
fachen Wurzeln. Hieraus schliesst man leicht nach dem Hensel’s Lemma, dass
es in K eine Wurzel 8 von x” —a =0 mit 3=56 mod p gibt; es gilt also 5" =a.
Weil die Ordnung b nach &, gleich # ist, so ist die Ordnung von 8 nach G,
auch n#. Betrachtet man jetzt die Menge Gi ={G,, GofB, . . . , Go5"*™*}, so ist G,
ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem einer Untergruppe von K*. Es
muss also Gy = Gy sein; d.h. es ist n=1.

Nun sei t ein Element aus 8%, dessen Ordnung nach &, gleich 0 ist; d.h.
eine Potenz {” von t gehdre dann und nur dann zu &, wenn m =0 ist. Ist
dann ¢ ein zu t gehdriges Element aus K, so bestdtigt man leicht, dass die
Ordnung von ? nach G, auch 0 ist. Ferner beweist man ohne Schwierigkeit,
dass die Menge G:={Git*'; i=0, 1, ...} ein gruppenisomorphes Représentan-
tensystem einer Untergruppe von & bildet, was aber mit der Maximaleigen-
schaft iiber G, im Widerspruch steht. Aus dem oben Gezeigten schliesst man
sofort, dass ein nicht zu &, gehoriges Element aus &% von einer Crdnung
' (Fa1) ist.

SaTtz 3. Es sei X(K)=x2(®) =p(%0). Dann existiert in K* eine maximale
Untergruppe G, von der Art, dass G, ein gruppenisomorphes Reprisentanten-
system einer Untergruppe &, von K* bildet und jede echte Obergruppe von G
aus K* niemals ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem einer Untergruppe
von ®* wird. Ferner ist die Ordnung eines nicht zu &, gehorigen Elementes
aus &F nach &, eine Potenz von p.

Bemerkung. Wie bei Satz 2 kann man ohne Schwierigkeit folgenden Satz
beweisen :

ZusATz zU SATZ 3. Besitzt jede Untergruppe aus & hichstens ein gruppen-
isomorphes Reprisentantensystem aus K*, so ist &, eine maximale Untergruppe
aus &F, welche ein gruppenisomorphes Reprisentantensysten aus K™ besitzt.

§3. In diesem Paragraphen beschrinken wir uns auf den Fall, wo der
Restklassenkorper & vollkommen von einer Primzahlcharakteristik p ist. Bekannt-
lich besitzt jede Restklasse aus & stets ihre pi-ten Wurzeln (1=1,2,...) in
.

Zun#chst betrachten wir den charakteristikgleichen Fall. Da der Primkor-
per von K vollkommen und ein kérperisomorphes Reprisentantensystem des
Primkorpers von { ist, so beweist man leicht mit Hilfe des Zorn’s Lemmas die
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Existenz eines maximalen wvollkommenen Teilkérpers K, aus K von der Art,
dass K, ein korperisomorphes Reprisentantensystem eines Teilkérpers & aus &
bildet.

Ist nun b ein iiber &, algebraisches Element aus &, so muss b iiber &
separabel sein, weil £ vollkommen ist. Ebenso wie in §2 kann man leicht
beweisen, dass es ein Element B aus b gibt, so dass Ky(8) ein kérperisomorphes
Reprisentantensystem von (b) ist. Da Ky (j3) tber K, algebraisch ist, so ist
es vollkommen; wegen der Maximaleigenschaft iiber K; muss Ki(B) S K, sein,
und infogedessen ist bE&®,. Somit ist bewiesen :

Satz 4. Es sei 1(K)=7(8)=p=0 und & vollkommen. Dann enthdlt K
einen maximalen vollkommenen Korper K, von der Art, dass Ky ein kirperiso-
morphes Reprasentantensystem eines Teilkirpers S von & bildet. Dabei ist £
in & algebraisch abgeschlossen.

Wenn insbesondere £ absolut-algebraisch ist, so ist bekanntlich & vollkom-
men, und jedes Element aus & ist stets iiber dem Primkorper von & algebraisch.
Hieraus folgt

ZUsaTz zU SaTz 4. Es sei Z(K)=2(8) =p=%0 und & absolut-algebraisch.
Dann enthilt K stets ein kirperisomorphes Reprisentantensystem von K.

Nun wollen wir folgenden Satz beweisen :

SAaTz 5. Ist 7(K) =(8) =p=x0 und & vollkommen, so existiert in K dann
und nur dann ein korperisomorphes Reprdsentantensystem wvon &, wenn fir

jede Restklasse ¢ aus & der Durchschnitt ﬂo‘m.‘(c) nicht leer ist. Dabei be-
=
zeichnet My(c) die Menge der p'-ten Potenzen aller Elemente aus ¢~ (i=0).

Beweis. Wenn ein Teilkérper K, von K ein korperisomorphes Représen-
tantensystem von & ist, so gibt es zu einer Restklasse ¢ aus & ihren (einzigen)
Vertreter ¢ aus K;. Da K, vollkommen ist, so besitzt ¢ in K, seine p'-te
Wurzel ¢?™ (i=0), und ¢?” ist der Vertreter von ¢ aus K;. Also gehért ¢ zu

Mi(c). Hieraus folgt oline weiteres, dass MIM;(¢) nicht leer ist.
=0 Y
Umgekehrt sei fiir jede Restklasse ¢ aus & ﬂom,'(c) nicht leer. Dann be-
s

trachten wir einen maximalen vollkommenen Teilkdrper K, von K, welcher mit
einem in & algebraisch-abgeschlossenen Teilkorper & kdrperisomorph ist (Satz
4). Ist nun t ein iiber &, transzendentes Element aus &, so existiert nach Vor-

aussetzung ein Element ¢ aus mozm,-(i). Wie leicht bestitigt, ist ¢ iiber K, trans-
i=

zendent. Ferner existiert in jedem *~ ein Element # aus K mit tfi =%. Da
Z(K) = p ist, so gilt fiir jedes =0:

ti=1

i+12
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wo 1y =1 gesetzt ist. Bildet man nun den Vereinigungskérper K; von den Kor-
pern Ko(#:) (i=0,1, ...), so ist K; ersichtlich ein vollkommener Teilkérper
von K, weil K, vollkommen ist. Da fiir jeden Index 7 (20) Ki(#) ein kérper-
isomorphes Reprisentantensystem von R(127) aus & ist, so bildet Ki ein kor-
perisomorphes Reprisentantensystem des Vereinigungskorpers von den K127
(i7=0,1,...). Dies steht aber mit der Maximaleigenschaft iiber K, im Wi-
derspruch. Es muss also & = & sein, w.z.b.w.

Jetzt wenden wir uns zum charakieristikungleichen Fall, und wir bedienen
uns aller Bezeichnungen im vorigen Paragraphen. Die zyklische Gruppe Zp-:
aller (p—1)-ten Einheitswurzeln aus K* ein gruppenisomorphes Reprisentan-
tensystem eciner Untergruppe von £7. Ferner ist Zp—1=Z§_1, wo Zh-, die
Menge aller p-ten Potenzen der Elemente aus Zp-: bezeichnet. Nach dem
Zorn’s Lemma existiert eine maximale Untergruppe G, mit Go=G? aus K7,
welche ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem einer Untergruppe &, von
& bildet.

Es sei b ein Element aus %, dessen eine Potenz v (m>0) zu ®, gehort.
Dann setzen wir m = mp’, wo (my, p) =1 ist, und a=b"™. Weil aber a?’ ein
Element aus &, ist, so gibt es in G, seinen Vertreter ar. Wegen Go=GP = . ., .
= GY existiert ein Element a; aus G, mit afz:af!. Es gilt also fiir die a; ent-
haltende Restklasse a; aus & :

o =at ;
weil X(®) = p ist, so folgt aus der obigen Gleichung
a=qEQ,.

Da Y™ =qa zu & gehort und m zu p prim ist, so ist die Ordnung von b nach
& prim zu p. Wie in §2 kann man leicht beweisen, dass b bereits zu &,
gehoren muss. Somit ist bewiesen :

Satz 6. FEs sei J(K)xJ(®) =p und & vollkommen. Dann existiert eine
maximale Untergruppe Gy von K* mit Gy = G} vor der Art, dass Gy ein gruppen-
isomorphes Repriisentantensystem einer Untergruppe & von & bildet. Dabei
besitzt die Faktorgruppe 8%/ &y ausser dem Einheitselement kein Element von
einer positiven Ordnung.

Ist insbesondere & absolut-algebraisch, so ist jedes Element aus & von
einer positiven Ordnung. Daraus folgt nach Satz 6 :

Zusatz zu Satz 6. Es sei Y(K)xX(R)=p und 8 absolut-algebraisch.
Dann besitat K* ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem von 8.

Wir beweisen nun folgenden

Satz 7. Ist W(K)xX(R)=p und & vollkommen, so enthalt K* dann und
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nur dann ein gruppenisomorphes Reprdsentantensystem von R, wenn aus den
piten Wurzeln & (i=0,1, ...) einer belicbigen Restklasse ¢ aus K* stets
die Vertreter c¢; derart herausgegriffen werden kinnen, dass fir jeden Index
i (20) die Relation

gilt.

Beweis. Es sei Gy ein gruppenisomorphes Reprisentantensystem von &
aus K* Dann ist & = §*?, weil ® vollkommen ist. Dabei bezeichnet &*? die
Menge der p-ten Potenzen aller Elemente aus &". Weil G, mit & gruppen-
isomorph ist, so gilt Go=G?~. 1Ist nun ¢ ein Element aus £%, so gibt es in G,
den Vertreter ¢, von ¢. Wegen Go=G? existiert zu jedem Index i (20) ein
Element ¢; aus Go mit ¢;=c?,,. Offenbar ist ¢; der Vertreter von ¢~ aus G.
Durch vollstdndige Induktion beweist man, dass ¢; der Vertreter von ™ aus G,
ist.

Umgekehrt sei die Voraussetzung des Satzes erfiillt. Dann betrachten wir
eine maximale Untergruppe G, mit Go=G? von K* von der Art, dass G, ein
gruppenisomorphes Reprisentantensystem einer Untergruppe & von & bildet.
Dabei hat in der Faktorgruppe &*/®, nur das Einheitselement eine positive
Ordnung (Satz 6).

Es sei t ein Element aus §* welches in bezug auf &, die Ordnung 0 hat.
Dann kann man nach Voraussetzung aus den Restklassen t?~ (i =0,1, . . .) bzw.
diejenigen Elemente t; herausgreifen, fiir die Relationen t; =#2,, ({=0,1, ...)
gelten. Offenbar ist jedes # (/=0, 1, ...) in bezug auf G, von der Ordnung
0. Bildet man nun die Gruppe H; ={Gi;*; »=0,1, ...}, so ist H; in & grup-
penisomorph abgebildet. Ferner ist

I{i = Hﬂ.lCI{H'I,
weil Go=G% und t; =t?,, sind. Offenbar ist die Vereinigungsmenge G; von den
H; (i=0,1,...) eine Untergruppe von K* mit G, =G? und in & gruppeniso-

morph abgebildet. Dies ist aber ein Widerspruch, weil G; eine echte Ober-
gruppe von Gy ist. Daher muss & = &" sein, w.z.b.w.

Wir nehemn nun an, dass K keine primitive D-te Einheitswurzel enthilt
und fiir jede Restk]asse ¢ aus R stets ﬂ9J?,(c) nicht leer ist. Ist nun ¢ ein
Element aus ﬂ‘m;(c) so existiert zu Jedem i (20) ein Element ¢; aus ¢~ derart,
dass

c=c=c

1

ist. Da offenbar c = (cf +1)”i ist und K keine primitive p-te Einheitswurzel
enthdlt, so schliesst man ohne Schwierigkeit, dass ¢;=cf,, (20) ist. Hieraus
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folgt:

Zusatz 1 zu Satz 7. Es sei X(K)xX(8) =p und & vollkommen. Enthdilt
dann K* keine primitive p-te Einheitswurzel, so existiert in K* ein gruppen-
isomorphes Reprisentantensystem von 8, wenn fiir jede Restklasse ¢ aus &*

stets ﬂoﬂﬁi(c) nicht leer ist.
i=

Enthilt aber fiir jede Restklasse ¢ aus & der Durchschnitt ﬂoﬂﬁi(c) genau
i=

ein Element, so betrachten wir fiir eine beliebige, nicht negative Zahl » den
Durchschnitt

NM(c?™) .

=0
Nach Voraussetzung enthilt dieser Durchschnitt ein einziges Element ¢, aus K.
Wegen ¢, €Mi(c®™) ist offenbar

M. 1(Cp—v) .

Hieraus folgt sofort:
b= N (@) = NN =,

Aus Satz 7 folgt also

ZusaTz 2 zU SATz 7. Es sei X(K)=X(R) =p und & vollkommen. Besitzt
dann fiir jede Restklasse ¢ aus & der Durchschnitt flimi(c) genau ein Element,
so existiert (genau) eine Untergruppe aus K*, welche mit & gruppenisomorph
ist.

Bemerkung. Im Fall, wo die Bewertung w von K diskret ist, so greifen

wir aus den p '-ten Wurzeln ™ einer beliebigen Restklasse ¢ aus & bzw. die
(beliebigen) Vertreter a; heraus. Da ™2 (c2™ ") ist, so gilt:

ai=a?, mod » (£20),

wo 7 ein Primelement von w bezeichnet. Dann gilt offenbar :

é +1 F+1
a?’ =al,, mod =,

Also konvergiert die Folge as, a?, ..., a¥,... zu einem Element ¢, aus J.

Da offenbar a? €Mi(c) Sc ist, so ist ¢ = ¢, ein Element aus c. Ebenso beweist
. i . =1

man, dass die Folge ai, a@?, ..., a;;, ... zu einem Element ¢; aus ¢~ kon-

vergiert. Da aber ¢? das Grenzelement der konvergenten Folge a, a, ...,

i+1 . =
a?, ... ist, so erhilt man:

C=Co=0f.

Durch vollstindige Induktion beweist man leicht, dass es in jedem *” ein Ele-
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ment ¢; mit ¢; =cf,, gibt. Ferner gilt:

c=c=cd=...=c=...;

d.h. der Durchschnitt ﬂim,(c) ist nicht leer.
Nun gibt es fiir ein Element ¢’ aus ﬂ‘m,(c) ein Element ¢ aus ¢ mit

c =c,"'z . Da aber fiir jeden Index i (=0) stets die Kongruenz
ci=ch mod

besteht, so erhilt man fiir eine beliebige natiirliche Zahl m stets

c=ch =ct" = mod =™ ;

d.h. es ist ¢ =¢’. Der Durchschnitt ﬂ’m;(c) enthidlt also ein einziges Element.
=0

Daraus schliesst man im charakteristikgleichen Fall nach Satz 5, dass es in K
genau ein korperiscmorphes Reprisentantensystem von & gibt. Im charakte-
ristikungleichen Fall existiert aber nach Satz 7 ein einziges gruppenisomorphes
Reprédsentantensystem G von & Die Gruppe G bildet mit der Null zusammen
ein multiplikativ abgeschlossenes System R, und R ist mit & multiplikativ iso-
morph. Zusammenfassend die beiden obigen Tatsachen, erhidlt man einen Teil
der am Anfang erwidhnten Tatsache:

Ist K ein diskret bewerteter perfekter Korper und & vollkommen von einer
Primzahlcharakteristik p, so gibt es in ] ein einziges, mit & multiplikativ iso-
morphes Reprasentantensystem R von & mit R®? = R. Wenn K die Charakteristik
D hat, so ist R mit & korperisomorph.

§4. In diesem Paragraphen wollen wir durch ein Beispiel zeigen, dass es
im charakteristikgleichen Fall einen perfekten Korper K mit dem vollkommenen
Restklassenkorper ® gibt, welcher kein kérperisomorphes Reprdsentantensystem
von & besitzt.

Zu diesem Zweck betrachten wir einen wvollkommenen Korper ky von einer
Primzahlcharakteristik p, und eine einfache transzendente Erweiterung ko(t)
von k, mit einem iiber k, transzendenten Element f. Ferner betrachten wir fir
eine zu p prime natiirliche Zahl g (>1) eine additive Gruppe W aller derjenigen
rationalen Zahlen, die, dargestellt als reduzierter Bruch, lauter Potenzen von ¢
als Nenner besitzen. Dann bezeichnen wir mit I(#, x) den Integrititsbereich
aller verallgemeinerten Polynome ao(t) + ai(t)x* + ... +ax($)x* von x mit
Koeffizienten ai(¢) (i=0,1, ..., n) aus k(t), wo 0<a1< ... <an (a;iE W) ist.
Jedes Element y = 0 aus dem Quotientenkdrper @ von I(t, x) ist von der Form:

,,a;;(t)+a;(t)x“‘+ P +an(t)x°"
bo(t) +b:i()x™ + . . . +bm(t)x’m’

y=

Dabei sind ao(t) +ai($)x™ + . . . +an(t)x*" und bo(t) +b:(B)x™ + . . . + bm(x)x’m
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Polynome aus I(Z, x) mit a,(£)by(2) % 0. Ferner heisst die Zahl « der Exponent
von ¥, weil « in der obigen Darstellung durch y eindeutig bestimmt ist. Setzt
man nun 2(y) = a,” so definiert w, wie leicht bestitigt, eine Exponentenbewer-
tung von @ mit W als der Wertgruppe. Offenbar ist dabei ein von Null ver-
schiedenes Element aus k(%) stets die Bewertung 0. Wir bilden nun die perfekte
Hiille K von @ in bezug auf w und bezeichnen mit J den Bewertungsring von
K in bezug auf w. Bezeichnet nun p das zu w gehorige Primideal aus J, so ist
der Restklassenkérper 8 = J/p von K mit ky(t) kérperisomorph.

Nun seien o1 =27, pa=0+ 427, . .., pn=pn-1+ 227", . .. gesetzt. Be-
zeichnet man dann mit #+ p» die £+ p» enthaltende Restklasse aus &, so ist das
Polynom F(X) = X?" —t+ ps irreduzibel in K[X]. Angenommen, es wire F(X)

t
reduzibel in K[ X]. Dann gibe es ein Element ;% aus ko(t) derart, dass die

Kongruenz

]

a(t)\?
gilt, weil ¢+ pn =t ist. Dies ist aber ein Widerspruch. Hieraus folgt sofort,
dass das Polynom X?"— (¢+ p») auch in K[ X] irreduzibel ist. Adjungiert man
jetzt die Wurzel 6, von X?" — (t+ pn) =0 zu K, so ist Kn = K(f) vom Grade p"
iiber K. Da

0% = (£ -+ pr + 227NV 29, + 2T E Ky

ist, so ist Ku-1 ein Teilkérper von K. Bezeichnet man nun mit &, den Rest-
klassenkorper von K, so ist die #» enthaltende Restklasse offenbar eine Nullstelle
des Polynomes X?" — ¥ pn; d.h. 8 ist vom Grade p" ilber . Also ist K, iiber
K unverzweigt. Bildet man nun den Vereinigungskérper L von den K, (n=1,
2,...), so ist L iiber K unverzweigt, also besitzt die perfekte Hiille L von L
die Wertgruppe W.

Es sei nun ¢ der Restklassenkdrper von L. Dann besitzt jede Restklasse
¢ aus ¢ ein Element ¢ aus L als ihren Vertreter. Da c bereits zu einem passend
gewihlten Korper K, gehdrt, so kann man ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dass ¢ von der Form

}_0. Zl%tg (t+ o)™
ist. Dabei sind die ai(t), ;(t) Polynome von ¢ mit Koeffizienten aus k. Da
offenbar
w(ai(t) — ai(t+ 1)) >0, wbi(2) —bi(t+01))>0
und

% Fiir y=0 setzen wir in iiblicher Weise w(0)=c0.
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w((t+pn)? " = (t+ pnr)?) >0

sind, so gehort das Element

ai(t+ p1) ip=n
EOb,(t—{-px) (t+ pn+l) Eob’ 01;) n+1

auch zu ¢. Da ky=k? ist, so gibt es die Polynome ai(6;) und bX(6:) aus K,
derart, dass

ai(0)? = ai(6?) und bi6)?=0:(6?) (i=0,1,...)

al(0,) i
b’ ( 01 ) fH-l

der Restklassenkorper { ist vollkommen.
Nun unterscheiden wir zwei Unterfille :

i) p<g und ii) p>gq.

gelten. Daher ist das Element 2 die p-te Wurzel von ¢’ aus L; d.h.

Fall i). Bezeichnet man mit t die ¢ enthaltende Restklasse aus @, so ist
die 0, enthaltende Restklasse aus € gleich t#~. Wir nehmen an,.dass der Durch-

schnitt ﬂomt;(t) nicht leer ist, und bezeichnen mit z ein Element aus diesem
i=

Durchschnitt. Weil die Restklasse ™ aus 8 die p™"-te Wurzel 2 von z
enthiilt, so kann man

2™ = 0y + on mit w(ex)>0 (#=0,1,...)

setzen ;¥ hieraus folgt ohne weiteres:
2 =0t = Onr+ 2T 4 0B =01t Oner (1)

Da w(x?") = ¢™" und w(e?) = pw(an) sind, so folgt aus der Struktur der Wert-

gruppe W:

w(x?") xwldh).

Es muss also w(sa-1) = Min(q™", pw(os)) sein; d.h. w(sn-1) =g ". Anderseits
gilt aber:

pn—z (p n-2 1 p n-1 1 pn—!.
w —l)"-—-‘—_: '—‘) — > ‘—“) ~1/.
bV =g==\"q) @7 \'gq on
Weil go=27"+0?, a? =22 148, ..., und ohs = xi’""""‘1+a{’,’i? sind, so ist
0y = Pp-1+ aﬁ’fx’, woraus

wio) = w2 (2) L

n-1

folgt. Da lim ( %) -0 ist, so muss w(g,) =0 sein, was aber ein Widerspruch

n>w

4 Dabei ist 6y =¢ gesetzt.
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ist. Also ist E\osm,-(f) leer. Nach Satz 5 besitzt 1. kein koérperisomorphes Re-
priasentantensystem von .

Fall ii). Wegen p> g konvergiert die unendliche Reihe gx‘{’i"_i—l zu einem
Element y aus XK. Das Element ¢+ y ist offenbar iiber k, transzendent, und
ko(t+y) ist auch ein korperisomorphes Reprisentantensystem von §. Da
—t=1

t+y=1t+put+ Dx?

i=n+l

-] L]

. . . - feingmi f=ngim . .

ist, s0 ist (£ +9)?" =8,4+ 202777, wo 3,277 als eine konvergente Reihe
{=n+1 f=n+l

aus K Element aus X ist. Daher ist
K((t+5)™") = K(62),

und infolgedessen ist
L= t_U]K((t+y)"-").

Weil jede Restklasse aus dem Restklassenkorper 8, von K, = K(6,) ein Polynom
von (¢+y)?™" mit Koeffizienten aus k(f+y) als einen Vertreter besitzt, so ist
E((£4+9)?™) ein kérperisomorphes Reprisentantensystem von £, aus K,. Hier-
aus folgt sofort, dass

Lo=‘gko((t +9)P™)

ein kérperisomorphes Reprisentantensystem des Restklassenkorpers von L ist.
Bekanntlich ist dabei L, auch ein korperisomorphes Repridsentantensystem von
Q. Daher besitzt L ein korperisomorphes Reprisentantensystem des Restklassen-
korpers Q.

Bemerkung. Der Korper K enthiilt verschiedene kérperisomorphe Reprisen-
tantensysteme von R, etwa k() und k(¢ + ).

Nach der Struktur der Wertgruppe W besitzt L genau ein kérperisomorphes
Reprisentantensystem von L.
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