
UBER DIE RESTKLASSENKORPER BEWERTETER

PERFEKTER KORPER
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Die Struktur diskret bewerteter perfekter Kδrper ist bisher von H. Hasse,
F. K. Schmidt, O. Teichmiiller und E, Witt eingehend untersucht worden.1* Es
ist schon von diesen Autoren bewiesen worden, dass der Restklassenkδrper $
eines diskret perfekten Kδrpers K stets in K ein mit $ multiplikativ isomorphes
Reprasentantensystem besitzt, und sogar, dass es im charakteristikgleichen Fall
ein Reprasentantensystem R von $ gibt, welches einen mit $ isomorphen Kδr-
per bildet. Dabei lasst sich K als Potenzreihenkδrper eines Primelementes aus
K mit Koeffizienten aus R darstellen.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir den Fall, wo die Bewertung eines
perfekten Kδrpers K nicht notwendig diskret ist. Der Restklassenkδrper S von
K besitzt dann im allgemeinen kein multiplikativ abgeschlossenes Reprasentan-
tensystem aus K\ vielmehr muss man dabei maximale Teilkδrper Oder Gruppen
aus K bestimmen, welche bzw. Reprasentantensysteme der Teilkδrper oder
Gruppen mit gewissen Eigenschaften aus $ bilden.

§ 1. Im folgenden bezeichnet K durchweg einen Korper, welcher in bezug
auf eine nicht-triviale Exponentenbewertung w perfekt ist.2) Bekanntlich bildet
die Gesamtheit / aller derjenigen Elemente aus K, die in bezug auf w nicht
negative Werte besitzen, einen Ring (Bewertungsring in bezug auf w). Ferner
bildet die Gesamtheit p aller Elemente aus K, welche in bezug auf to positive
Werte besitzen, ein Primideal aus /. Der Restklassenring S -J/p ist ein Kδrper,
welcher der Restklassenkδrper von K genannt ist. Eine Restklasse von / nach
p nennt man auch eine Restklasse aus $. Ein beliebiges Element aus K, wel-
ches zu einer Restklasse aus $ gehδrt, heisst ein Vertreter dieser Restklasse;
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16 MIKAO MORIYA

Es liege nun eine nicht-leere Teilmenge Tt von $ vor. Greift man dann aus
jeder Restklasse aus Wl einen einzigen Vertreter heraus, so heisse die Ge-
samtheit M dieser Vertreter ein Reprasentantensystem von 9Λ aus K. Wenn
man dabei einem Element I aus 2R den Vertreter von I aus M zuordnet, so
entsteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung ψ von ΊSl auf M. Es sei ins-
besondere Ή eine multiplikative Gruppe aus $ oder ein Teilkδrper von $. Ist
dann M das isomorphe Bild von W in bezug auf ψ, so heisse M mit 9ft gruppen-
oder korperisomorph.

Bekanntlich ist die Charakteristik Z($0 von $ stets gleich der Charak-
teristik YAK) von K, falls YAK) eine Primzahl ist. Wenn aber YAK) = 0 ist, so
ist entweder Y($) = 0 oder YA®) = einer Primzahl.

§2. Wir betrachten zunachst den charakteristikgleichen Fall Z(ϋΓ)=Z($).
Dabei kann der Restklassenkδrper $ auch unvollkommen sein. Wie man sich
leicht ϋberzeugt, ist dann der Primkδrper von K ein kδrperisomorphes Reprasen-
tantensystem des Primkδrpers von 8. Nun sei KaCK?CL . . . CϋΓλC . . . eine
Folge der Teilkδrper von K von der Art, daεs jedes Kx ein kδrperisomorphes
Reprasentantensystem eines Teilkδrpers von $ ist. Bildet man jetzt die Ver-
einigung V der obigen Kδrperfolge, so ist V offenbar ein Teilkόrper von K, und
ferner existiert ein Teilkδrper $ von ff derart, dass V ein kδrperisomorphes
Reprasentantensystem von 33 ist. Nach dem bekannten Zorn's Lemma existiert
also ein maximaler Teilkδrper KQ von K, welcher ein kδrperisomorphes Repra-
sentantensystem eines Teilkδrpers $0 von $ bildet. Es sei K[ ein Teilkδrper
von K, welcher KQ als einen echten Teilkδrper enthalt. Nehmen wir dann an,
dass zu jedem Element xf aus Ko die x' enthaltende Restklasse aus $ existiert,
so existieren verschiedene Elemente xf, y1 aus ϋfί, welche zu einer und dersel-
ben Restklasse aus $ gehδren. Denn sonst gSbe es einen Teilkδrper fio (Dffo)
von S, der K[ als ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem besitzt', dies steht
aber im Widerspruch mit der Maximaleigenschaft iiber iΓ0. Daher ist w(x'-y')
>0. Weil xf —y*rθ ist, so existiert keine (xf -y1 Y1 enthaltende Restklasse aus
$; d.h. jede echte Erweiterung von Ko aus K wird niemals ein Reprasentan-
tensystem eines Teilkδrpers von $.

Es sei b ein ϋber $0 separables Element aus $. Dann genίigt b einer ir-

reduziblen Gleichung Σ Q ^ 1 = 0 in ί?0. Bezeichnet man mit den aι (i = 0,1, . . . ,

m) bzw. die in den α, enthaltenen Elemente aus Ko, so ist das Polynom fix)
m

= S e i ^ in Koίxl separabel. Ist namlich/(Λr) reduzibel in KoZxl, so existieren

nicht triviale Polynome gi(x) d" = 1, 2) aus Koίxl mit f(x) =gi(x)g2(x). LSsst

man nun die samtlichen Koeffizienten von gi(x), gz(x) in die Restklassen von
$o ϋbergehen, so entstehen aus den gi(x), gAx) bzw. die Polynome gΛx), gz{x)

aus ^OCΛΓ], und es gilt in
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m

d.h. Σ α # x ist entgegen der Annahme in SoC#] reduzibel. Es muss also/(#) in
4 = 0

KoCxl irreduzibeί sein. Die die Diskriminante von fix) enΐhaίfende Restkίasse

aus $ ist gleich der Diskriminante des separablen Polynomes Σoί^S also ist

von der Nullklasse verschieden. Somit ist gezeigt, dass/U) in i&M separabel

ist.

Nun gilt fur eίn Element b aus b die Kongruenz :

fib) Ξ O mod p I

dh. es existiert ein Polynom h(x) mit Koeffizienten aus / derart, dass

f(x) = (x-b)h(x) mod p

ist NacJ? dew bekannten HenseYs Lemma hewelst man die Έxϊstenz emer

Nullstelle jS von fix) aus /, fur die

β = b mod p

gilt, Adjungiert man /9 zu ϋΓo, so ist der Kδrper ϋfo(/3) durch einen solchen Iso-

morphismus Φ auf ffo(b) abgebildet, dass bei Anwendung von Φ der Isomor-

phism us von jfiΓo auf So beibehalten und < (̂β) = b ist, Wegen der Maximaleigen-

schaft uber KQ muss Koiβ)EKo sein; d.h. die β enthaltende Restklasse b aus $

ist bereits ein Element aus $ 0 . Somit ist bewiesen, dass jedes ύber ^ 0 separable

Element aus ίϊ stets in $ 0 enthalten ist d.h. $o ist in ^ sepαrαbehαbgeschlossen.

Es sei jetzt i ein ίiber $ 0 transzendentes Element aus £\ Ist dann t ein

Element aus 1, so ist t auch iiber iϊo transzendent, Denn gaite fur die nicht

samtlich verschwindenden Elemente β0, βi, . . . , αn aus Kύ

Go + αit + . . -f βwίw = 0,

so wiirde daraus folgen :

άo + βit + . . . -h β»tn = 0,

wo die α0, αu . , , , ά« bzw. die «0? αi, . . . , αΛ enthaltenden Restklassen aus

So bezeichnen. Dies ist aber ein Widerspruch. Der Kδrper XiU) ist offenbar

ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem von S0(t). Dies steht aber wieder

mit der Maximaleigenschaft iiber Ko im Widerspruch. 1st also c ein nicht zu

So gehδrίges Element aus S, so muss c stets iiber $ 0 insepαrαbel sein. Daraus

erhalt man

SATZ L 1st 7,iK) =/f(ff) = 0, so existiert in K stets ein kδrperisomorphes

Reprasentantensystem von S.

Wir wenden uns jetzt zum Fall 7SK) = %(8) =p*0. Ist dann c ein nicht
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18 MIKAO MORIYA

zu So gehδriges Element aus S, so existiert eine Potenz c^ von c mit
derart, dass cpf iiber So separabel ist. Weil nach dem oben Bewiesenen c^ zu
So gehδrt, so ist c iiber So rein-inseparabel. Somit ist bewiesen :

SATZ 2. Ist 7(K)=7(S) =p*Q, so existiert in K ein maximaler Teilkδr-
per KG, welcher ein kδrperisomorphes Reprάsentantensystem eines Teilkorpers
So von S ist. Jede echte Erweiterung von KQ aus K wird niemals ein Reprάsen-
tantensystem eines Teilkorpers von S. Ferner ist S uber So rein-inseparabel9

zvenn ff#fP0 ist

Bemerkung. Obwohl Ko in K maximal ist, so ist So doch nicht in S maxi-
mal d.h. es kann in S eine echte Erweiterung von $0 geben, welche ein kδr-
perisomorphes ReprSsentantensystem aus K besitzt.

Setzt man aber voraus, dass jeder Teilkδrper von S hδchstens ein kδrper-
isomorphes Reprasentantensystem aus K besitzt, so ist So in S maximal; d.h.
jede echte Erweiterung von So aus S besitzt kein kδrperisomorphes ReprSsen-
tantensystem aus K. Bes&sse namlich eine echte Erweiterung $i von So aus S
ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem Kι aus K, so ware nach Voraus-
setzung Ki'igKo, was aber ein Widerspruch ist.

ZUSATZ zu SATZ 2. Wenn jeder Teilkδrper von S hδchstens ein kδrper-
isomorphes Reprasentantensystem aus K besitzt, so existiert ein maximaler Teil-
kδrper So von S derart, dass So ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem aus
K besitzt, aber jede echte Erweiterung von S* aus S kein kδrperisomorphes Re-
prάsentaritensystem aus K besitzt.

Wir betrachten nun den charakteristikungleichen Fall X(K) =¥ X(S), und
bezeichnen mit p die Charakteristik von S. Ferner bezeichnen wir mit K*
bzw. S* die multiplikative Gruppe aller von Null verschiedenen Elemente aus
K bzw. S.

Ist nun i (p — l^i^O) eine ganze rationale Zahl und 7 die i enthaltende
Restklasse aus S9 so genugt ?~der Gleichung

xp~x - 1 = 0.

Mit Hilfe des HenseΓs Lemmas kann man leicht beweisen, dass die Gleichung
xp~ι — 1 = 0 p — 1 verschiedene Wurzeln aus K besitzt, welche im ganzen mod p
mit den Zahlen 1, 2, . . . , p- 1 kongruent sind d.h. K* entheilt die zyklische
Gruppe Zp-χ aller (£ —l)-ten Einheitswurzeln, welche ein gruppenisomorphes
Reprasentantensystem der Untergruppe {I, 2, . . , p—ϊ) aus S* ist. Daher exis-
tiert nach dem Zorn's Lemma eine maximale Untergruppe Go von ϋΓ*, welche
ein gruppenisomorphes Reprasentantensystem einer Untergruppe <S0 von ft*
bildet.

Nun sei b ein Element aus S*, dessen Ordnung n nach (So zu p prim ist.
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Dann existiert ein Element Q aus (So mit hn = a. Da es in Go ein Element
gibt, so betrachten wir die Gleichung xn - a - 0 in K. Offenbar genϋgt ein Ele-
ment b aus b der Kongruenz :

xn~a==0 mod p.

Wie man leicht bestatigt, besitzt wegen p -f- n die obige Kongruenz keine mehr-
fachen Wurzeln. Hieraus schliesst man leicht nach dem HenseΓs Lemma, dass
es in K eine Wurzel β von xn — a = 0 mit β = δ mod p gibt es gilt also βn = #.
Weil die Ordnung b nach (So gleich n ist, so ist die Ordnung von β nach Go
auch #. Betrachtet man jetzt die Menge Gi = {G0, Goβ, . . . , Goβn~ι), so ist Gι
ein gruppenisomorphes Repraεentantensystem einer Untergruppe von K*. Es
muss also Go = G\ sein d.h. es ist n = 1.

Nun sei ί ein Element aus $*, dessen Ordnung nach (So gleich 0 ist d.h.
eine Potenz tm von t gehδre dann und nur dann zu ©o, wenn m - 0 ist. Ist
dann t ein zu t gehδriges Element aus K9 so bestatigt man leicht, dass die
Ordnung von t nach Go auch 0 ist. Ferner beweist man ohne Schwierigkeit,
dass die Menge G2 = {G0£

±2; / = 0, 1, . . .} ein gruppenisomorphes Reprasentan-
tensystem einer Untergruppe von ®* bildet, was aber mit der Maximaleigen-
schaft ϋber Go im Widerspruch steht. Aus dem oben Gezeigten schliesst man
sofort, dass ein nicht zu ©o gehδriges Element aus S* von einer Ordnung
pf (/fel) ist.

SATZ 3. Es sei X(K) F̂ Z(^) =p( * 0). Dann existiert in K* eine maximale
Untergruppe Go von der Art, dass Go ein gruppenisomorphes Reprάsentanten-
system einer Untergruppe (So von $* bildet und jede echte Obergruppe von Go
aus K* niemals ein gruppenisomorphes Reprάsentantensystem einer Untergruppe
von S* wird. Ferner ist die Ordnung eines nicht zu (So gehόrigen Elementes
aus $* nach (So eine Potenz von p.

Bemerkung. Wie bei Satz 2 kann man ohne Schwierigkeit folgenden Satz

beweisen :

ZUSATZ zu SATZ 3. Besitzt jede Untergruppe aus $* hδchstens ein gruppen-
isomorphes Reprάsentantensystem aus K*, so ist (So eine maximale Untergruppe
aus $*, welche ein gruppenisomorphes Reprάsentantensystem aus K* besitzt.

§ 3. In diesem Paragraphen beschranken wir uns auf den Fall, wo der
Restklassenkorper ® vollkommen von einer Primzahlcharakteristik p ist. Bekannt-
lich besitzt jede Restklasse aus $ stets ihre ^-ten Wurzeln (f = l, 2, •„ . .) in
St.

Zunachst betrachten wir den charakteristikgleichen Fall. Da der Primkδr-
per von K vollkommen und ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem des
Primkδrpers von $ ist, so beweist man leicht mit Hilfe des Zoπvs Lemmas die
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Existenz eines maximalen vollkommenen Teilkδrpers KQ aus K von der Art,
dass KQ ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem eines Teilkδrpers fto aus ft
bildet.

Ist nun b ein iiber ft0 algebraisches Element aus ft, so muss b ύber fto
separabel sein, weil fto vollkommen ist. Ebenso wie in §2 kann man leicht
beweisen, dass es ein Element β aus b gibt, so dass K0(β) ein kδrperisomorphes
Reprasentantensystem von fto(b) ist. Da K0(β) iiber i£0 algebraisch ist, so ist
es vollkommen; wegen der Maximaleigenschaft iiber KQ muss ϋfo(i3)ϋi<Γo sein,
und infogedessen ist bE-^o. Somit ist bewiesen .*

SATZ 4. Es set 7ΛK) = Z(ft) ^p*Q und ft vollkommen. Dann enthάlt K
einen maximalen vollkommenen Korper KQ von der Art, dass KQ ein kδrperiso-
morphes Reprasentantensystem eines Teilkorpers fto von ft bildet. Dabei ist fto
in ft algebraisch abgeschlossem

Wenn insbesondere $ absohΦalgebraisch ist, so ist bekanntlich ft vollkom-
men, und jedes Element aus ft ist stets ύber dem Primkorper von ft algebraisch.
Hieraus folgt

ZUSATZ zu SATZ 4. £s s*?*' Z(ϋO=Jf(ft) =j£>#0 und ft absolut-algebraisch.
Dann enthάlt K stets ein kόrperisomorphes Reprasentantensystem von ft.

Nun wollen wir folgenden Satz beweisen :

SATZ 5. Ist 7ΛK) =£(ft) -P±FO und ft vollkommen, so existiert in K dann

und nur dann ein korperisomorphes Reprasentantensystem von ft, wenn fur

jede Restklasse c aus R der Durchschnitt Π9fti(c) nicht leer ist* Dabei be-

zeichnet 9Jί/(c) <tfz7? Menge der pι-ten Potenzen aller Elemente aus tp U^O),

Beweis. Wenn ein Teilkδrper KQ von ϋΓ ein kδrperisomorphes Reprasen-
tantensystem von ft ist, so gibt es zu einer Restklasse c aus ft ihren (einzigen)
Vertreter c aus ϋΓo. Da i£o vollkommen ist, so besitzt c in KQ seine ^-te
Wurzel ĉ "* (i^O), und c^"' ist der Vertreter von ĉ " aus KQ. Also gehδrt c zu

00

9Jl»(c). Hieraus folgt ohne weiteres, dass ΠϊRi(c) nicht leer ist.
<=o »

Umgekehrt sei fur jede Restklasse c aus ft Π9Jlι(c) nicht leer. Dann be-
trachten wir einen maximalen vollkommenen Teilkδrper KQ von K, welcher mit
einem in ft algebraisch-abgeschlossenen Teilkδrper fto kδrperisomorph ist (Satz
4), Ist nun i ein ύber ft0 transzendentes Element aus ft, so existiert nach Vor-

aussetzung ein Element t aus Π3Jί, (t). Wie leicht bestatigt, ist t ύber KQ trans-
t = 0

zendent. Ferner existiert in jedem ip~ι ein Element U aus K mit ff = t. Da
X(K) ^p ist, so gilt fύr jedes /
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wo U -t gesetzt ist. Bildet man nun den Vereinigungskδrper Kx von den Kδr-
pern KQ(U) (ί = 0, 1, . . . ) , so ist Ki ersichtlich ein vollkommener Teilkδrper
von K, weil ϋCo vollkommen ist. Da fur jeden Index i ( ̂ 0) Ko(ti) ein kδrper-
isomorphes Reprasentantensystem von ftoO^"') aus ft ist, so bildet Kι ein kδr-
perisomorphes Reprasentantensystem des Vereinigungskδrpers von den $§(ip )
U' = 0, 1, . . . ) , Dies steht aber mit der Maximaleigenschaft ϋber KQ im Wi-
derspruch. Es muss also $o = $ sein9 w z.b.w.

Jetzt wenden wir uns zum charakteristikungleichen Fall, und wir bedienen
uns alter Bezeichnungen im vorigen Paragraphed Die zyklische Gruppe Zp-ι
alter (p-D-tβn Einheitswurzeln aus K* ein gruppenisomorphes Reprasentan-
tensystem einer Untergruppe von ft*. Ferner ist Zp-ι = Zp-i, wo Zp-i die
Menge alter i?-ten Potenzen der Elemente aus Zp-i bezeichnet. Nach dem
Zorn's Lemma existiert eine maximale Untergruppe Go mit Go = Gp aus K \
welche ein gruppenisomorphes Reprasentantensystem einer Untergruppe ©o von
ft* bildet

Es sei b ein Element aus $*, dessen eine Potenz bm (m>0) zu (So gehδrt
Dann setzen wir m^mop/, wo (mo, p)=l ist, und o~bm°. Weil aber apf ein
Element aus @0 ist, so gibt es in Go seinen Vertreter a/. Wegen Go = Gp = . . .
- Gf existiert ein Element a\ aus Go mit a/ = a{ . Es gilt also fur die ay ent-

haltende Restklasse αi aus ^ :

weil >f(β) =i> ist, so folgt aus der obigen Gleichung

α = αie@0.

Da ϊ>m° = o zu ©o gehδrt und nia zu ^ prim ist? so ist die Ordnung von b nach
(So prim zu p. Wie in §2 kann man leicht beweiseri, dass b bereits zu @o
gehδren muss. Somit ist bewiesen :

SATZ 6. Es sei 7XK) *t 7.(8) -p und St vollkommen. Dann existiert eine
maximale Untergruppe Go von K* mit Go = Go von der Art, dass Go ein gruppen-
isomorphes Reprasentantensystem einer Untergruppe ®0 von ®* bildet, Dabei
besitzi die Faktorgruppe $*/©υ ausser dem Eiήheitselement kein Element von
einer positiven Ordnung,

1st insbesondere 8 absolut-algebraisch, so ist jedes Element aus ft* von
einer positiven Ordnung. Daraus folgt nach Satz 6 :

ZUSATZ zu SATZ 6. Es sei 7(K)±?X(8) -p und ft absolut-algebraisch.
Dann besitzt K* ein gruppenisomorphes Reprasentantensystem von ft*.

Wir beweisen nun folgenden

SATZ 7. Ist 7(K)*7(®) ^p und ft vollkommen, so enthάlt K* dann und
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nur dann ein gruppenisomorphes Reprάsentantensystem von &*, wenn aus den
pι-ten Wurzeln zp ι (z = 0, 1, . . .) einer beliebigen Restklasse c aus Sΐ* sίets
die Vertreter cι derart herausgegriff en werden konnen, dass fur jeden Index
i ( ̂  0) die Relation

gilt.

Beweis. Es sei Go ein gruppenisomorphes Reprasentantensystem von ft*
aus K*. Dann ist ft* = St*p, weil ft vollkommen ist. Dabei bezeichnet Λ** die
Menge der p-ten Potenzen aller Elemente aus ft*. Weil Go mit ft* gruppen-
isomorph ist, so gilt Go = Go. Ist nun c ein Element aus ft*, so gibt es in Go
den Vertreter c0 von c. Wegen Go = Go existiert zu jedem Index i (^0) ein
Element a aus Go mit ίv = cf+1. Oίfenbar ist Ci der Vertreter von c "̂1 aus Go.
Durch vollstandige Induktion beweist man, dass Ci der Vertreter von c*"* aus Go
ist.

Umgekehrt sei die Voraussetzung des Satzes erfullt. Dann betrachten wir
eine maximale Untergruppe Go mit Go = Go von ϋΓ* von der Art, dass Go ein
gruppenisomorphes Reprasentantensystem einer Untergruppe ®o von ft* bildet.
Dabei hat in der Faktorgruppe ft*/®o nur das Einheitselement eine positive
Ordnung (Satz 6).

Es sei i ein Element aus ft*, welches in bezug auf ®o die Ordnung 0 hat.
Dann kann man nach Voraussetzung aus den Restklassen \p % (i = 0? 1, . . .) bzw.
diejenigen Elemente U herausgreifen, fiir die Relationen U = tf+1 (i = 0, 1, . . .)
gelten. Offenbar ist jedes U (i = 0, 1, . . .) in bezug auf Go von der Ordnung
0. BiJdet man nun die Gruppe Hi = {GQtf^ v = 0,1, . . .}, so ist Hi in ft* grup-
penisomorph abgebildet. Ferner ist

Hi = Hj

weil Go = Go und U = tf+1 sind. Offenbar ist die Vereinigungsmenge Gi von den
Hi ( f-0, 1, . . .) eine Untergruppe von K* mit Gi = Gf und in ft* gruppeniso-
morph abgebildet. Dies ist aber ein Widerspruch, weil Gi eine echte Ober-
gruppe von Go ist. Daher muss (§o = ft* sein, w z.b.w.

Wir nehemn nun an, dass K keine primitive p-te Einheitswurzel enth^lt
00

und fiir jede Restklasse c aus ft* stets Π9J?, (c) nicht leer ist. Ist nun c ein

Element aus Π3J?/(c), so existiert zu jedem i ( ̂ 0) ein Element Ci aus tp~ι derart,
i = 0

dass
c = Co = cf

ist. Da offenbar cf = (cf+1)^* ist und if keine primitive i>-te Einheitswurzel
enthalt, so schliesst man ohne Schwierigkeit, dass cx?=scf+1 (ίfeO) ist. Hieraus
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folgt:

ZUSATZ 1 zu SATZ 7. Es set X(K)*X(Si) = p und 8 vollkommen. Enthalt
dann K* keine primitive p-te Einheitswurzel, so existiert in K* ein gruppen-
isomorphes Reprάsentantensystem von S*, wenn fur jede Restklasse c aus β*

00

stets ΠSOΐίίc) nicht leer ist.
< = 0

oo

Enthalt aber fur jede Restklasse c aus $* der Durchschnitt Γ\^ΰli(c) genau

ein Element, so betrachten wir fur eine beliebige, nicht negative Zahl v den

Durchschnitt

Nach Voraussetzung enthalt dieser Durchεchnitt ein einziges Element cv aus K.
Wegen c^^Mc^'1) ist offenbar

Hieraus folgt sofort:

( ίί v

Aus Satz 7 folgt also

ZUSATZ 2 zu SATZ 7. £s seί Z(iΓ)^Z(^) = ί und ® vollkommen. Besitzt

dann fiϊr jede Restklasse c aus $* <fer Durchschnitt (Λ^li(c) genau ein Element,

so existiert (genau) eine Untergruppe aus K*, welche mit ^* gruppenisomorph

ist.

Bemerkung. Im Fall, wo die Bewertung H; von ϋΓ diskret ist, so greifen
wir aus den ./Γ'-ten Wurzeln cp~ι einer beliebigen Restklasse c aus $ bzw. die
(beliebigen) Vertreter en heraus. Da c*"*^5ffli(c "̂(*+1)) ist, so gilt:

ai = af+1 mod π

wo 7r ein Primelement von w bezeichnet. Dann gilt offenbar:

Also konvergiert die Folge a*, at, . . . , of, . . . zu einem Element c0 aus /.
Da offenbar tff*ε=9JΪ|(c) Ec ist, so ist c = ί?o ein Element aus c. Ebenso beweist
man, dass die Folge aι9 at, . . . , «f̂ 1? . . . zu einem Element C\ aus cp x kon-
vergiert. Da aber c{ das Grenzelement der konvergenten Folge aί9 at9 . . . ,
βf+i1, . . . ist, so erhalt man:

C = Co = Cι .

Durch vollstandige Induktion beweist man leicht7 dass es in jedem ĉ ~' ein Ele-
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ment a mit c t = cf+1 gibt. Ferner gilt:

C = Co = Ci = . = Cj = . . j
CO

d.h. der Durchschnitt Π3Kί(c) ist nicht leer.

Nun gibt es fur ein Element cf aus Π̂ ΠWc) ein Element c\ aus cp~* mit

d = c^. Da aber fiir jeden Index i (^0) stets die Kongruenz

Ci Ξ a mod 7r

besteht, so erhalt man fiir eine beliebige natiirliche Zahl m stets

c = Cm* = cj£"* = cf mod π m

d.h, es ist c = cf. Der Durchschnitt Π^i(c) enthait also ein einziges Element.

Daraus schliesst man im charakteristikgleichen Fall nach Satz 5, dass es in K
genau ein korperisomorphes Reprasentantensystem von $ gibt. Im charakte-
ristikungleichen Fall existiert aber nach Satz 7 ein einziges gruppenisomorphes
Reprasentantensystem G von $. Die Gruppe G bildet mit der Null zusammen
ein multiplikativ abgeschlossenes System R, und R ist mit R multiplikativ iso-
morph. Zusammenfassend die beiden obigen Tatsachen, erhalt man einen Teil
der am Anfang erwahnten Tatsache:

Ist K ein diskret bewerteter perfekter Korper und $ vollkommen von einer
Primzahlcharakteristik p, so gibt es in J ein einziges, mit ® multiplikativ iso-
morphes Reprasentantensystem R von $ mit Rp = R. Wenn K die Charakteristik
p hat, so ist R mit $ kδrperisomorph.

§ 4. In diesem Paragraphen wollen wir durch ein Beispiel zeigen, dass es
im charakteristikgleichen Fall einen perfekten Korper K mit dem vollkommenen
Restklassenkorper $ gibt, welcher kein korperisomorphes Reprasentantensystem
von ® besitzt.

Zu diesem Zweck betrachten wir einen vollkommenen Korper ko von einer
Primzahlcharakteristik p, und eine einfache transzendente Erweiterung hit)
von k0 mit einem iiber h transzendenten Element t. Ferner betrachten wir fur
eine zu p prime natiirliche Zahl q (>1) eine additive Gruppe W aller derjenigen
rationalen Zahlen, die, dargestellt als reduzierter Bruch, lauter Potenzen von q
als Nenner besitzen. Dann bezeichnen wir mit I(t, x) den ϊntegrit&tsbereich
aller verallgemeinerten Polynome ao(t) + a\(t)x*ι+ . . +an(t)x*n von x mit
Koeffizienten α, (ί) (ί = 0, 1, . . . , n) aus hit), wo 0 < α i < . . . <an (ouGW) ist.
Jedes Element y # 0 aus dem Quotientenkorper Q von lit, x) ist von der Form:

y

Dabei sind Λ0(ί)+βi(θΛβχ+ . . . +an(t)x*n und W ί ) + W 0 ^ + . . . +bm(x)x*m
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Polynome aus /(*,*) mit aQ(t)bo(t) # 0. Ferner heisst die Zahl a der Exponent
von y, weil a in der obigen Darstellung durch y eindeutig bestimmt ist. Setzt
man nun iϋ(y) = a?] so deίiniert w, wie leicht bestatigt, eine Exβonentenbewer-
tung von Q mit W als der Wertgruppe. Offenbar ist dabei ein von Null ver-
schiedenes Element aus h(t) stets die Bewertung 0. Wir bilden nun die perfekte
Hϋlle K von Q in bezug auf to und bezeichnen mit / den Bewertungsring von
K in bezug auf w. Bezeichnet nun p das zu w gehδrige Primideal aus /, so ist
der Restklassenkδrper ®~J/p von K mit ko(t) kδrperisomorph.

Nun seien px = xq~\ p2 = pi + ΛΓ^~2, . . . , p» = pn-i + tf*"""1*"*, . . . gesetzt. Be-
zeichnet man dann mit ί + <o« die tΛ-pn enthaltende Restklasse aus $ ? so ist das

Polynom F(X) = A"̂ n — tΛ-Qn irreduzibel in KLXl. Angenommen, es wSre F(X)

reduzibel in KίXl. Dann gabe es ein Element TTT; aus hit) derart, dass die

Kongruenz

gilt, weil i+ ρn = t ist. Dies ist aber ein Widerspruch. Hieraus folgt sofort,
dass das Polynom Xpn — (t+ pn) auch in KZX1 irreduzibel ist. Adjungiert man
jetzt die Wurzel θn von Xpn - ( ί+ p«) = 0 zu ϋf, so ist if* = if(^«) vom Grade pn

uber iΓ. Da

θPn = (* + pn-i + X ^ ^ y ^ = βΛ.i + **

ist, so ist ULΛ-I ein Teilkδrper von Kn. Bezeichnet man nun mit ®n den Rest-
klassenkδrper von Kn, so ist die θn enthaltende Restklasse offenbar eine Nullstelle
des Polynomes Xpn - T+"ϊ>n \ d.h. ®n ist vom Grade pn uber $. Also ist Kn iiber
K unverzioeigt, Bildet man nun den Vereinigungskδrper L von den Kn (n = l,
2, . . . ) , so ist £ uber K unverzweigt, also besitzt die perfekte Hϋlle Σ von L
die Wertgruppe W.

Es sei nun 2 der Restklassenkδrper von Σ. Dann besitzt jede Restklasse
c aus ΰ ein Element c aus L als ihren Vertreter. Da c bereits zu einem passend
gewahlten Kδrper Kn gehδrt, so kann man ohne Einschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass c von der Form

ist. Dabei sind die cn(t), hit) Polynome von t mit Koeffizienten aus fo. Da

offenbar

und

:ί> Fur ^ = 0 setzen wir in ϋblicher Weise w(Q)-co.
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sind, so gehort das Element

auch zu c. Da &o = kp ist, so gibt es die Polynome a'i(θi) und bi(ϋι) aus AΊ

derart, dass

a\(βιΫ = β/(ίf) und 6}(ffi)* = bi(β{) (f = 0, 1, . . . )

gelten. Daher ist das Element Σ ^ Γ T I ^ Λ + I d ί e ^ - t e Wurzel von e f aus L; d.h.
<oo vΛ)

der Restklassenkδrper 2 ist vollkommen.

Nun unterscheiden wir zwei UnterfSlle:

i) p<Q und ii) p>q.

Fall i). Bezeichnet man mit i die t enthaltende Restklasse aus S, so ist

die On enthaltende Restklasse aus 2 gleich \p~n. Wir nehmen an, dass der Durch-
oc

schnitt Π9Λι(t) nicht leer ist, und bezeichnen mit z ein Element aus diesem

Durchschnitt. Weil die Restklasse \p~n aus 2 die ί"w-te Wurzel z*""" von z

enthalt9 so kann man

zp'n^dnΛ-ύn mit to(σn) > 0 (n = 0, 1, . . . )

setzen 4) hieraus folgt ohne weiteres:

Da ^(ΛΓ9"") = q'n und ^(<7«) =pw(σn) sind, so folgt aus der Struktur der Wert-
gruppe W:

Es muss also w{σn-ι) =Min(^"Λ, pw(σn)) sein; d.h. w U - i ) ^ ^ M . Anderseits
gilt aber:

Weil σo^x^ + at ot = x*r* + 4>, . . . , und <£2 = xT*~ + <£X sind, so ist
(To = Pn-l + <Jn"^l, WOΓaUS

C . W - l

— ) -*0 ist, so muss w(σo) = 0 sein, was aber ein Widerspruch
Q /

4^ Dabei ist 0o = * gesetzt.
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ist. Also ist ΠTli(i) leer, Nach Satz 5 besitet Z kein korperisomorphes Re-

prasentantensystem von 2.
βo

Fall u)o Wegen p>q konvergiert die unendliche Reihe *Σ%plQ *~1 zu einem

Element y aus K. Das Element t-j-y ist offenbar iiber fo transzendent, und
koit+y) ist auch ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem von $„ Da

CO , 00

ist, so ist (t + y)p~n = θn+ Σ*^""9**"1, wo 2^/>*~W9"*"1 als eine konvergente Reihe
ί=n+l ι«n+l

aus K Element aus K ist, Daher ist

und infolgedessen ist

Weil jede Restklasse aus dem Restklassenkδrper ί?» von ϋGi = ΛΓ(̂ ») ein Polynom
von (t + y)p~n mit Koeffizienten aus koit + y) als einen Vertreter besitzt, so ist
kviit + yΫ ι) ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem von Rn aus K?ι. Hier-
aus folgt sofort, dass

ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem des Restklassenkδrpers von L ist.
Bekanntlich ist dabei LQ auch ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem von
2. Daher besitzt Z ein kδrperisomorphes Reprasentantensystem des Restklassen-
kδrpers 2.

Bemerkung. Der Kδrper K enthalt verschiedene kδrperisomorphe Reprasen-
tantensysteme von ®9 etwa ko(t) und ko(t+y)0

Nach der Struktur der Wertgruppe W besitzt Σ genau ein kδrperisomorphes
ReprSsentantensystem von 2.
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