
H. Ouerdiane
Nagoya Math. J.
Vol. 151 (1998), 107-127

ALGEBRES NUCLEAIRES DE FONCTIONS ENTIERES
ET EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

STOCHASTIQUES

H. OUERDIANE

§1. Introduction

En analyse du bruit blanc (W.N.A) on utilise usuellement le triplet de

Gelfand (5(i?) C L2(R, dt) C S'(R), μ) oύ <S'(R) est Γespace de L. Schwartz

des distributions temperees et μ la mesure Gaussienne donnee par sa fonc-

tion caracteristique:

( t - ~

(1) / eκ'xdμ(x) = e

oύ | |£ | | 2 = (^,θL2(R,dt) e^ o n considere les espaces de fonctions test et de
distributions de Hida

(2) (S)cL2(S'(R),μ)c(Sy

oύ (5) est Γespace de fonctions test de Kubo-Takenaka [17] (1980) et (S)'

est l'espace appele par P. A. Meyer [20] (1991) espace des distributions

de Hida. Recemment beaucousp d'auteurs ont developpe cette theorie en

considerant differents espaces de fonctions test et de distributions [9], [13],

[18], [19], [26], [27]...

Dans ce travail je vais traiter les questions suivantes:

(1) Generaliser la theorie precedente en remplςant 5(R) par un espace X

nucleaire reel complet et definir des espaces de fonctions test Λ/&(Ef)]

k fixe entre 1 et 2, et oύ E est le complexifie de X i.e. {E = X + iX)

et λίk(Ef) etant Γensemble des restrictions a X1 de certaines fonctions

entieres, d'ordre de croissance k et de type de croissance donne sur E1.

λfι

k(E') etant Γensemble des fonctionnelles analytiques sur £?', jouera

le role des distributions.
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108 H. OUERDIANE

qui n'est autre que la composee de la transformation de Laplace L
des fonctionnelles analytiques et d'un operateur M de multiplication
par e~"*z'z voir [15], [16], [22], [24] on obtient des theoremes de car-
acterisations des fpnctions test et de distributions.

(2) Developper pour ces espaces Λfk(E') et λf'^E1) une theorie de noyaux
et symboles. Voir Kree-Raczka [14] et N. Obata [26], [27] (1994) dans
les cas particuliers oύ k = 1 et k = 2.

(3) Application a l'etude de certaines equations aux derivees partielles
stochastiques, voir [3], [10], [11], [19], [28], [29], [31]...

§2. Fonctions test et espaces de distributions

On se donne un espace Gaussien nucleaire:

(XcH~H'cX',μ)

X et X' en dualite. Le complexifie de ce triplet est note E C Z C E1. Pour
tout k fixe (1 < k < oo) et m > 0, wn designe le poids:

(4) neIN —> wm(n) = (n!)2/fcm~n

on introduit Γespace:

(5) GKm{Z) = | / ( 2 ) = Σ(fn, z®"); U € Sn(Z) = ΘnZ:

m>0

ou ||6n | | est la norme usuelle dans Sn(Z) produit tensoriel hilbertien
symetrique complete d'ordre n. On identifiera par la suite tout element
tn £ Sn(Z) aux polynδmes de Hilbert-Schmidt homogenes de degre n; note
nPo\2(Z):z e Z -> ( t n ,z Θ n ) . En particulier G2,i(Z) = Fock(Z) est la
realisation holomorphe du Fock symetrique des physiciens introduit pour
la premiere fois par T. Dweyer [4] (1971). Fock(Z) est muni du produit
scalaire :
(6) (/, #)Fock(Z) = Σ n\{gn, fn)

et on a la propriete auto-reproduisante de Fock(Z):

(7) V5 € Fock(Z); Mz € Z, (g, ez) - g(z)
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oil ez est l'application qui a tout u G Z associe e^u'z\ On voit done d'apres
(7) que la transformation de Laplace L coincide ici avec l'isomorphisme de
Riez:

(8) (Fock(Z))' —> Fock(Z)

oύ L est l'application qui a une fonctionnelle T associe LT(z) = T(z) =

T(e').

2.1. Espaces de fonctions entieres a croissance exponentielle
d'ordre k

Soit E un espace nucleaire complexe complet arbitraire. Pour toute
famille ίiltrante croissante (pj)jej de semi-normes quadratiques deίinissant
la topologie de E: top(£l), on introduit les espaces quotients: Ej = E/pJ1^)
et les surjections canoniques:

Sj\ E — > Ej et Sjk'. Ej —> Ek

definies pour pj > pk i.e. 3c > O:pj > cp^. Ces surjections peuvent etre
prolongees aux completes Ej des Ej. En transposant ces surjections, on
obtient les injections continues:

E'k —* E'j —> £7;fort.

Comme E est nucleaire complet voir L. Schwartz [33], la topologie de E'
fort coincide avec la topologie limite inductive des espaces E' (cette derniere
topologie est appelee topologie ultra-forte de E'). De plus E est reflexif et
top(i?) coincide avec la topologie de la convergence uniforme sur les parties
equicontinues de E1. La definition des fonctions entieres a croissance diίfere
suivant qu'elles sont definies sur E ou sur E'. En effet si on considere les
deux diagrammes suivants:

(9)
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110 H. OUERDIANE

et done par transposition

E'k

(10)

avec = g\Er et gk = g\E>
3 «

On deίinit alors Γespace

— l imExp(i^ , fc, m) oil pour tout m > 0

Exp(£$,fc,m) = {g entieres sur E'- \\g\\k,m = sup < oo}.

Autrement dit Λfk(Ef) est Γespace des fonctions complexes g deίinies sur £",

dont la restriction gj = g\Eι a tous les espaces Ej est une fonction entiere

d'ordre de croissance k et de type de croissance arbitrairement petit.

Contrairement au systeme projectif definissant Γespace de fonctions test

λίk(Ef), on deίiniera Γespace ΛΛι(E) pour tout / > 1 comme etant Γespace

des fonctions entieres sur E qui sont la composee pour un j convenable avec

un element de Exp(£ l

J , /, < oo) oύ Έxp(Ej, /, < oo) = lim Έxp(Ej, Z, m). Et

m>0

done on a:

Mι(E) = li ,ϊ, < oo).

De meme on notera: λfk{Eι) — Exp(£", &> > 0).

2.2. Caracterisation par la transformation de Taylor des es-
paces λfk(E') et Mι(E)

Afin de caracteriser les espaces Afk(E') et Λ4ι(E), on va considerer

Γapplication serie de Taylor a Γorigine qui a une fonction entiere associe

son developpement de Taylor considere comme serie formelle sur E ou sur

E' i.e.

9 e λΓk{E')

f e Mι(E)

9- = (9n)neN

/• = (fn)neN
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On introduit les espaces de series formelles suivants:

(11) Gk{E') = Km G*> m(£j)

m>0J

oύ Gk^rn(E/

i) est defini par (5). Autrement dit

Gk(E') = {g. = (gn): Vn € IN,Vj € J,gnJ = 9nE, € Sn(Ej) = nPol2(£j)
3

et de plus

(12) Vm > OVj e J: \\g.\\lm,k = X>!)2/fc™-"U<7«jlln < oo
n>0

On montre facilement [22], [23] que Γespace Gk{E') est nucleaire complet
quand il est muni de la famille de semi-normes quadratiques (12). Le dual de
Γespace G^{Eι) est clairement Γespace F^{E) des series formelles /. = (/n)
sur E telle que:

3m > 0; 3j e J:Vn e IN 3fnJ G n Pol 2 (^ j ) tel que fn = fnJ o Sj

pour tout n et de plus:

(13) ||/.βTO,* = Σ(n\f-2lkmn\\fnX < oo

De plus les semi-normes (13) definissent la topologie ultra-forte de

La dtialite (g^f-) entre Γespace Gk(Eι) et Fk(E) est donnee par:

(14) (9.,f.) = ((9n)Λίn)) =
n>0

et Γisomorphisme topologique defini par:

(15) (GkiE'))' ultra-fort —> Fk(E)

est appele transformation de Laplace L car pour tout z G E les fonctions

ez:u G E' —»• e^z^ appartiennent (pour k > 1) hGk(E') et on a pour tout

(16)
ft, '

n>0
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112 H. OUERDIANE

Notations. Si k > 1 son conjugue k' est donne par la relation \ + ψ = 1

Si k — 1 on pose k! — -foo et on posera Exp(J5, +oo, < oo) = ΛΛ^E) =

Holo(-E') — ensemble des functions holomorphes au voisinage de zero, voir

[13], [21], [32] d'oύ les resultats suivants (voir [24], [25]).

THEOREME 1. Soit E un espace nucleaire complet et k > 1. Alors

1) Gk(E') est nucleaire complet et de plus Γapplication serie de Taylor

induit deux isomorphismes topologiques:

(17) Λfk(E') —» Gk(E')

(18) Mk (E) —• Fk(E)

2) II en resulte immediatement en utilisant (15) que la transformation de

Laplace L etablit un isomorphisme topologique:

(19) (Aik(E'))'fort-^Mkl(E)

3) Par transposition de I'isomoprhisme (19) precedent car Mk{E') est

nucleaire complet done reflexif on a:

(20) {Mk'{E))' ultra fort - ^ λfk{Ef)

2.3. Caracterisation des espaces de fonctions Λfk(X') et de
distribution λί'k{X') par la transformation chaotique ou
S-tranform

Soit un espace Gaussien nucleaire de type (X C H C X',μ) oύ X

est un espace nucleaire reel complet et μ la mesure Gaussienne sur X1 fort

donnee, via le theoreme Bochner-Minlos [8], [9], [19], [27] par sa fonction

caracteristique:

(21) / e^
JX'

Comme espace de fonctions test on considere pour tout k fixe 1 < k < 2

Γespace Λfk(X') = {g\x']9 € ΛΓk{E')} = Γensemble des restrictions des

fonctions de J\fk{E') a X'. En appliquant le theoreme 1 d'une part, et

en utilisant d'autre part le theoreme d'integrabίlite de X. Fernique [5],

on montre qu'on a une injection continue de λίk(Ef) dans Z/2(X',μ), et le
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fait que 1 < k < 2 alors kf > 2 et done exp — \z.z appartient a Γalgebre

Exp(E,kf < oo) = jMfc/(u?). On obtient le theoreme suivant, (voir [24],

[25]).

THEOREME 2. Soit (X C H C X'^g) un espace gaussien nucleaire.

Alors pour tout 1 < k < 2, la transformation chaotique ou S-transform

etablit un isomorphisme de la chaine:

Λ/ΊPO C λίk{X') C ΛΓ2(Xf) C Λ/^tf) C L2{X',μ)
(22)

C Λ/^tf) C λf^X1) C Λ^(X') C M[{X')

sur la chaine d'espaces de functions entieres:

λίι(Ef) C λίk(Ef) C M2{E') C ΛΓ2(Z) C Fock(Z)
(23)

C M2(Z) C M2{E) C Λ4fc/(J5) C M

2.4. Remarques

1) L'origine des espaces Afk(E') et ΛI^E1) remonte a 1979 (voir [21]) oύ

E est un espace de Banach complexe et k > 1.

2) Puis ces espaces sont ete generalises au cas oύ E est le complexifie

d'un espace nucleaire complet X (E = X + iX) dans [22] (1991) voir

aussi [23].

3) En ce qui concerne le lien entre les espaces Λ4 (Ef) et ceux de

Kondrat'ev-Streit note (ε)β, 0 < β < 1, voir Kuo [19] (1996) §4.4

on a:

a) k — j^β et done si k = 2 =^ β = 0. Ceci correspond a Γespace

de fonctions test de Kubo-Takenaka [17], et si & = 1 =Φ> /? = 1 et

dans ce cas

(24) Λίi(E') - Exp(E', 1, > 0) - lim pojExp(E', l ,m)
m>0

b) Les espaces Λfk(E') et Aiι(E) sont des espaces definis a l'aide de

Γholomorphie en dimension infinie pour k > 1 et pas seulement

pour 1 < k < 2 e'est a dire pour tout β < 1 (pas necessairement

pour β > 0 comme dans [19]). Mais si on veut faire de l'analyse

gaussienne i.e. avoir des triplets de Gelfand λίk(Xf) C (L)2 ~

(L2)' C λίk(Xf) il faut se restreindre au cas 1 < k < 2 et done

0 < /? < 1 (pour que λfk(X') s'injecte d'une faςon continue et

dense dans L 2(X', μ)).
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c) En realite l'espace (£)β introduit dans [13], [32] et [19] corre-

spond a Γespace des series formelles Gk(E') introduit dans (2.2)

et le theoreme d'isomorphisme topologique via la transformation

serie de Taylor (Theoreme 1) permet d'identifier l'espace Gk(E') a

l'espace λίk{Ef) de fonctions entieres sur E' d'ordre de croissance

k et de type de croissance arbitrairement petit. Ce qui evite les

problemes d'avoir des versions continues, analytiques. .des espaces

de fonctions test.

d) La definition des espaces (8)β 0 < b < 1 dans [19] (construction

Kondrat'ev-Streit) est tres particuliere car c'est le cas particulier

oύ X = <S(i?), et oil la famille des semi-normes sur X est donnee

par

(25)

D'autre part si on veut que les espaces (S)β ne dependent pas

de la topologie definie par les semi-normes sur X ou <S(R) il faut

modifier la norme definie p. 29 [19] comme suit: φ = Σlnifn)

appartient a {S)β si et seulement si pour tout p et tout k entier

1/2

ce qui correspond aux semi-normes (12) en prenant par exemple

(777, = l 3 ί ?... 5 i ) i.e. m~n = kn car m est arbitrairement petit.

Ce qui a ete d'ailleurs fait dans [13] [32].

§3. Noyaux et symboles d'operateurs

En vue d'etudier tous les operateurs sur Fock(Z) (pas seulement les

operateurs de convolution) et en utilisant (23) i.e/ VI < k < 2 on a:

(26) λίk(E') C Fock(Z) - Fock(Zy C Mk>(E)

on est ici dans une situation pour appliquer l'extension de A. Grothendick

[7] au theoreme des noyaux de L. Schwartz puisque l'espace λίk(Ef) est

nucleaire complet. Autrement dit soit u un operateur lineaire continu de
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Λfk(E') dans M^E1) i.e. u G L(Λ4(£0>-^(£')) On definit son noyau uk

par:

(27) V/, g β λίk(E') («(/), g) = (uk,f® g)

et comme

(28) L{λfk(E'),λf'k{E)) ~ M'k(E')®λί'k(E') ~ Λ / ^ ' x £')

On peut de la meme maniere que les espaces J\ίk(Ef) et Λ1/(i?) definir des

espaces λίk(E' x £?') et Mι(E x E1) mais ici la (T.C) est definie pour deux

variables i.e. T.C = LoM ou

(29) L{S){z,z') = {S,ez®ez>)

Pour tout 5 G M'k(E' (g) E1') et M Γoperateur de multiplication des series

formelles par:
e 2Z (g) e 2

autrement dit on appelle symbole de l'operateur u G L(Λίjς(Er)JΛίlc(E/))

note u(z, zf):

(30) u(z, zf) := (TC)(uk)(z, zf) - (u\ e2'^2 (g) e^"^'2)

DΌύ le Schema:

E^MEVλfίiE')^1)^1 x £')
(31) fc ^

d'oύ le theoreme:

THEOREME 3. ([25], voir aussi N. Obata [26] pour k = 2) 1) Sozϊ

TO espace nucleaire complet et k > 1, alors Vapplication:

(32) L(Afk(E'),^(E')) —> ^ ( J E x J5)

(33) w — • w ^ z ' )

induit un isomorphisme topologique. Autrement dit tout operateur u G

L^kiE^^λί^E')) son symbole u(z,z') est une fonction entiere sur E2 telle

que:

(34) 3j G J 3m > 0 3c> 0: \u(z,z)\ < cexpm(( |z | f + |* ; | f )

, z' G E.
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2) Reciproquement pour tout fonction f(z,zf) G ΛΛy(E x E). II existe

un unique operateur u G L(Λίk(Ef),Λί^E')) tel que

(35) u(z, Z') = f(z, Z') = Σ Σ fn,mZ®m^n

m n

et done \fu G L(Λfk(Ef),Λfl.(Ef)) il existe une famille unique umjTl G ( ® m E
1

Que Pour t o u t 9 ̂  Nk(E') on a:

(36) U(9) =
772,Π

§4. Equations aux derivees partielles stochastiques

EXAMPLE 1. Soit un espace Gaussien de type (X C H C -X";,μ) et

E C Z C E' le triplet complexiίie correspondant et TV Γoperateur nombre

de particules voir [3], [19], [28], [29]. Dans le formalisme de N. Obata [26],

[27], les operateurs: TV = nombre de particules et Δ G = Laplacien de

L. Gross [6] sont donnes par:

N=ίdξdtdt et ΔG = /d\ at

oύ 6t etant la derivation de Hida i.e. Dst = δt-

Considerons le probleme de Cauchy suivant:

Trouver une distribution f(x^t) telle que:

(37) /*/(.,<>-"/

[ /(x,0) = g{x) une distribution donnee

En appliquant la (T.C) par rapport a x et en notant f(z,t) — (T.C)f(z,t)

et g(z) = (T.C)g(z) on a:

\ f(z,0)=g(z)

En se plaςant dans Γespace de fonctions test λΓ^{X') on a alors:

n>0 n>0

(38) {

7l>0 Π>0
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autrement dit Vn £ IN on a:

fn(z,t) = entgn(z)

et done

(39) f(z,t)

n>0

En utilisant (22) et (23) du theoreme 2 donnant Γisomorphisme via la (T.C)

entre ΛΓk(X') et λίk(Ef) on a la proposition suivante:

PROPOSITION. Pour tout k fixe, 1 < k < 2, Vequation

{ dtf(x,t) — Nf; N operateur nombre de particules

f(x,Q)=g(x) oύ g(x) β λίk(X')

admet une solution unique f(x,t) telle que Vt fixe /(*,£) est dans Vespace

Λίk(Xf) et sa transformee chaotique est donnee par.

n>0

Preuve. En effet pour tout t fixe, Vra > 0 V la semi-norme pj\

n>0

n>0

n>0

et done Vt fixe; Vra > 0 Mm! > 0 Mpj on a:

(m'e2t

7l>0

d'oύ

) n

" I T
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et done Vm > 0 Vpj (pour t fixe) a condition de choisir 0 < m! < me~2t, 3
une constante c > 0 tel que:

Wfhm < c\\g\\jifn. < oo

Car on a:
Vm' > 0 Vj (g β Λίk(E')) = » \\g\\m,j < oo

ce qui prouve que Vt fixe /(•, t) G Λfk(Ef) et par consequent /(•, t) G Mk{X')-

EXAMPLE 2. (Voir [2], [10], [11], [31]) Soit le probleme de Cauchy
suivant: Trouver un processus generalise Y(£, x) tel que:

ί §Ύ(t, x) - aAY(t, x) + Y(t, x) 0 W(t)', t > 0

[ avec Y(0, x) = f(x) x G

oύ 0 est le produit de Wick [19], [20], [32] et W[t) le Bruit blanc Gaussien.

En appliquant la (T.C) a cette equation et posant:

( T C ) ( Y ) ( ξ ) = Ϋ(ξ) ξeE = X + iX

et ou (X C H C X', μ) est un espace Gaussien reel on obtient: En ap-
pliquant la (TC) a Γequation (40) et en notant par Λ Γimage par TC on
obtient:

Ϋ Ϋ Ϋ
\Y(Q,x,ξ) = f(x)

En appliquant a (41) la (T.F) par rapport a x notee Fx et en posant
Fx(Ϋ)(p) = Ϋ(p) on obtient:

(42)

d'oύ

(43) Ϋ(t, p, 0 = f(p) exp [-ap2t + J^ ξ(s) ds\

Par Fourier inverse on obtient:

(44)

DΌύ
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PROPOSITION. Le probleme de Cauchy (40) admet une solution unique

sous forme de processus generalise Y(t,x) dans Vespace de fonctions test

ΛΓi(X') = Exp(X',1 < oo) et dont la TC est donnee par:

Ϋ(t, x, 0 = -=L= exp( f ξ(s) ds) f / /(y)e-^# dy]

etΫ e 77i(E') = Exp(£', 1< oo).

Preuve. II est facile de voir que Y(x) G ~λf\(E') et done le theoreme 2

d'isomorphisme nous assure que Y(£,x) G ~λf\(X').

EXAMPLE 3. (Cas oύ la solution n'appartient pas a Γespace de Hida
λf^X')). Considerons la meme equation que dans Γexemple 2 mais en
remplaςant W(t) par Γexponentielle de Wick ewW Alors l'equation (40)
devient:

f dtY(t, x) = aAY(t, x) + Y(t, x) 0 ew^
(45) <

le meme calcul que precedemment montre que l'equation (45) admet comme

solution processus Y(t,x) transformation chaotique:

(46)

DΌύ

PROPOSITION. L'equation (45) oύ f(x) est deterministe, admet une

solution sous forme de processus generalise Y(t,x) appartenant a Γespace

de distributions J\f[(X') et dont la (T.C) est donnee par (46) ie Y(x) G

Λ4oo(E) et done Y(t,x) $. (5)* — λf^X') espace de distributions de Hida.

EXAMPLE 4. Considerons maintenant le cas generale du probleme de

Cauchy suivant:

f dtY(t, x) - aAY(t, x) + Y(t, x) 0 G(t)

.\Y(0,x) = f(x) x€R,teR+

et G(t,w) et f(x,w) etant deux distributions dans Λf[(X') oύ (X C H C

X\ μ) etant un espace Gaussien nucleaire. En gardant les memes notations
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que dans l'exemple 3, en appliquant la (T.C) a (47) alors on a: Vx
X + iX = E:

(48)

En appliquant la TF par rapport a x a (48) on obtient

(49) <

avec £ G voisinage de zero de E

d'oύ

(50) Ϋ(t,p,ξ) = f(P,ξ)exp[-a2p2t + jo G(a,ξ)ds]

et done

et il est claire d'apres cette derniere formule que Y(t,x,ξ) G
Holo(£") si / et G sont deux distributions de λf[(X') car HOIQ(^) est une
algebre et done (47) admet une solution unique Y(t, x) dans le meme espace
λfί(X').

EXAMPLE 5. (Variante Stratanovich du probleme de Cauchy suivant:

[2], [31])

σ2(t))Au(t, x) = σ(t)w(t) 0 Vxu{t, x)

7/(0, x) = δo(x) la donnee initiale

avec (t,x) G R+ x R, υ > 0 et v G Lloc(R+,dt) σ G ̂ ( R + j d ί ) et w(t)
etant le processus Brownien (i.e. w(t) = B(t)) et φ le produit de wick des
distributions ie:

Vφ et φ e Λfί(X') : (T.C)(φ Oψ)

https://doi.org/10.1017/S0027763000025204 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000025204


ALGEBRES NUCLEAIRES ET DERIVEES STOCHASTIQUES 121

En appliquant la (T.C) a (51) et ensuite la (T.F) usuelle par rapport a la

variable x on obtient en gardant les memes notations que pour les exemples

precedents on obtient:

(52) ύ(t, p, 0 - - = exp [- -a(t)p2 + ipb(tj\

avec rt rt

a(t)= / (v(s) + σ2(s))ds et b(t) = / σ(s)ξ(s)ds.
Jo Jo

Par Fourier inverse on obtient:

(53) nit, x, £) = exp [ x — I cr(s)E(s) <

Comment donner explicitement ^ (£, x) ? Comme ύ (t, x, ^) = 7

 λ

y2Πα(ί)

exp — 2α^v (x — l|[o,t]^"j02 o u /-51 e s ^ ^e P r O (luit scalaire usuel dans L2(i?, cfc)
considerons le vecteur unitaire

fVΛ\ ΛΓ l\[^Aσ 111 I " / /"* 9, x , \ X / 2

(54) K = —•—^ avec α = | |l |[0 )t] c

On a alors

avec g une fonction d'une variable z avec

(56) g(z) = (2Πα(t))~1/2 exp ί ^ ( x - αz) 2

et done

TA(t,x) = (θ~lg)(wV) - 5(τι;y)

oύ θ~ι etant l'inverse en dimension 1 de la (T.C) [14] et on a explicitement

l'inverse de θ:

(57) (O'lg)(w) = g(w) = I g{w + iu) dμ{u)

μ etant la mesure Gaussienne en dimension 1, done

+o° (
exp rτ

^ 2α(t)

/ x 1 ί+ ( / /
q(w) = —, / exp r τ ( ^ ~~ a\w

V ^ Λ/4Π2α(t) 7-O ^ 2α(t)v V
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Apres calcul on obtient:

g(w) =

(58)

H. OUERDIANE

^Π^ή 27(t)

7 ( t ) = / v(s) ds > 0

et done

(59) ^(ί,x) =

o

l l / r* • χ 2

exp [x — I σ(s) ds[
2 7 ( t ) V

On retrouve ainsi la formule de J. Potthoff (Formule 3.10 [31]) relatif au
cas Stratanovich.

EXAMPLE 6. (Variante Ito de l'equation (51)) Considerons maintenant
le probleme de Cauchy suivant:

(60)

—u(t,x) - -v(t)Au(t,x) = σ{t)w{t,x)

avec la donnee initiale

et v et σ verifiant les memes hypotheses que dans Γexemple 5. On pose
maintenant a'{t) = Jo v(s) ds et bf(t) — Jo σ(s)ξ(s) ds on a alors:

(61)

et de la meme maniere que le cas precedent, puisque n(t, x, •) est cylindrique
en posant pour z G C

(62) g(z) = (2Πα'(ί))-1/2e x p[__J_ ( a ; _

on aura u(tjX^w) = ^(tϋV) (si g existe!) avec V — l|(o,t)^ E n utilisant

la formule explicite (57) donnant g en fonction de g, le coefficient de — ^~

dans l'integrale est egal a

rt rt

/ v(s) ds — / σ2(s)ds
Jo Jo

/ v(s) ds
Jo

Alors il se presentent les cas suivants:
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(63) Cas 1 si Ί'(t) = J*(v(s) - σ2(s)) ds > 0

alors la solution explicite de Γequation admet une solution explicite

donnee par:

(64)

Cas 2 si η1 = 0 i.e. JQ v(s) ds — Jo σ2(s) ds

c'est la transformed d'une distribution de Dirac et done

(65) u(t,x,w) = δx( I σ(s)dw(s)j

(66) Cas 3 si 7' = JQ(V(S) - σ2(s)) ds < 0

alors la technique precedente ne marche plus car Γintegrale donnee par

0""1, (voir (57)) est divergente, le coefficients de ^- etant dans ce cas positif.

Mais si on reprend la fonction d'une variable z G C:

(67) g(z) = (2Πα'(ί))- 1 / 2 exp[-^(α ; - azf]

II est clair que g(z) est une fonction entiere d'ordre de croissance k = 2 et de

type quelconque i.e. g G Exp(C, 2, < 00) c'est done Γespace Λ42(C). Done

d'apres le theoreme 2 d'isomorphisme via la (T.C) g est une distribution

appartenant a (Λ/̂ CR))7 =' (Exp(M, 2, > 0)); et done pour tout fonction test

/ G Exp(M,2,> 0) = λί2(R); f(z) e λί2(C) = Exp(C,2,> 0) (toujours

d'apres le theoreme 2 caracterisant aussi via la (T.C) Γespace des fonctions

test). Vu la dualite definie dans le cas general entre λίk(Ef) et

d'une part et λίk(X') et (Λίk(Xf))' d'autre part on a:

(68) yfeλ

I) Considerons d'abord le cas particulier (pour simpliίier les calculs) oύ

x — 0. En notant par L la transformee de Laplace on a:

(69) (Lg)(z) = g(z)e^2 = (2Πα'(ί))-1/2 exp \ ^

avec

a'(t)
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Posons

ε > 0 alors on a:

22 a'(t)

(Lg)(z) =
/2Πα'(ί)

/2Πα'(<)

exp — εz

n!

k>0

c'est a dire que:

(Lg)2n+ι = 0

(-l)nεn

et done si /(z) =

(70)

{Lg)2n =

o n a :

l 7

n>0
n!

Ϊ2n

e t Σ / n converge car / G Exp(C, 2, > 0) et on a: Vra > 0 en posant

C2 = Σn]'m~n\fn\2 < °°? c e c i entraϊne par Γinegalite de Schwartz:

Or si on calcule Γintegrale suivante (pour 70 > 0)

+00 r+00
2 ^ /

n > 0

r+00

ΐ)n/n / yn

J-00

On sait que:

Λ+OO

In = / 2/"
J—OO

si n impair

si n pair
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et par consequent:

(71) / e - ™ f(iy) dy = £ ( l Γ / 2 ^ L

En comparant (70) et (71) et si on pose ε — —-.

On a la for mule:

(72) V / G Λ Λ / ^ ' ΛV 1

avec δz =
/0

II) Si α: φ 0 posons go la distribution correspondant au cas oύ x — 0 (̂ o

est definie par la formule (72)) et gx la distribution correspondante quand

x φ 0 comme

(Lgx)(z) = (2Ua'

et si on considere Γoperateur de translation:

τa: f —• τaf avec (rα/)(x) = /(x + α).

On a:

done
2 ax

et comme

d'une part, et d'autre part:

(r-agoj) = <So,τ+β/)

on a:

et done
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