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ALGEBRES NUCLEAIRES DE FONCTIONS ENTIERES
ET EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
STOCHASTIQUES

H. OUERDIANE

§1. Introduction

En analyse du bruit blanc (W.N.A) on utilise usuellement le triplet de
Gelfand (S(R) C L%(R,dt) C S'(R), 1) ou S'(R) est I'espace de L. Schwartz
des distributions tempérées et p la mesure Gaussienne donnée par sa fonc-
tion caractéristique:

(1) / % du(z) = eI
S'(R)

ou ||€]|?2 = (&,¢) L2(R,dt) €t on considere les espaces de fonctions test et de
distributions de Hida

(2) (S) C L*(S'(R), u) C ()’

ot (9) est I’espace de fonctions test de Kubo-Takenaka [17] (1980) et (S)’
est l'espace appelé par P. A. Meyer [20] (1991) espace des distributions
de Hida. Recemment beaucousp d’auteurs ont développé cette théorie en
considérant différents espaces de fonctions test et de distributions [9], [13],
[18], [19], [26], [27]...

Dans ce travail je vais traiter les questions suivantes:

(1) Généraliser la théorie précédente en remplgant S(R) par un espace X
nucléaire réel complet et définir des espaces de fonctions test Ny (E');
k fixé entre 1 et 2, et ou E est le complexifié de X ie. (E =X +1X)
et Ni(E') étant I’ensemble des restrictions & X' de certaines fonctions
entiéres, d’ordre de croissance k et de type de croissance donné sur E’'.
N/ (E') étant Pensemble des fonctionnelles analytiques sur E’, jouera
le role des distributions.
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qui n’est autre que la composée de la transformation de Laplace L
des fonctionnelles analytiques et d’un opérateur M de multiplication
par e 2% voir [15], [16], [22], [24] on obtient des théorémes de car-
actérisations des fonctions test et de distributions.

(2) Développer pour ces espaces Ni(E') et N (E’) une théorie de noyaux
et symboles. Voir Krée-Raczka [14] et N. Obata [26], [27] (1994) dans
les cas particuliers ou k =1 et k = 2.

(3) Application a 1’étude de certaines équations aux dérivées partielles
stochastiques, voir (3], [10], [11], [19], [28], [29], [31]...

§2. Fonctions test et espaces de distributions

On se donne un espace Gaussien nucléaire:
(X CH.H' Cc X', pn)

X et X’ en dualité. Le complexifié de ce triplet est noté E C Z C E’. Pour
tout k fixé (1 < k < o0) et m > 0, w, désigne le poids:

(4) n € IN — wy(n) = (n)¥*m™

on introduit P’espace:
®  Gun®)={16) = Lz € 50(2) = 0,2
1B = 3 w2 < oo}

m>0

ou ||b,|| est la norme usuelle dans S,(Z) produit tensoriel hilbertien
symétrique complété d’ordre n. On identifiera par la suite tout élément
tn € Sp(Z) aux polynémes de Hilbert-Schmidt homogenes de degré n; noté
"Pol>(Z):z € Z — (tn,2%"). En particulier G31(Z) = Fock(Z) est la
réalisation holomorphe du Fock symétrique des physiciens introduit pour
la premiere fois par T. Dweyer [4] (1971). Fock(Z) est muni du produit
scalaire :

(6) (f7 g)Fock(Z) = z n!(gna fn)

et on a la propriété auto-reproduisante de Fock(Z):

(7 Vg € Fock(Z);Vz € Z, (g,€°) = g(2)
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ot e* est 'application qui & tout u € Z associe e(*2), On voit donc d’apres
(7) que la transformation de Laplace L coincide ici avec isomorphisme de
Riez:

(8) (Fock(Z))" — Fock(Z)

ot L est 'application qui & une fonctionnelle T associe LT(z) = T(z) =
T(e?).

2.1. Espaces de fonctions entiéres a croissance exponentielle
d’ordre k&

Soit E un espace nucléaire complexe complet arbitraire. Pour toute
famille filtrante croissante (p;)jcs de semi-normes quadratiques définissant
la topologie de E: top(E), on introduit les espaces quotients: E; = E/ p}l(O)
et les surjections canoniques:

Sj:E—éEj et SijEj—>Ek

définies pour p; > p}c i.e. dc > 0:p; > cpg. Ces surjections peuvent étre
prolongées aux complétés E; des E;. En transposant ces surjections, on
obtient les injections continues:

E, — E; — E'fort.

Comme F est nucléaire complet voir L. Schwartz [33], la topologie de E’
fort coincide avec la topologie limite inductive des espaces E; (cette derniere
topologie est appelée topologie ultra-forte de E’). De plus E est reflexif et
top(E) coincide avec la topologie de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de E’. La définition des fonctions entiéres & croissance differe
suivant qu’elles sont définies sur E ou sur E’. En effet si on considére les
deux diagrammes suivants:

B—Y B g,
(9) f fi f_—:fjosj
C
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et donc par transposition:

Ej, E} E'
(10) » 9 g
C

avec gj = g|p/ et gk = g|p;
On définit alors P’espace

Ni(E') = Li_rilExp(E;, k,m) ou pour tout m > 0
m,j
Exp(E}, k,m) = {g entitres sur E: ||g|lx,m = suE;:) |g(:c)|e_(m|1”|;‘)lc < oo}
z€ ;
Autrement dit N (E’) est Pespace des fonctions complexes g définies sur F’,
dont la restriction g; = g| B! A tous les espaces E; est une fonction entiere
d’ordre de croissance k et de type de croissance arbitrairement petit.
Contrairement au systéme projectif définissant I’espace de fonctions test
Nk (E'), on définiera I'espace M;(F) pour tout I > 1 comme étant ’espace
des fonctions entiéres sur E qui sont la composée pour un j convenable avec
un élément de Exp(Ej, [, < 00) ot Exp(Ej,l, < o0) = h_rg Exp(Ej, I,m). Et

m>0
donc on a:

My(E) = limExp(E;,1,m) := Exp(E,, < 00).
m?j
De méme on notera: Ni(E') = Exp(E', k, > 0).
2.2. Caractérisation par la transformation de Taylor des es-
paces Ni(E') et M;(E) ’
Afin de caractériser les espaces Ni(E’') et M;(F), on va considérer
lapplication série de Taylor a ’origine qui & une fonction entiere associe

son développement de Taylor considéré comme série formelle sur E ou sur
E ie.

g€ Nk(E/) —g.= (gn)neN
f e M(E) — f.= (fa)nen
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On introduit les espaces de séries formelles suivants:

(11) Gi(E') = lim Gym(E})
m>0,7

olt G m(FE!) est défini par (5). Autrement dit

Gi(E') = {g. = (gn):¥n € IN,Yj € J, gnj = gn,, € Sn(E;j) = "Poly(E})
7
et de plus

(12) Ym > 0¥j € J:||g.li2 i = D () *m " Ign ;|12 < oo
n>0

On montre facilement [22], [23] que I'espace G(E') est nucléaire complet
quand il est muni de la famille de semi-normes quadratiques (12). Le dual de
Pespace Gi(E') est clairement espace F(F) des séries formelles f. = (fy,)
sur E telle que:

Im > 0;3 € J:Vn € IN  3fn; € "Poly(E;) tel que fr, = fnj 0 s;
pour tout n et de plus:
(13) 1N = D (022 Em™ | f 517 < o0

De plus les semi-normes (13) définissent la topologie ultra-forte de G (E').
La dualité (g., f.) entre espace Gi(E') et Fy(E) est donnée par:

(14) (g ) = ((gn), (fn)) = Y _ nl(gn, fn)

n>0
et l’isomorphisme topologique défini par:
(15) (Gr(E"))" ultra-fort — Fy(E)

est appelé transformation de Laplace L car pour tout z € E les fonctions
e*:u € E' — el*") appartiennent (pour k > 1) & Gx(E') et on a pour tout
fo=(fn)n € (Gr(E")) on a:

(16) (o) = St fu o) = T 4l

n>0
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Notations. Sik > 1son conjugué k' est donné par la relation %+% =1

Sik =1 on pose k' = 400 et on posera Exp(E, +00, < 00) = My (FE) =
Holy(E) = ensemble des fonctions holomorphes au voisinage de zéro, voir
[13], [21], [32] d’ou les résultats suivants (voir [24], [25]).

THEOREME 1. Soit E un espace nucléaire complet et k > 1. Alors

1) Gr(E') est nucléaire complet et de plus lapplication série de Taylor
induit deux isomorphismes topologiques:

(17) ./\[k(EI) — Gk(E')
(18) My (E) — Fi(E)

2) Il en résulte immédiatement en utilisant (15) que la transformation de
Laplace L établit un isomorphisme topologique:

(19) (Ni(E") fort = My (E)

3) Par transposition de l’isomoprhisme (19) précédent car Ni(E') est
nucléaire complet donc reflexif on a:

(20) - (M (E)) ultra fort = Ny(E')

2.3. Caractérisation des espaces de fonctions Ni(X') et de
distribution N/ (X') par la transformation chaotique ou
S-tranform

Soit un espace Gaussien nucléaire de type (X ¢ H C X',u) on X

est un espace nucléaire réel complet et u la mesure Gaussienne sur X’ fort
donnée, via le théoréme Bochner-Minlos (8], [9], [19], [27] par sa fonction
caractéristique:

(21) / % dp(z) = e~ 7 lEI7

ot [IE))? = (§,)-

Comme espace de fonctions test on considére pour tout & fixé 1 < k < 2
Vespace Nix(X') = {g|x;9 € Ni(E')} = Densemble des restrictions des
fonctions de Ni(E') & X’. En appliquant le théoreme 1 d’une part, et
en utilisant d’autre part le théoréme d’intégrabilité de X. Fernique [5],
on montre qu’on a une injection continue de N(E') dans L%(X', u), et le
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fait que 1 < k < 2 alors k' > 2 et donc exp——%—z.z appartient a 'algebre
Exp(E,k' < 00) = My/(E). On obtient le théoréme suivant, (voir [24],
[25]).

THEOREME 2. Soit (X C H C X' g) un espace gaussien nucléaire.
Alors pour tout 1 < k < 2, la transformation chaotique ou S-transform
établit un isomorphisme de la chaine:

(22) NMi(X') C Ni(X') C N2(X') C No(H) € L*(X, )
C N;(H) C N3(X") C Ni(X') c N{(X)
sur la chaine d’espaces de fonctions entiéres:
3 N(E") C Ni(E") C No(E") C Ny(Z) C Fock(Z)
C My(Z) C My(E) C Mp(E) C Mx(E)

2.4. Remarques

1) L’origine des espaces Ni(E’') et M;(E) remonte a 1979 (voir [21]) ou
E est un espace de Banach complexe et £ > 1.

2) Puis ces espaces sont été géneralisés au cas ou F est le compléxifié
d’un espace nucléaire complet X (E = X +4X) dans [22] (1991) voir
aussi [23].

3) En ce qui concerne le lien entre les espaces Ny (E') et ceux de
Kondrat’ev-Streit noté (£)g, 0 < 8 < 1, voir Kuo [19] (1996) §4.4
on a:

a) k= ﬁ et donc si k = 2 = 3 = 0. Ceci correspond a 'espace
de fonctions test de Kubo-Takenaka [17],etsik=1= f=1et

dans ce cas

(24) N (E') = Exp(E',1,> 0) = li%pojExp(E', 1,m)

b) Les espaces Ni(E') et M;(E) sont des espaces définis & l'aide de
Pholomorphie en dimension infinie pour k > 1 et pas seulement
pour 1 < k < 2 c’est a dire pour tout 8 < 1 (pas nécessairement
pour 8 > 0 comme dans [19]). Mais si on veut faire de 'analyse
gaussienne i.e. avoir des triplets de Gelfand N (X') C (L)? =~
(L?)" C Ni(X’) il faut se restreindre au cas 1 < k < 2 et donc
0 < 8 <1 (pour que Ni(X’) s’injecte d’une fagon continue et
dense dans L*(X', p)).
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c) En réalité l’espace (£)g introduit dans [13], [32] et [19] corre-
spond & l’espace des séries formelles Gi(E’) introduit dans (2.2)
et le théoreme d’isomorphisme topologique via la transformation
série de Taylor (Théoréme 1) permet d’identifier 'espace Gx(E') a
Pespace Ni(E') de fonctions entiéres sur E' d’ordre de croissance
k et de type de croissance arbitrairement petit. Ce qui evite les
problémes d’avoir des versions continues, analytiques...des espaces
de fonctions test.

d) La définition des espaces (£)3 0 < b < 1 dans [19] (construction
Kondrat’ev-Streit) est trés particuliere car c’est le cas particulier
ou X = S(R), et ou la famille des semi-normes sur X est donnée
par

= |A* flr2(rar)

d k
|flk = p(f) = K———— +z? + 1) b vy =
Vf € S(R).

dx?

D’autre part si on veut que les espaces (£)g ne dépendent pas
de la topologie définie par les semi-normes sur X ou S(R) il faut
modifier la norme définie p. 29 [19] comme suit: ¢ = Y I,(fn)
appartient a (£)p si et seulement si pour tout p et tout k entier

o0

: 1/2
lppk = (Z(n!)”ﬁk"l(A”)@"fnl%) <o

n=0

ce qui correspond aux semi-normes (12) en prenant par exemple

(m =1, %, R %) i.e. m™™ = k™ car m est arbitrairement petit.

Ce qui a été d’ailleurs fait dans [13] [32].

83. Noyaux et symboles d’opérateurs

En vue d’étudier tous les opérateurs sur Fock(Z) (pas seulement les
opérateurs de convolution) et en utilisant (23) i.e/ V1 < k <2 on a:

(26) Ni(E') C Fock(Z) ~ Fock(Z)' C My/(E)

on est ici dans une situation pour appliquer extension de A. Grothendick
[7] au théoréme des noyaux de L. Schwartz puisque l'espace Nj(E') est
nucléaire complet. Autrement dit soit u un opérateur linéaire continu de
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Ni(E') dans N/ (E') i.e. uw € L(N(E"), N}(E")). On définit son noyau u*
par:

(27) Vig €Nk(E)  (u(f),9) = (u*,f ® )

et comme
(28) L(Nw(E"), Ng(E)) ~ Ni(E') @ Ni(E') =~ Ni(E' x E')

On peut de la méme maniére que les espaces Ni(E') et M;(E) définir des
espaces Niy(E' x E') et M;(E x E) mais ici la (T.C) est définie pour deux
variables i.e. T.C = LoM ou

(29) L(S)(z,7') = (S,e* @ &)

Pour tout S € N/(E' ® E') et M Topérateur de multiplication des séries
formelles par:
1.2 1,2
e—-az ® e-—iz
autrement dit on appelle symbole de 'opérateur u € L(Ny(E'), N, (E"))
noté u(z, 2’):

(30) u(z,2') = (TC)(u¥)(z, 2') = (uF, e 27 ® e 727"

D’ou le Schéma:

(31) LN (E"), Ni(E)) = Ny (E') ® Ny (E') = Ni(E' x E)

u u¥ u(z, 2')

d’ot1 le théoréme:

THEOREME 3. ([25], voir aussi N. Obata [26] pour k = 2) 1) Soit E
un espace nucléaire complet et k > 1, alors Uapplication:

(32) L(N(E'), N (E")) — My (E x E)
(33) u — u(z,2)

wmduit un isomorphisme topologique. Autrement dit tout opérateur u €
L(Nk(E"),N.(E")) son symbole u(z,z') est une fonction entiére sur E?* telle
que:

(34) 35 €J 3Im >0 3e>0:|u(z,2)| < cexpm((|z¥ +|2'|¥)

pour tout z,2' € E.
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2) Réciproguement pour tout fonction f(z,2') € Mp(E x E). Il existe
un unique opérateur u € L(Ny(E"), N/ (E")) tel que

(35) u(z,2') = f(z,2') = Z an’mz‘g’mz'@"

et donc Vu € L(Ni(E"), N[(E")) il existe une famille unique um n € (Q),, £’
® Q,, E') telle que pour tout g € Ni(E') on a:

(36) u(g) = Zum’n(g) 0t U n = (TC) ™! frm.

84. Equations aux dérivées partielles stochastiques

EXAMPLE 1. Soit un espace Gaussien de type (X C H C X', u) et
E C Z C FE' le triplet complexifié correspondant et N ’opérateur nombre
de particules voir [3], [19], [28], [29]. Dans le formalisme de N. Obata [26],
[27], les opérateurs: N = nombre de particules et Ag = Laplacien de
L. Gross (6] sont donnés par:

N:/a:atdt et AG=/a§dt
ou 6; étant la dérivation de Hida i.e. D5, = é;.

Considérons le probleme de Cauchy suivant:
Trouver une distribution f(z,t) telle que:

{ atf(mat) sz

37
(37) f(z,0) = g(z) une distribution donnée

En appliquant la (T.C) par rapport a = et en notant f(z,t) = (T.C)f(z,t)
et §(z) = (T.C)g(z) on a:
{ atf(z>t) = Nf(z’t)
f(z’ 0) = g(z)

En se plagant dans espace de fonctions test Nx(X’) on a alors:

Z atfn(za t) = Z nfn(za t)

n>0 n>0
(38)

> Fal2,0) =) gn(2)

n>0 n>0
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autrement dit Vn € IN on a:

Fn(2,t) = €™jn(2)
et donc

(39) ) = 3 eu(2)

n>0

En utilisant (22) et (23) du théoréme 2 donnant l'isomorphisme via la (T.C)
entre NVx(X') et Nx(E’) on a la proposition suivante:

PROPOSITION. Pour tout k fizé, 1 < k < 2, I’équation

O f(z,t) = Nf; N opérateur nombre de particules
f(2,0) = g(z) ot g(z) € Ni(X')

admet une solution unique f(z,t) telle que Vt fizé f(-,t) est dans l’espace
Ni(X') et sa transformée chaotique est donnée par:

f(z,t) = Zentgn(z)

n>0

Preuve. En effet pour tout ¢ fixé, Vm > 0 V la semi-norme p;:

A1 = ()2 *m=™| £ 5112

n>0

= > () *m e g sl
n>0
e2t

- Z(n!)z/k<z>n”§n,j”i

n>0

et donc Vt fixé; Ym > 0 Vm' > 0 Vp; on a:

1,2t
A k  J—mil m'e“t\n
1A = 2 () o= gl ()

n>0

d’ou
R m/e2t\n
VAU < 12 e sup ()
Jm J’m,neN m
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et donc Vm > 0 Vp; (pour t fixé) & condition de choisir 0 < m' < me™%, 3
une constante ¢ > 0 tel que:

”f”j,m < c”gllj,m’ <00

Car on a:
vm' > 0 Vj (§ € Ni(E")) = [|§llmsj < o0

ce qui prouve que V¢ fixé f(-,t) € Ny(E’) et par conséquent f(-,t) € Ni(X').

ExampLE 2. (Voir [2], [10], [11], [31]) Soit le probleme de Cauchy
suivant: Trouver un processus généralisé Y (¢, z) tel que:

o -g—tY(t,a:) = aAY (t,3) + Y (t,z) O W(t); >0

avec Y (0,z) = f(x) zelR
ou < est le produit de Wick [19], [20], [32] et W (¢) le Bruit blanc Gaussien.
En appliquant la (T.C) a cette équation et posant:
(TONY)(€) =Y(6) ¢(eE=X+iX

et ot (X C H C X',u) est un espace Gaussien réel on obtient: En ap-
pliquant la (TC) a I’équation (40) et en notant par A 'image par TC on
obtient:

) { &Y (t,z,8) = aAY (t,z,8) + Y (t, x, £)E(t)

Y(0,2,¢) = f(x)

En appliquant a (41) la (T.F) par rapport a z notée F, et en posant
F.(Y)(p) = Y(p) on obtient:

) { éjtf’(t,p,é) = —ap®Y (t,p,€) + E()Y (¢, p, )
Y(0,p,&) = f(p)

d’ou .

(43) V(0,6 = £(p) exp[-ap’t + [ €(5)ds]

Par Fourier inverse on obtient:

4 Tn0 = e [ €0)a)[ [ e a

D’ou
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PROPOSITION. Le probléme de Cauchy (40) admet une solution unique

sous forme de processus généralisé Y (t,x) dans Uespace de fonctions test
N1(X") = Exp(X',1 < c0) et dont la TC est donnée par:

Y (t,2,6) = w% exp( / (o) ds) / Flw)e =R ay]

et Y € N1(E') = Exp(E',1 < o).

Preuve. 11 est facile de voir que Y (z) € N1(E’) et donc le théoreme 2
d’isomorphisme nous assure que Y (t,z) € N1(X').

EXAMPLE 3. (Cas ol la solution n’appartient pas a 'espace de Hida
Nj(X")). Considérons la méme equation que dans l’exemple 2 mais en
remplacant W (t) par Pexponentielle de Wick ¢*(®) Alors I’équation (40)
devient:

T)=a z z) O ewlt)
(45) {aty(t, ) = alAY(t,z) + Y(t,z) &

Y(0,z) = f(x)

le méme calcul que précedemment montre que ’équation (45) admet comme
solution processus Y (¢, z) transformation chaotique:

(46) Y(t,z,8) = \ﬂl_lﬂ_a—f exp(/ot ef0s) ds) [/f(y)e_% dy]
D'od |

PROPOSITION. L’équation (45) ou f(z) est déterministe, admet une
solution sous forme de processus généralisé Y (t,x) appartenant d l’espace
de distributions N7(X') et dont la (T.C) est donnée par (46) ie Y(z) €
Moo (E) et donc Y (t,z) ¢ (S)* = Ny(X') espace de distributions de Hida.

EXAMPLE 4. Considérons maintenant le cas générale du probléeme de
Cauchy suivant:

) { &Y (t,z) = aAY (t,z) + Y (t,2) & G(t)

Y(0,z)=f(z) z€R, te Rt

et G(t,w) et f(z,w) étant deux distributions dans N{(X') ou (X C H C
X', ) étant un espace Gaussien nucléaire. En gardant les mémes notations
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que dans ’exemple 3, en appliquant la (T.C) & (47) alors on a: Vzr €
X +i:X =EFE:

8) { BY (t,2,€) = aAY (t,2,€) + Y (t,2,8)G(t,€)
Y(0,2,6) = f(z,€)
En appliquant la TF par rapport & = 4 (48) on obtient:
{ 8Y (t,p,€) = ~ap®¥ (t,p,€) + ¥ (t,p,£)G(t,€)
Y(0,p,6) = f(p,€)

avec ¢ € voisinage de zéro de E.

{ aY = (—a’p® + G(t,€))Y

(49)

Y(0,p,€) = f(p, )

d’ou .
(50) Y(t,p,¢€) =f(p,§)eXp[—a2p2t+/0 G(s,€) dS]
et donc
}A’(t,m,f) = \/Zlmexp(/oté(s,f) ds) X [/ f(y,§)e_lgc_4—21{el—2 dy]

et il est claire d’aprés cette derniére formule que Y (t,z,§) € M (E) =
Holo(E) si f et G sont deux distributions de N](X’) car Holo(E) est une
algebre et donc (47) admet une solution unique Y (¢, z) dans le méme espace

N{(X").
EXAMPLE 5. (Variante Stratanovich du probléme de Cauchy suivant:
[2], [31])
7] 1 2 .
—u(t,z) — =(v(t) + 0°(t))Au(t, z) = o (t)w(t) & Vyu(t, z)

u(0,z) = 8p(z) la donnée initiale

avec (t,z) E RT xR, v > 0 et v € L} _(R,,dt) o € L2 _(Ry,dt) et w(t)

loc loc

étant le processus Brownien (i.e. w(t) = B(t)) et { le produit de wick des
distributions ie:

Vet Y € Niy(X') : (T.C) (¥ O %) = (T.C)$)((T.C)¥).
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En appliquant la (T.C) a (51) et ensuite la (T.F) usuelle par rapport a la
variable z on obtient en gardant les mémes notations que pour les exemples
précédents on obtient:

(52) it,p,6) = = exp[~5a(t)s” + iph(1)]

a(t)=/0(v(s)+02(3))ds et b(t)z/0 a(s)&(s) ds.

Par Fourier inverse on obtient:

5 8 = g e[ (2 - [ o))

Comment donner explicitement u (t, z)? Comme 4(t, z, §) = L

V21 a(t)
exp — 'E(?S(x 10,905 €)? o f.g est le produit scalaire usuel dans L?(R, dt)
considérons le vecteur unitaire

1 t 1/2
(54) V= o oo o= 1lp0llz2 = (/ o2(s) ds) /
a 0

On a alors
(55) W) =it z,€) =§(¢ V)
avec § une fonction d’une variable z avec

1
56 §(2) = )" /2 exp — - az)?
(56) 3(2) = (2Ma(t) ™2 exp — (e — 2)
et donc

u(t,z) = (6719)(wV) = g(wV)

ol1 ! étant I'inverse en dimension 1 de la (T.C) [14] et on a explicitement
Pinverse de 6:

(57) (6719)(w) = g(w) = / 3w + i) dp(u)

4 étant la mesure Gaussienne en dimension 1, donc
u?
(z — a(w + 1u))? - 7) du

1 Foo 1
) =~ | (-
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Aprés calcul on obtient:

() =~ exp 5z — aw)?
g(w —mexp 20 T — aqw
(58)
y(t) = /0 v(s)ds >0
et donc . . . \
(59) u(t,z) = RO exp——27(t) (ac—/o a(s)ds)

On retrouve ainsi la formule de J. Potthoff (Formule 3.10 [31]) relatif au
cas Stratanovich.

EXAMPLE 6. (Variante It6 de ’équation (51)) Considérons maintenant
le probleme de Cauchy suivant:

1o} 1 .
au(t, z) — Ev(t)Au(t, z) = o(t)uw(t,z) & Vau(t, )

(60) avec la donnée initiale
u(0,z) = bo(x)

et v et o vérifiant les mémes hypothéses que dans ’exemple 5. On pose
maintenant a'(t) = fgv(s) ds et V'(t) = fot o(s)é(s)ds on a alors:

. 1 1 2
61 u(t, T = ———exp————=(z—1 .
(61) (026) = s exp (@ 1l 8)
et de la méme maniére que le cas précédent, puisque u(t, z, -) est cylindrique
en posant pour z € C
1
(62) 3(z) = (@MIa' () exp| s (@ — a2’
on aura u(t,z,w) = g(wV) (si g existe!) avec V' = 1| 2. En utilisant

la formule explicite (57) donnant g en fonction de g, le coefficient de ——“2—2

dans l'intégrale est égal a

/Otv(s) ds — /Ot o?(s) ds'
/:v(s) ds

Alors il se présentent les cas suivants:
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(63) Cas 1 si /(¢ fo ) —a2(s))ds >0
alors la solutlon exphmte de Iéquation admet une solution explicite
donnée par:

(64) u(t,z,w) = 1 exp [—

— 1 now)?
TRLG (= = 1l 90w)’]

1
2v'(t)
Cas 2 siy' =0 i.e. fo s)ds~f0 (s)ds

c’est la transformé d’une distribution de Dirac et donc

(65) u(t,z,w) = & ( /0 “o(s) dw(s))

(66) Cas 3 s1 v = f(f('u(s) ~a%(s))ds <0

alors la technique précédente ne marche plus car l'intégrale donnée par
6=, (voir (57)) est divergente, le coefficients de %~ étant dans ce cas positif.
Mals si on reprend la fonction d’une variable z 6 C:

(67) §(2) = (2 (1) ™2 exp| - —(z - a2)?]

1
2a'(t)
11 est clair que §(z) est une fonction entiere d’ordre de croissance k = 2 et de
type quelconque i.e. § € Exp(C,2,< oo) c’est donc I’espace M3(C). Donc
d’apres le théoreme 2 d’isomorphisme via la (T.C) g est une distribution
appartenant & (M2(R)) = (Exp(R, 2, > 0))’ et donc pour tout fonction test
f € Exp(R,2,> 0) = N2(R), f(2) € Na(C) = Exp(C,2,> 0) (toujours
d’apres le théoréme 2 caractérisant aussi via la (T.C) Vespace des fonctions
test). Vu la dualité définie dans le cas général entre Ny(E') et My/(E)
d’une part et NVip(X') et (Mg(X'))' d’autre part on a:

(68) Vf e Ny(R) (g, = 5" 0k, ) = (g, f)

I) Considérons d’abord le cas particulier (pour simplifier les calculs) ou
z = 0. En notant par L la transformée de Laplace on a:

2

(69) (Lg)(2) = j(2)e?*’ = (ZHa’(t))"l/zeXp 27 (1 - %)
1- -Z—f % <0
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Posons
o 14(2)
T 2d(t)

e > 0 alors on a:

exp —ez?

(Lo)(z) = —ﬁﬁl—_(—t_)
2n

1 nn?
= /e () 2y

= (Lgh?*

k>0
c’est a dire que:
(Lg)2n+1 =0
(Lg)om = (=1)me™ 1
n =

nl  /2Ild/(t)

et donc si f(z) =) frnz" on a:

(70) (9, f) =

1 —-1)"e”
ma'(t)g)( n)! (2n)! fon

et Y fn converge car f € Exp(C,2,> 0) et on a: ¥m > 0 en posant
C? = n!m™™"|fn|? < oo, ceci entraine par 'inégalité de Schwartz:

Sl < C(Z %)1/2 < oo

Or si on calcule l'intégrale suivante (pour 7o > 0)

+oo 9 +o0 5
[ e sy =Y 0 [ e
- n>0 -
On sait que:
0 s1 n impalr
+o0o g
In = / yre M dy =4 (on)1,/TI2
—o© ~——~—— sin pair
4"vygnlyg
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et par conséquent:

+00 , (2n)!14 /Y
() [ e f(iy)dy=2(~1)”fzn—\/;

—o00 = 4"ygnlyo

En comparant (70) et (71) et si on pose € = —.

470
On a la formule:
1 +oo 1.2
() VI eMB: (0f) = / B () dy

f;(oz(s)—v(s) ds
do 0 7
j;) v(s)ds

IT) Si z # 0 posons go la distribution correspondant au cas ou z = 0 (go

avec 62 =

est définie par la formule (72)) et g, la distribution correspondante quand
z # 0 comme

8

]

azr _=?
(Lgs)(2) = (2Ma (1)) ™/* exp((—e2> + T2z)e ™3
et si on considere 'opérateur de translation:

Ta: f — Tof avec (7of)(z) = f(z + a).

On a:
L(r-af)(2) = e*(Lf)(2)
donc 9
T ax
gz = €X _Zz—’(T - —,)go
et comme

1 +oo —ly? ..
(go,f)‘—‘m/_oo e 282 f(ly)dy

d’une part, et d’autre part:
(T—agO) f) = (.90, T+af>

on a:

(92, ) = (9,4) = —1——exp~§;/+m e w1 (i(y- =7 ) dy

26211V a’ oo a
et donc
1 lra® 1 1\ [T _12i2eq,
(f,g)=mexp—§(;z,—25—2+g7)/_oo e 267 T f(4y) dy.
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