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Introduction. Dans ce travail nous etudierons le probleme de classifier

les espaces fibres principaux holomorphes de groupe GL{m, C) sur un tore

complexe admettant des connexions holomorphes i.e. la classification des espaces

fibres vectoriels holomorphes sur un tore complexe admettant des connexions

holomorphes. Recemment M. Matsushima [6_] a demontre qu'un espace fibre

vectoriel holomorphe sur un tore complexe admettant une connexion holomorphe

de fibre de dimension 2 possede necessairement une connexion holomorphe

integrable c.a.d. une connexion holomorphe dont la forme de courbure est nulle.

D'autre part d'apres Atiyah [1] on sait qu'un espace fibre holomorphe de base

M et de groupe structural G admettant une connexion holomorphe integrable

est uα espace fibre principal associe au revetement universel de la base M par

une representation du groupe fondamental de M dans G et vice versa. En

combinant ces deux resultats M. Matsushima a classifie tout completement les

espaces fibres vectoriels holomorphes de fibre C2 admettant des connexions

holomorphes sur un tore complexe. Notre etude commence, par la generali-

sation du theoreme cite plus haut: Un espace fibre vectoriel holomorphe sur

un tore complexe admettant une connexion holomorphe possede necessairement

une connexion holomorphe integrable. Ce theoreme sera demontre en con-

siderant Γespace fibre principal de groupe structural G un groupe de Lie

nilpotent simplement connexe (Theoreme 2). En utilisant ce theoreme et le

theoreme d'Atiyah nous pouvons classifier completement les espaces fibres

vectoriels holomorphes admettant des connexions holomorphes sur un tore

complexe de fibre de dimension 3 on 4 (§6 et 7). En general, nous pouvons

definir une notion de la longueur d'un espace fibre vectoriel en question qui
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peut etre considered comme une obstruction analytique, dans un sens, d'un

espace fibre vectoriel holomorphe, et notre classification sera faite suivant la

longueur (cf. Def. 5.3). Nous trouverons que Γensemble de tous les espaces

fibres admettant des connexions holomorphes est tres abondant et on peut

fabriquer une correspondance bi-univoque entre Γensemble en question et un

espace somme des varietes holomorphes et des espaces fibres vectoriels holo-

morphes sur des varietes holomorphes toujours tres familieres, par exemple,

variete grassmannienne, variete de Stiefel, variete de drapeaux et Γespace

projectif complexe. Dans le paragraphe 8 et le suivant nous etudierons Γespace

fibre vectoriel & connexion holomorphe sur un tore complexe de fibre de di-

mension quelconque, en particulier, de longueur speciale, et enfin nous ajouterons

quelques remarques concernant le probleme de classifier tout espace fibre vec-

toriel holomorphe qui n'admet pas necessairement une connexion holomorphe.

Je tiens a exprimer ici toute ma reconnaissance a M. Y. Matsushima dont

plusieurs suggestions ainsi que les encouragements constants m'ont ete si

indispensables.

§ 1. Automorphismes d'un espace fibre principal et connexions holomorphes

Soit P(MtG,π) un espace fibre principal holomorphe de base M, de groupe

structural G, et de projection π. Un automorphisme de P(M, G, π) est, par

definition, un homeomorphisme holomorphe / de la variete complexe P qui

commute avec les translations k droite par des elements de G '. f ° Ra- Ra°f

( « G G ) , Ra designant la translation k droite par un element a de G. Le groupe

de tous les automorphismes de P(M, G, π) est un groupe de Lie complexe par

la topologie de la convergence compacte si la base M est compacte. Ce groupe

sera designe par F(P). L'algebre de Lie de F(P), qui sera note f(P), s'identifie

avec l'algebre de Lie des champs de vecteurs conformes sur la variete P qui

sont invariants par les translations a droite. Soit Λ(M) le groupe des homeo-

morphismes holomorphes de M sur lui-meme munissant de la topologie de la

convergence compacte. Si M est compacte, A(M) est un groupe de Lie com-

plexe dont l'algebre de Lie s'identifie avec l'algebre de Lie des champs de

vecteurs conformes sur M. On a un homomorphisme canonique de F(P) dans

AiM), qui sera designe encore par TΓ, tel que

T: o/= (rJ) o π pour tout f<ΞF(P).

L'homomorphisme π est holomorphe. Designons par F0(P) (resp. AoiM)) la
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composante connexe de Γelement neutre de FiP) (resp. AiM)). (Pour les

faits cites ci-dessus, voir [8]).

Considerons, maintenant, une connexion differentiate Γ sur Γespace fibre

PiM, G, π).1] Designons par Tx Γespace tangent de P au point x^ P et par Qx

le sous-espace horizontal de Tx defini par la connexion /'. Soit ω la forme de

connexion de Γ. La connexion Γ sera dite holomorphe si la forme ω est holo-

morphe. Soit IP le tenseur sur P definissant la structure complexe de P. Une

connexion Γ sur PiM, G, π) est holomorphe si et seulement si les deux con-

ditions suivantes soient satisfaites:

1) IPQX C QX pour tout x e P,

2) Pour tout champ de vecteurs conforme X defini dans un ouvert de M

le relevement X* de X relatif a Γ est conforme.

Une connexion Γ sera dite integrable si la forme de courbure de Γ est

nulle. D'apres Atiyah [1] on sait le fait suivant:

Pour quun espace fibre holomorphe PiM, G, ?τ) possede zinc connexion

holomorphe integrable il fauί et il suffit quil soit Vespace fibre principal associe

a M(M, Π, p) par une representation dn groupe fondamental Π de M dans Gy

ou M{My 77, p) dέsigne le revctement universal de M.

Soit Pf(M, G', rJ) un espace fibre holomorphe de base M de groupe struc-

tural G' et de projection π1. Un homomorphisme a de P'(M, G1, ,τ') dans

PiM, G, π) est defini par une application holomorphe a de Pf dans P et un

homomorphisme holomorphe a de G' dans G tels que πf{χ') =7z(ax'\ «(x' a')

- cc(x') ' a(a') pour tout x' e- P' et a' e G'. Dans ce cas PiM, G, rr) est Γespace

fibre associe a P'(M, Gr, π') par la representation a de G' dans G. S'il existe

une connexion holomorphe integrable sur P'iMy G'y π') alors PiM, G, ~) possede

aussi une connexion holomorphe integrable, car, puis qu'il existe un homo-

morphisme de M(M, 77, p) dans P'iMy G', TΓ), on obtient aussi un homo-

morphisme de MiM, II,p) dans PiM, G, π) et par suite PiM, G, π) est Γespace

fibre principal associe a MiM, JT, p) par une representation de 77 dans G.

§2. Tores complexes

Dans tout ce qui suit nous designerons par Tn un tore complexe de

1} Pour la notion dc la connexion dans un espace fibre nous suiverons Nomizu [101,
Pour la theorie generate de la connexion holomorphe, voir Atiyah [1].
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dimension complexe n. On peut identifier Tn avec un sous-groupe du groupe

des automorphisme A(T") de la variete complexe Tn. On sait que la com-

posante connexe de Γelement neutre de A(TH) coincide avec Tn. Si la base

M d*un espace fibre PiM, G, ~) est un tore complexe on a le theoreme suivant

dίΐ a Matsushima [6] :

Un espace fibre principal holomorphe P(Tn, G, π) de base Tn possede

une connexion holomorphe si et settlement si Vhomomorphisme canonique no de

Fo(P} dans Ao(T) est surjectif.

Quant a la connexion holomorphe integrable nous avons le lemme suivant:

LEMME 2.1. Un espace fibre principal holomorphe PiT?'y Gy π) possede

une connexion holomorphe integrable si et settlement sil existe tin sous-groupe

de Lie complexe abέlien H de FoiP) tel que τro(H) = A0(Ttι).

En effet, supposons que Γespace fibre P(Tn, G, π) possede une connexion

integrable Γ. Soit ίj le sous-ensemble de \(P) constitue par tous les relevements

X* de /Yea relatif a /", α designant Γalgebre de Lie des champs de vecteurs

invariants sur le groupe de Lie Tn. On va montrer que ίX\ Y*] ~ 0 pour tout

X et Y dans α. Puisque hlX*f Y*1 = ZX, YT = 0, h designant la projection

de Ί\ sur Qx, il nous suffit de montrer que la composante verticale de [X:;, Y*]

est nulle. Pour cela il suffit de montrer que G>(Df*, Y :]) =0. Or, la connexion

Γ etant integrable, on a Γegalite suivante:

dω+ g"[ίo, ω] = 0.

On a done dωiX*, Y") - 0. D^utre part, dω(X\ y*) = | {X*

- Y:: ωiX'Ί - ω(ίX\ Y*])} = - ^ωl[Z + , Y*]). II en resulte que

Yr2) =Ό. Par consequent on voit que ί) est une sous-algebre de Lie complexe

abelienne de }(P). Soit H le sous-groupe de FQ(P) correspondant a la sous-

algebre de Lie f). On a manifestement τro(iϊ) = AQ(TH). Reciproquement,

supposons qu'il existe un sous-groupe de Lie complexe abelien H de F(P) tel

que TΓol//) — AQ(T!1). Soit 1) la sous-algebre de Lie de | ( P ) correspondant a H.

II est evident que τr'(ΐ)) = α, oύ rJ designe le differentiel de Γhomomorphisme π

de F(P) dans AiM). Puisque π est holomorphe on peut trouver une sous-

algebre complexe ί/ de f) telle que la restriction de rJ a if est une bijection de
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f)' sur o. Posons Qx - {LX\L^ {)'} ou Lx designe la valeur du champ de vecteurs

L en un point x e p. On voit que Qx (x <Ξ p) defmit une connexion holomorphe

Γ sur P en verifiant les deux conditions 1) et 2) dans §1. II nous suffit done

de montrer que Γ est integrable. Pour le montrer remarquons d'abord que Γon

a X* = πϊι{X) pour l e a oύ X* designe le relevement de X relatif a Γ et ou

7Γi designe la restriction de rJ a ί)'. On a done [X*, Y*] = 0 pour X, Y&a.

D'autre part la forme de courbure o de Γ est donnee par la formule suivante:

Ω = dω + ^ Ceo, ω].

Pour montrer que i2 = 0 il suffit de verifier Ω(X*, Y*) = 0 pour Z, 7 e n . Or,

Ώ(X*, Y*)=dω(X*t Y*) - - 2 ω(CZ^, 7 :]) =0. Le lemme est ainsi etabli.

Soit maintenant Tn = A!JTy ou A est un espace vectoriel complexe de di-

mension complexe n et oύ IT est un sous-groupe discret de A de rang 2n. On

peut considerer A comme espace vectoriel reel de dimension reelle 2n, que

nous designerons par A§. L'espace vectcriel An est engendre par if sur le

corps des nombres reels R. Soit <f un homomorphisme de Π dans le groupe

additif des nombres complexes C. On peut uniquement prolonger c a une

fonction /Mineaire de Ao dans C que Γon designera encore par cr. Soit ylo"'

l'espace vectoriel complexe constitue par des functions /Mineaire sur Ao a

valeurs dans C et soit A* le sous-espace vectoriel complexe de Aί"' constitue

par des fonctions C-lineaires sur A. Soit maintenant F(<f) Γensemble des fonc-

tions holomorphes / definies sur A telles que

f(x + b) =J{x) + ψ(b) pour tout x e A et £ e 77.

Ceci dit, on a le lemme suivant qui sera frequemment utilise dans § 6, 7 et 8.

(Cf. Lemme 6.3 [6].)

LEMME 2.2. Pour que F(ψ) ne soit pas vide il faut et il suffit que coe A*.

§ 3. Groupes de Lie nilpotents simplement connexes

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit 0 Γalgebre

de Lie de G. Designons par exp Γapplication exponentielle de G dans G. On

sait que exp est une bijection de β sur G. De plus si G est de Lie complexe

exp est une bijection holomorphe (cf. [7.]). Cela etant dit on va prouver le

lemme suivant:
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LEMME 3.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit

0 Valgebre de Lie de G. Supposons quon ait Vegalitό suiυante

g exp a = exp a' g pour deux a, a* e g et un g^ G.

Alors pour tout nombre reel t on a Γέgalitέ suiυante

g exp ta = exp ta' g.

En effet, exp a1 = g exp a g~ι = exp (Ad(g) * a). Puisque Γapplication exp

est injective on a a! = Ad(g ) «. On a alors ta1 = AJ(^) ta et par suite on a

exp to' = exp (Ad(g) * ta) - g exp ta g~\ c.q.f.d.

LEMME 3.2. Zes notations etant celles du §2, soit ψ un homomorphisme de

77 dans un groupe de Lie nilpotent simplement connexe G. Alors on peut

uniquement prolonger ψ a un homomorphisme (continu) de A dans G.

Posons, en effet, <f(b) = expψ(b) pour b<^ TT. Puisque ψ(b + bf) = φ(b) ψ(b')

= <p(b') ψ{b), on a

expψib) ' expψ(b') =expψ{b') ' expψ(b) pour b, b' e 77.

En utilisant deux fois le Lemme 3.1 on obtient

exp tψ(b) exp sψ(b') = exp sψ(b') exp tψ(b)

pour tout s,t^R. Par suite on a [</>(£), 0(6')] = 0. On a done

exp (0(6) + ψ(b')) = exp 0(6) exp0(6')

= ψ(b) < (̂6') = <rib + 6') = exp 0(6 -f 6').

Par consequent on obtient

(3.1) ψ(b + b') =ψ(b)+φ(b'),

car Γapplication exp est injective. Soit {6ι, . . . , bm) (6,^77, *' = 1, . . . ,

une base de Γespace vectoriel Ao. Maintenant posons:

2n

/ = 1

pour /|G /?, / = 1, 2, . . . , 2/2. D'apres (3.1) on voit que la definition de ψ ne

depend pas du choix de base {6j, . . . , b2n} et que c est un homomorphisme

de A dans G et que <f(b) =<f{b) pour 6 e 77. Pour montrer Γunicite du pro-

longement soit *f ι un homomorphisme prolonge de <f. Puisque, pour tout entier
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k > 0, on a

( f i ( | V ) ) =?(£) = exp0(£) = (exp \ Ψ(b))

on obtient

pour tout b e 77, car ^^ = g'* entraϊne £ = gf pour #, #' e G. Ensuite on obtient

legaiite

pour tout entier m et k > 0. II en resulte immediatement que ψi-ψ et le

lemme est demontre.

§4. Existence d'une connexion holomorphe integrable

Demontrons d'abord le theoreme suivant

THEΌREME 1. Soit G un groupe de Lie complexe nilpotent sitnplement

connexe. Supposons quun espace fibrέ principal holomorphe P(Tn, G, π) possέde

une connexion holomorphe. Alors P(Tn, G, π) possέde nέcessairement une con-

nexion holomorphe integrable.

Pour demontrer le Theoreme 1 etablissons trois lemmes suivants.

LEMME 4.1. Soit P{M, G, π) un espace fibrέ principal holomorphe de base

M et de groupe structural G (dans ce lemme G est un groupe de Lie complexe

quelconque). Considέrons Vensemble Γ(P) de toutes les applications holo?norphes

f de P dans G satisfaisant a la condition suivante

(4.1) f(x g)=g~lmf(x) g pour tout X<Ξ P et gtΞG.

Si ΐon dέβnit la multiplication de deux έlements f et f de Γ(P) par:

(4.2) (j •/')(#)=/(*) •/'(#) pour * e p

et si Von introduit la topologie de la converge?ιce compacte dans Γ(P), alors

Γ(P) devient un groupe topologique.

En effect, on voit facilement que Γ{P) est un groupe abstrait par la multi-

plication deίinie par (4.2). Or, pour un compact K dans P et un voisinage

ouvert U de Γelement neutre de G nous posons W(K, U) = {/|/e Γ(P),
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f(K) C U). Alors le systeme fondamental des voisinages ouverts de Γelement

neutre de ΓiP) est, par definition, constitue par des ensembles de la forme
m

Π W(Ki, Ui) oύ Kt est un compact dans P et oύ U% est un voisinage ouvert
2 = 1

de Γelement neutre de G. Dans ce cas il est im media t de verifier les conditions

pour que Γ(P) devienne un groupe topologique.

LEMME 4.2. Soit P(M, G, π) un espace fibrέ principal hoϊomorphe de base M

et de group structural G quelconque. Posons B{P) = {/e F(P) \ πf- id. de M).

Alors il existe un isomorphisme topologique a de ΠP) sur B(P).

En effet, so i t/un element de B(P). Puisque rr/est Γidentite de M, on a

pour tout x e P, n(x) = π(/(x)) c-&-d. x et fix) sont contenus dans une meme

fibre. Par suite il existe un element fix) de G tel que

(4.3) /(*)=*•/(*).

Puisque / est holomorphe on voit faciίement que / est une application holo-

morphe de P dans G. D'autre part puisque / est un automorphism e de

PiMf G, 7τ), on obtient Γegalite (4.1). Par consequent / est un element de

Γ(P). Reciproquement pour un element / de Γ(P) on peut definir un element

/ de B(P) par (4.3). On voit que la correspondance ainsi etablie a : /->/est

une correspondance bi-univoque. Puisque B(P) se munit de la topologie de la

convergence compacte on peut directement verifier la bi-continuite de a et le

lemme est ainsi etabli.

LEMME 4.3. Si G est un groupe de Lie complexe nilpotent simplement

connexe, pour tout espace fibrέ principal holomorphe PiM, G, π) de groupe

structural G, le groupe B(P) dέfini dans le Lemme 4.2 est connexe.

En effet d'apres le Lemme 4.2 il sufBt de montrer que le groupe Γ(P)

est connexe. Pour cela, prenons un element / de Γ(P). On a Γegalite (4.1).

Puisque G est un groupe de Lie complexe nilpotent simplement connexe Γappli-

cation exp de 0 dans G est bijective holomorphe oύ 9 designe Γalgebre de Lie

de G. On peut done ecrire comme suit:

fix) = exp h(x) pour x^ P,

oύ h est une application holomorphe de P dans 9. Posons ftix) - exp f h(x)

pour ί e i ? . Alors, d'apres le Lemme 3.1 on voit que fi^ Γ(P) pour tout t^R
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et que /0 est Γelement neutre de Γ(P) et que / i = / . II nous reste done de

montrer que Γhomomorphisme p de R dans Γ(P) defini par ί->/* est continu.

Pour cela prenons un compact K dans P et un voisinage ouvert U de Γelement

neutre de G. Puisque p est homomorphisme il suffit de montrer qu'il existe un

nombre positif δ tel que

/* e W(K9 U) pour | ί | < δ.

Or, puisque MA) est un compact dans 0, il existe un nombre 5 > 0 tel que

t h(K) C (exvVHU) pour | ί | < 5.

On a alors ./KA) = exp {t MA)) C C7 pour \t\ <δy par suite /* e JF(A, Z7)

pour U! < 5. Le lemme est ainsi demontre.

Demonstration du Thέoreme 1. Puisque B{P) est connexe (Lemme 4.3)

le noyau de Γhomomorphisme canonique 7τ0 de F0(P) dans ^40(JΓ") coincide avec

B(P) car J5(P) est le noyau de Γhomomorphisme π de F(P) dans A(T?Z).

Puisque P(Tn, G, π) possede une connexion holomorphe π0 est surjectif. D'autre

part, puisque A${Tn) ^ Tn est compact, d'apres un theoreme dΊwasawa (cf.

Lemme 3. lδ [5]) la restriction πκ de π0 a un sous-groupe compact maximal A'

de Fo(P) est aussi surjectif.

Soit f Γalgebre de Lie de K et soit n Γideal de ϊ correspondant au noyau

de Γhomomorphisme πκ. Puisque K est un groupe compact on peut trouver un

ideal abelien f)1 de f qui est complementaire de n dans !.

! = n + tj1 (somme directe).

Soit ί) le sous-espace vectoriel complexe de f(P) engendre par ί)1. II est clair

que f) est une sous-algebre complexe abelienne de f(P). II en resulte que le

sous-groupe complexe abelien H de F(P) correspondant a f) est applique par

/To sur Ao(Tn). D'apres le Lemme 2.1 le Theoreme 1 est ainsi demontre.

Soit maintenant E{M, Cm) un espace fibre vectoriel holomorphe de base M

et de fibre Cm. Nous dirons que E(M, Cm) possede une connexion holomorphe

(integrable) si Γespace fibre principal holomorphe associe P(M, GL(m, C)) a

E(M, Cm) possede une connexion holomorphe (integrable).

Nous allons montrer que le Theoreme 1 entraϊne le theoreme suivant.

THEOREME 2. Si tin espace fibre vectoriel holomorphe E(Tn

y Cm) de base

Tn et de fibre Cm (m : quelconque) possede une connexion holomorphe, EiTn

y Cm)

https://doi.org/10.1017/S0027763000006693 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000006693


92 AKIHIKO MORIMOTO

possέde necessairement une connexion holomorphe intέgrable.

Dέfnonstration. D'apres un resultat de Matsushima, on peut supposer que

E soit indecomposable et de plus on peut supposer que le groupe structural de

E se reduit au sous-groupe N(m, C) de GLim, C) constitue par des matrices

I1- *\
triangulaires . dont les nombres sur la diagonal sont tous 1 (cf.

\0 1/
Th. 3 [6]). Puisque Γon sait que dans Γespace fibre principal Pi reduit de

P(Tn, GLim, O) au groupe structural iV(m, C) possede une connexion holo-

morphe, et puisque N(m, C) est un groupe de Lie nilpotent simplement

connexe, on peut appliquer le Theoreme 1 et par suite on peut conclure que

Γespace fibre Pi possede une connexion holomorphe integrable. Puisqu'il existe

un homomorphisme canonique de Pi dans P, P possede aussi une connexion

holomorphe integrable (voir la fin de §1). Le Theoreme 2 est ainsi demontre.

Si Γespace fibre principal holomorphe P(Tn, G,π) de base Tn et de groupe

structural G qui est un groupe de Lie abelien simplement connexe possede une

connexion holomorphe Γ, alors la connexion Γ est necessairement integrable

(cf. [9]). On se demande done si toute connexion holomorphe d'un espace

fibre principal holomorphe de base Tn et de groupe structural G nilpotent

simplement connexe est necessairement integrable. Nous pouvons repondre

negativement a cette question par la proposition suivante qui ne sera pas,

d'ailleurs, utilisee dans la suite et done nous en donnerons pas la demonstration.

PROPOSITION 4.1. Soit G un groupe de Lie complexe dont Γalgέbre de Lie

riest pas abέlienne. Alors il existe toujours une connexion holomorphe non

intέgrable sur Vespace fibre principal trivial Tn x G(Tn, G, π) pour tout n^2.

§5. Proprietes generates des espaces fibres vectoriels holomorphes pos-

sedant des connexions holomorphes

Suivant les notations introduites dans [6], nous utiliserons dans tout ce

qui suit les notations suivantes. Tn = A/IT designe toujours un tore complexe

de dimension complexe n.

H(Tn,m): L'ensemble des espaces fibres principaux holomorphes sur

Tn de groupe structural GL(m} C).

H(Tn, m) : L'ensemble des classes d'equivalences des espaces fibres dans

H(Tn, m),
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E{Tf\ 7?ι): L'ensemble des espaces fibres principaux holomorphes sur Tn

de groupe structural GL{m, C) dont les espaces fibres vectoriels associes

sont indecomposables et qui possedent des connexions holomorphes.

E(TΛ, m): Le sous-ensemble de H(Tn> m) des classes qui contiennent des

espaces fibres dans E(Tn, m).

N(m, C): Le sous-groupe de GL(m, C) des matrices de la forme . .
\0 1/

Soit Nf{Tn, m) l'ensemble des espaces fibres principaux holomorphes sur

Tn de groupe structural N(m, C) admettant une connexion holomorphe.

L'application identique j de N(m, C) dans GL(my C) induit une application j

de N'(Tn, m) dans H(Tn, m). Tout espace fibre dans j N'(Tn, m) possede

une connexion holomorphe.

N(Tn

f m): L'ensemble des espaces fibres dans j N'(Tn, m) qui sont

indecomposables:

N(Tn

y m)=^E(Tn

> m) Γλj- N'(Tn, m).

N(TW, m) : Le sous-ensemble de H(TW, m) des classes qui contiennent des

espaces fibres dans N(Tn, m).

Soit maintenant ψ une representation de Π dans GL(m, C). Nous de-

signerons par E? Γespace fibre vectoriel holomorphe sur Tn associe a la repre-

sentation ψ c-a-d. £ ? = Ax 9C
m est Γespace quotient de Λ x Cm par la relation

d'equivalence definie par (x, ξ) — (x -f b, <f (b)'1 ξ) pour x<^ A, b^ Π et ξ e Cm.

E? sera dit aussi Γespace fibre vectoriel defini par la representation <p ou bien

on dira que Eφ se definit par la representation ψ. Si ψ{Ή) C N(m, C) nous

appelerons φ une representation unipotente de JI de degre m.

Le lemme suivant est facile a demontrer:

LEMME 5.1. Soient ψ et ψf deux reprέsentations de Π dans GL(m, C).

Pour que E? ^ Eφ> il faut et il suffit quil existe une application holomorphe f de

A dans GL(m, C) telle que f(x-hb) = <ff( -b) f(x)<f(b) pour tout x^A et

b^Π.

Nous ecrirons ψ ~~ φ' si Eφ~Er et nous dirons que if et ψ' sont equivalents.

Alors, d'apres le Theoreme 2 et la remarque faite a la fin du § 1 on peut identi-

fier N(Tn, m) avec Γensemble des classes d'equivalence des representations

unipotentes de degre m de Π. Par consequent pour classifier l'ensemble
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E(Tn, m) il nous reste de classifier N(Tn, m) d'apres Theoreme 3 [6]. Ce

paragraphe et les suivants seront consacres & Γetude de N(Tn, m).

Pour un espace fibre vectoriel holomorphe E designons par Γ(E) Γespace

vectoriel complexe des sections holomorphes de E. On a alors le lemme suivant.

LEMME 5.2. Soit E? Vespace fibrέ vectoriel holomorphe dέfini par une re-

prέsentation ψ de Π dans GL(my C), Alors Γ(Eφ) sΊdentifie avec Γespace

vectoriel complexe Γ(ψ) des applications holomorphes ξ de A dans Cm telles que

(5.1) ζix + ̂ ^φibΓ'-ξix) pour

En effet, soit σ une section holomorphe de Eφ sur Tn. Puisque Eφ = A xφC
m,

on peut definir une application de A dans Cm par la formule suivante:

(5.2) a(px) = p(xt ξ(x)) pour x<aA,

oύ p designe la projection canonique de A sur Tn et oύ p celle de Ax Cm sur

EP. On voit que Γapplication ξ est holomorphe et que ξ satisfait k Γegalite

(5.1). Reciproquement pour tout ξ satisfaisant a (5.1) on peut definir une

section holomorphe a de E par (5.2). La correspondance a<~^ξ ainsi definie

est une bijection lineaire entre Γ(Eφ) et Γ(φ) et le lemme est demontre.

Definition 5.1. Une application holomorphe % d'un espace fibre vectoriel

holomorphe E dans un autre Ef sur une meme base M sera dite un homo-

morphisme de E dans Ef si les deux conditions suivantes soient satisfaites:

1) II existe un automorphisme h de la base M (qui sera appele la pro-

jection de h) tel que h(Eu) = Ehw pour tout u^M oh. Eu designe la fibre de

E au-dessus de u.

2) La restriction de % a la fibre En est une application lineaire de Eu dans

EIKU) pour tout u^M.

En particulier, si E = E* et si h est une application bijective de E sur lui-

meme, h sera appele un automorphisme de Γespace fibre vectoriel E. On sait

que le groupe des automorphismes F{E) s'identifie avec le groupe des auto-

morphismes F(P) de l'espace fibre principal associe P a E.2)

Definition 5.2. Une sous-variete fermee Ef de Γespace fibre vectoriel

holomorphe E de base M sera dite un sous-espace fibre vectoriel (holomorphe)

2> Cf. [6] § 2. B.
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de E si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

1) E' se munίt d'une structure d'un espace fibre vectoriel holomorphe de

base M et de projection π\ ou π' designe la restriction & E1 de la projection π

de E sur M.

2) L'injection j de Ef dans E est un homomorphisme de Γespace fibre

vectoriel E1 dans Γespace fibre vectoriel E.

3) II existe une suite exacte des espaces fibres vectoriels holomorphes

0 —» E - ^ E —-> E" —> 0.

Ici E" sera appele Γespace fibre quotient de E par 2?' et sera designe par

E" = £/£'.

LEMME 5.3. Soit ψ une representation unipotente de IT de degrέ m. Soit

j 9 Γapplication de Tn x Γ(E9) dans E? dέfinie par jφ(u, a) = σ(u) pour u^Tn

et <;e Γ{Eφ). Alors 1 ^ dim Γ(2?J ^ m et j ? est un homomorphisme inject if de

Vespace fibrέ vectoriel trivial de fibre C™1 dans EΨ, nil etant dim Γ(Eφ).

Soit, en effet, ζ l'application de A dans Cm telle que ξ(x) = (ξu 0, . . . , 0)

e C m oύ ξi est un nombre complexe constant. On voit que ξ^Γ(ψ) car <p est

unipotente. Puisque le nombre ξL peut etre choisi arbitrairement on a dim Γ(2£,)

= d i m Γ ( ^ ) ^ l . Pour montrer Γinegalite dim Γ(EΨ) ^ m il suffit de montrer

Γinjectivite de j - . Soit maintenant σ<=Γ(Ep) et supposons que σiuo) = jφ(uo, a) = 0

pour un point wo e T? i. II faut montrer que a = 0 en tant qu'une section de £ ? .

Pour cela prenons Γelement ς e Γ ( f ) correspondant a a par le Lemme 5.2. II

suiHt de montrer que ξ(x) =0 pour tout x ^ A. Soient (ξi(x), . . . , £m(#)) les

composantes de ξ(x) dans Cm. Puisque ί(Λ -f^) = φ(b)~ι ξ(x) on a

-b) ξj(x), oύ ψ(b) - (f?y(Z?)).

Choisissons un point Xo tel que p(x0) = «0, i> etant la projection de Λ sur Tn.

Puisque <7(«0) = 0 on a evidemment ζ(xo) =0, en particulier ςm(̂ o) —0. D'autre

part, puisque ψ est unipotente on a <fm,j(b) = 0 pour y = 1, . . . , w~ 1, ψm,m(b)

= 1 pour tout 6 e 77. Par suite on a £m(x -f £) = Jw(x) pour tout x e A et 6 e 77.

On a done £m = const. = £m(#c) =0, car ςm est une fonction holomorphe sur A

invariante par 77. D'apres le raisonnement analogue on obtίent ξm-ι(x+b)

-ξm-Λx) pour tout x<= A et b^ IT et on voit que ςm-i - 0 et ainsi de suite.

L'application ί est done nulle. c.q.f.d.
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Le lemme suivant est facile k demontrer.

LEMME 5.4. Soit V un sous-espace vectoriel complexe de Γ(E7), ψ έtant

une reprέsentation unipotente de Π de degrέ m. Alors Vimage de Tn x V par

Γhomomorphisme j φ dέfini dans le Lemme 5.3 est un sous-espace fibrέ vectoriel

trivial de E7. En particulier si F = Γ(Eφ) Γimage de jΨ est le plus grand sous-

espace fibre vectoriel trivial de Eφ.

COROLLAIRE 5.1. Soit ψ une reprέsentation unipotente de Π de degrέ m.

Si dim Γ(Eφ) =m, alors Eψ est un espace fibrέ vectoriel trivial.

En effet, d'apres le Lemme 5.3 et 5.4 j φ est un isomorphisme de TnxΓ(Eφ)

sur Eφ.

PROPOSITION 5.1. Soit ψ une reprέsentation unipotente de Π de degrέ m et

soit Eφ = Ei 0 0 Es la dέcomposition de Eφ dans les espaces fibrέs indέcom-

posables Eu . . . , ES.
Z) Alors il existe une reprέsentation unipotente ψi telle que

Ei cr E<?i pour i = 1, . . . , s.

Dέmonstration. Soit ^ = 1 m = L Λ alors ψ1 est une represen-

\o Ί/
tation unipotente de IT. Soit / Γimage de A x C1 par p, oύ p designe la pro-

jection canonique de A x Cm sur Eφ-AxφC
m et oύ C1 designe le sous-espace

de dimension 1 de Cm constitue par des elements (£i, 0, . . . , 0) de Cm. On

voit que / est un sous-espace fibre vectoriel de Eφ et que Eφ/I est isomorphe

a Er. Si m = l il n'y a rien & demontrer. Nous allons done demontrer le lemme

par recurrence sur m. Supposons que le lemme soit verifie si le degre de ψ

est < m. Puisque Ei est un espace fibre vectoriel indecomposable admettant

une connexion holomorphe, il existe un espace fibre vectoriel Li^E(Tn, 1)

et une representation unipotente ψi tels que Ei ^ Li <g) E9i pour / = 1, . . . , s

(cf. [6]). Soit pi la projection canonique de Ep sur Ei. Soit a la section de

E? correspondant a ξ = (1, 0, . . . , 0) e Γ(ψ). Considerons la section pi ° j d e

Ei. Supposons que pt• ° o # 0 pour 1 ^ i ^ r et que pi ° a = 0 pour i > r. Alors

Li est trivial pour l ^ i ^ r d'apres le Lemme 5.2 [6]. L'espace fibre Ei est

done isomorphe a E>?t pour 1 <: i ^ r. Considerons ensuite Γespace fibre quotient

3) La decomposition de E en les facteurs indecomposables est unique & une permu-
tation pres (cf. Atiyah [3]).
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EJI ^ ( ( f i θ ' θ Er)/I) θ Er+i θ θ Es. En utilisant l'hypothese du

recurrence pour Eφ/Icz EΨ* on voit que Ei est isomorphe k E9i pour i> r, et le

lemme est demontre.

COROLLAIRE 5.2. Soit ψ une reprέseπtation unipotente de Π. Si dim Γ(Eφ)

= 1, alors EΨ est indέcomβosable.

En eίfet, si E7 se decompose on a άxmΓ{E?) ^ 2 d'apres le Lemme 5.3 et

la Proposition 5.1.

Nous pouvons demontrer le lemme suivant comme dans le cas des espaces

vectoriels usuels.

LEMME 5.5. Supposons quon ait trots suites exactes des espaces fibrέs

vectoriels holomorphes sur une meme base:

telles que λz — λ ° λ\. Alors on a la suite exacte suiυante

0—>E'2—+E'3 —> Eί —~> 0.

On peut decrire ceci symboliquement comme suit:

E/Ei-(E/E2)/(E1/E2).

Nous allons maintenant demontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 5.2. Soit ψ une reprέsentation de IT de degrέ m et soit E° le

plus grand sous-espace fibre vectoriel trivial de E^Eφ. Alors il existe une re-

presentation unipotente ψo de IT telle que

Pour demontrer la Proposition 5.2 etablissons d'abord le lemme suivant:

LEMME 5.6. Les notations έtant celles de la Proposition 5.2 E/E° possέde

une connexion holomorphe.

En effet, prenons un automorphisme / de E. Puisque f(E°) est un sous-

espace fibre trivial de E et que E° est le plus grand sous-espace fibre trivial,

on voit que f{E°)CE° et par suite que f(E°) coincide avec E°. L'auto-
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morphisme / induit alors un automorphisme fx de E/E° tel que π/= πfi oύ πf

designe la projection de /. II en resulte que Γhomomorphisme canonique de

Fo(E/E°) dans Ao(Tn) est surjectif car celui de FQ(E) dans Ao(Tn) est surjec-

tif. Par consequent E/E° possede une connexion holomorphe (cf. [6]).

Dέmonstration de la proposition 5.2 par recurrence sur m. Si m = 1, alors

Eφ est trivial et il n'y a rien k prouver. Supposons que la proposition soit

demontree pour le cas oύ le degre de ψ < m et demontrons la proposition pour

φ de degre m. Nous utiliserons les notations introduites dans la demonstration

de la Proposition 5.1. Si d i m Γ ( ^ ) = l alors I = E° et E/E° = E/I est iso-

morphe & Er oύ ψ est defini en posant ψ = ( 0 *, J et le lemme est done verifie.

Supposons que dim Γ(E>?) > 2. Puisqu'on peut utiliser Γhypothese du recurrence

pour Ef = E?', il existe une representation unipotente ψ[ de IT telle que Ef/(E')°

^Eφι>. Si £ l o //= (E')°, alors on sait que

Eφ/E° -

d'apres le Lemme 5.5. On peut done supposer que E°/I# (E')°. Soit E*

Γimage,inverse de (E')° par la projection canonique .£ : E-* E1 = E/I. Puisque

E**E°, on a E*/E°*0. D âutre part E*/E° ~ (E*/I)/{E°/I) = (E')°/{E°/I)

est un espace fibre vectoriel trivial car un espace fibre quotient d'un espace

fibre vectoriel trivial par un sous-espace fibre trivial est aussi trivial. Par suite

dans Γespace fibre vectoriel E/E° il existe un sous-espace fibre vectoriel trivial

E*/E° * 0. Soit maintenant E/E° = £Ί φ © Es la decomposition en facteurs

indecomposables et soit pi la projection canonique de E/E° sur Ei pour i = 1,

. . . , s. Puisque E/E° possede une connexion holomorphe d'apres le Lemme

5.6y Γespace fibre Ei en possede une pour tout i. Or, pi induit un homo-

morphisme pf de Γ(E/E°) dans Γ(Ei) tel que p*(a) =-pi°σ pour σ<=Γ(E/Eo).

Supposons que pf *? 0 pour / = 1, . . . , r et que pf = 0 pour j > r. Alors pour

tout l^,i<Lr on a Γ(Ei) * 0. On peut done trouver une representation

unipotente ψi de IT telle que Ei — En pour l ^ ί ^ r (cf. Lemme 5.2 [6]).

D'autre part il est clair que JE* /£° est un sous-espace fibre vectoriel de £Ί φ

• φ£V. On voit done:

Or, (E/Eo)/(EjE°)-E/E^-(E/I)/{EjI) = Et/(Et)°-Ew. On obtient

done:
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Ew^{(Eι@ -®Er)/(E*/Eo))®Er+ι® -®Es.

D'apres la Proposition 5.1 il existe une representation unipotente ψj de Π telle

que Ej - E9j pour j > r. En prenant po = ftθ * θ ψs (somme directe des

representations) E/E° est isomorphe a Eφo et la proposition est demontree.

Definition 5.3. En utilisant le Lemme 5.4 et la Proposition 5.2 nous

pouvons, pour toute representation unipotente ψ de 77, fabriquer une suite des

espaces fibres vectoriels

(5.3) Eo = Eφf Eu E2i . . . , Eι-ι # 0, £/ = 0

tels que fi = Ei-ilEϊ-i pour t = l, 2, . . . , / . Nous appelerons la suite des

espaces fibres vectoriels (5.3) la chάϊne des espaces fibres vectoriels attachέe

ά une reprέsentation unipotente ψ de 77 (ou a Γespace fibre Eφ) et Γentier /

sera appele la longueur de Eφ (ou de ψ) et sera note / = l(Eφ) = l(ψ). Soit

tm> = dimΓ(Ei-i). La suite des entiers (mi, m2, . . . , m/) sera appelee la chaϊne

de dimensions attachee a EΨ (ou a f) et nous dirons que EΨ est de type (nil,

m2, . . . , mi). Si Ev ^ Eφ> pour deux representations unipotentes ψ et ^ ;, alors

les chaines attachees a E-E? et Ef = EΨ> sont isomorphes i.e. l(E) = /(£')

et E1; — ̂ ί pour / = 1, 2, . . . , / = /(.E1). En particulier les chaϊnes de dimensions

attachees a E et Ef sont egales i.e. nn = m\ pour i= 1, . . . , / .

Notation. Pour une matrice α = (ct/y) e GL{m> C) nous definissons la

matrice s α = (β/y) par la formule suivante

βij — <Xm-j+l,m-i+l i , j = 1, 2, . . . , m.

On voit facilement que s(tx /9) = sj3 sa pour or, &tΞGL(m, C) et qu'il existe

une matrice γ(=GL(m, C) tel que

sa = r ' ^ r"1 pour tout α: t£ GL{m, C),

oύ 'a designe la transposee de a. II en resulte que, si ψ est une representation

(unipotente) de 77, sψ est aussi une representation (unipotente) de 77. Par

consequent on voit que la representation duale <ρ* = ιψ~ι d'une representation

unipotente ψ de 77 est equivalente a la representation unipotente ψ = sψ"1 de 77:

? = r P* r"1.

D'autre part il est clair que Γespace fibre vectoriel dual (Eφ)* est isomorphe a

Eφ*. Nous avons done demontre le lemme suivant:
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LEMME 5.7. Pour toute representation unipotente φ de ΪI

ou ψ est la reprέsentation unipotente dέfinie par ψ = sψ'1.

Nous allons maintenant demontrer le lemme suivant:

LEMME 5.8. Soit E un espace fibrέ vectoriel hoΐomorphe de base M com-

pacte. Supposons que E ne contienne pas ΐespace fibrέ trivial de fibre C comme

un facteur direct et supposons quon ait une suite exacte:

(5.4) 0 ^£'Λ£ΛF->0

telle que En soit trivial Λlors Γhomomorphisme μ* de Γ(E) dans Γ(E") induit

par μ est Vhomomorphisme nul, et par suite on a

En effet, prenons une section holomorphe a de E. II nous faut demontrer

que σ = μ ° σ = 0. Supposons que σ(xQ) ne soit pas nul pour un point ^ o e M

Puisque En est trivial on voit que o(x) =̂=0 pour tout x^M. II en resulte que

a(x) *0 pour tout * e M . Soit E" = Mx Cm et soit v0 un element de Cm tel

que a(x) = (x, t'o) e/i1" et choisissons un sous-espace vectoriel complexe V de

dimension m - 1 de Cm tel que

Cm = C vo Θ V (somme directe).

Soit maintenant I- Mx C1 Γespace fibre trivial de fibre C et definissons un

homomorphisme a άe E" dans / et un homomorphisme β de / dans E par les

formules suivantes:

oc{Xy z vo Θ #i) = (Xy z) pour z ε C , vie F, ΛΓGM,

β(x, z) = z σ(x) pour 2 G C, xeM.

Pour ces a et β on a les egalites suivantes:

aμβix, z) = ct^(2 J(ΛΓ)) = 2 (O:̂ *<7(ΛΓ)) = z α: (̂ΛΓ) = z(xy 1) = (A:, 2),

et par suite on a αrμβ = identite de /. On voit alors que E admet le sous-espace

fibre trivial βl comme un facteur direct, ce qui est absurde. Nous avons

maintenant la suite exacte induite par (5.4):

0 — > Γ ( £ ' ) ~ ^ > Γ(E) - ^
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oύ //* = 0 et on voit done que /* est bijectif et le lemme est ainsi demontre.

LEMME 5.9. Soit ψ une representation unipotente de TT. Soit E?~E — E( © E"

{somme directe). Alors on a

HE) = Max (/(£'), HE")).

En effet, puisque Γ(E) = Γ(E') ® Γ(E"), on voit que E° - (E')° Θ (E")°

et par suite que EL 2r E[ φ E[' et ainsi de suite. On voit finalement Ei - E\ © EV

pour / = 1, 2, 3, . . . . II en resulte immediatement que

KE) = Max (/(£'), HE")).

Nous allons maintenant demontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 5.3. Soit E — Eφ un espace fibre vectoriel holomorphe inde-

composable defini par une representation unipotente φ de TT de degrέ m >,2et

soit E* le dual de E. Alors on a Vinegalite suivante:

dimΓ(£)-f di

Ici Vέgalitέ a lieu si et seulement si HE) =2.

Demonstration. Nous avons la suite exacte

0 —> E° —>E —> Ex —> 0

et la suite duale

0 —^ JET —> E* Ά (E°yv —> 0.

Puisque E* est indecomposable et puisque (E°)* est trivial on obtient, d'apres

le Lemme 5.8,

dim Γ ( £ * ) = dim ΓCEf).

Puisque Eι est defini par une representation unipotente, d'apres le Lemme 5.7,

Ei est aussi defini par une representation unipotente de 77 de degre m — m\,

mi etant dim Γ(E). Alors d'apres le Lemme 5.3 on a dim Γ(E?) < m - mi.

On obtient finalement

dim Γ(E) -f dim Γ(E*) = dim Γ(E) 4- dim ΓiEf) < m.

Ici Γegalite a lieu si et seulement si dim Γ(Eΐ) = m — mL i.e. £Ί* est trivial

(Corollaire 5.1) i.e. Ei est trivial ou bien £"2 = 0 ca.d. /(51) =2 et la proposition

est demontree,
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COROLLAIRE 5.3. Soit E = E? un espace fibre vectoriel de longueur 2, alors

Vespace fibre dual E* est aussi de longueur 2.

En effect, on peut supposer, d'apres le Lemme 5.9, que E soit indecomposa-

ble. Alors le corollaire resulte immediatement de la proposition precedente.

Pour terminer ce paragraphe nous generalisons le Corollaire 5. 3.

PROPOSITION 5.4. Soit ψ une representation unipotente de Π et soit E* le

dual de E=EP. Alors on a

Remarquons d'abord que l(EA) est bien defini d'apres le Lemme 5.7. Pour

demontrer la proposition nous demontrons d'abord le lemme suivant.

LEMME 5.10. Soient ψ et φf deux representations unipotentes de 77. Sup-

posons quon ait une suite exacte suivante:

0 —> Er - ^ E9 -^E"—ΪQ

telle que En soit trivial. Alors on a Vinέgalitέ suivante:

Demonstration par recurrence sur la dimension de fibre de E9>. Si E1 = Er

= 0, alors le lemme est trivial car Eφ est trivial. Soient E° (resp. Efo) le plus

grand sous-espace fibre vectoriel trivial de E (resp. de E1) et soit EZQ la fibre

de E° au-dessus d'un point «oGΓn. Prenons une base {eu . . , emι) de E°u,

telle que μ(ei) = 0 (i>p) et que μ(ei), . . . , μ(ep) soient lineairement inde-

pendants. Soit σi^Γ(E°) tel que σt(th) = a pour i = 1, 2, . . . , mx et soit V le

sous-espace de Γ(E°) engendre par au . . . , omχ. Alors on peut montrer que

jE' Π E°=MTn x V) =j(E'°). En effet, il est clair que

MTn x V) C jE'Π E° et j(E'°)Djφ(TnxV)

car jφ(Tn x V) est un sous-espace fibre trivial de E et μ(j?(Tn x F ) ) = 0 .

Montrons maintenant que

jE' ΠE°Cjφ(Tn x V).

Pour cela soit e^jE' ΓλE°, alors μ{e) = 0 et par suite e s'ecrit comme suit:

mi

e - Σ β/1
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car σ(x) = 0 pour un point u^Tn entraine a = 0 pour aG Γ(E). Par consequent

e~jAu, Y^aiύi) &j<?(Tnx V) on a done montre que

) Cf ? ίΓx V)=jE' ΠE°.

D'autre part il est evident que j(E'°) C jE1 Π E°. On obtient ίinalement j(E<°)

= jE' Γ\ E°. Prenons maintenant un sous-espace fibre vectoriel trivial F de E°

tel que

Alors on a la suite exacte suivante:

(5.5) 0 - £'/£'° -* £/£° -» £"A«F- 0.

L'espace fibre vectoriel /^F etant isomorphe a F, A«F est ensuite E"lμF est

trivial. On peut done utiliser Γhypothese du recurrence pour la suite exacte

(5.5) et on sait que

KE) - 1 = l(E/E°) < 1{EΊE'°) + 1 - /(£')

et le lemme est ainsi demontre.

Demonstration de la proposition 5.4 par recurrence sur le degre de ψ.

La proposition est triviale si le degre de ψ est 1. Soit ψ une representation

unipotente de degre m > 1. Pour Γespace fibre E? nous avons la suite exacte

suivante:

d'oύ on a la suite exacte duale:

D'apres le Lemme 5.10 et Γhypothese du recurrence pour Ex on obtient

Γinegalite suivante:

/(£*) < l{Eΐ) + 1 ,

De meme on a /(F,) = /(£**) ^l(E^) et la proposition est ainsi etablie.

§6. Classification de E(T", 3)

Notations. Soit J(Tn\ mi, . . . y mi) le sous-ensemble de N(Tn, m)

(m = Σmi) des espaces fibres E? tels que F ? est de type (mu . . . , m/) et soit

J(T n ; mi, . . . , mi) le sous-ensemble de N(Tn, m) des classes qui contiennent
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des espaces fibres dans J(Tn\ mu - - - , mi). On a evidemment:

N(Tn, m) = U J(Tn; mu . . • , mi)

J(T"; mu . . . , mι)Πj(Tn; ml . . . , m>) = φ

si (wj, . . . , mi) * (m'u . . . , ra'0 (cf. § 5 en particulier Def. 5.3). Puisqu'il

existe une correspondance bi-univoque entre E(T;I, m) et E(T", 1) x N(TW, m),

pour classifier Γensemble E(TW, m) il suffit d'etudier N(TΛ, m) (cf. [6]). Pour

cela il suffit de classifier Γensemble ](Tn\ mu . . . , w) pour w = Σm/. Dans
i

ce paragraphe nous etudierons la classification de E(T", 3). Dans ce cas on

sait que

N(TW, 3) = J(TΛ 1, 1, 1) U J(TW 1, 2) U J(TM 2, 1).

Soit ψ une representation unipotente de IT de degre m, on peut alors unique-

ment prolonger ψ a un homomorphisme de A dans N(m, C) que nous de-

signerΌΠS encore par ψ (cf. Lemme 3.2). Pour toute representation unipotente

ψ de degre 3 nous posons

/ 1 ψl ψ2 \ I" 0 ψl ψ?\
(6.0) ψ= 0 1 ψz -exp 0 0 ψz

\0 0 1 / \0 0 0/

Remarquons que ψίy ψ3 et ψf sont des functions /Mineaires de A dans C. En

general, pour un homomorphisme ψ de IT dans C, nous designerons enore par

ψ la fonction ixMineaire prolongee de ψ definie sur AQ a valeurs dans C. En

utilisant les notations de la fin du § 2 nous designerons par ψ Γimage de ψ par

Γhomomorphisme canonique de A0*
c sur Ά = AtclA*. Alors le Lemme 2.2. dit

que F(ψ) n'est pas vide si et seulement si ^ = 0 . Remarquons enfin que Ά est

un espace vectoriel complexe de dimension n.

{A) Vensemble J(TT; 1, 1, 1)

LEMME 6.1. Soit ψ une representation unipotente de Π de degre 3. Si

ψι = 0, on a dim Γ(E7) ^ 2.

En effet, puisque -\ρ x = 0, F(-ψi) contient une fonction fx et par suite

Γespace vectoriel Γ{ψ) (notations du Lemme 5.2) contient des ξ tels que

= (?2 fiix) + ςi, ?2, 0) pour tout fi, f 2 e C , et par suite on a

Γ(E9) = dim-Γ(<p) ^ 2 ,
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LEMME 6.2. Soit E?<Ξj(Tn; 1, 1, 1), alors ψ est έquivalente a une repre-

sentation φf de la forme suivante

( 1 ψi φί \
(6.1) φ*φ' = \0 1 <Pχ }.

\ 0 0 1 /

ou ψi # 0. Rέciproquement pour toute representation <f' de la forme (6.1) telle

que ψi^O Γespace fibre E~r> e / ( T r t 1, 1, 1).

Demonstration. Puisque dim Γ(E?) = 1, on sait, d'apres le Lemme 6.1, que

^ i ^ 0 ~ a fortiori, ψi *? 0. Nous allons montrer qu'il existe un nombre A e C

tel que ψz — kψu En comparant les (1.3) composantes des deux membres de

Γegalite φ(b) ψ(b') = ψ(bf) φ(b) pour bf b1 e 77 on obtient Γegalite suivante:

Puisqu'il existe un fee 77 tel que fi(ό<0 Φ 0, on voit que

ψs(b) = (<Pa(bo)/φi(bo)) ψi(b) = A ^i(^) pour b^Π

en posant A = φΛbo)/φi(bo). Nous allons montrer que A # 0. En effet, si A = 0,

l'espace fibre quotient Eι= Eφ/E°φ (notation de la Definition 5.3) est isomorphe

a Γespace fibre trivial de fibre C2 i.e. dim Π i ^ ) =2, ce qui est absurde car E.?

est de type (1, 1, 1). Soit maintenant/ la matrice suivante

/ I 0 0\
/ = 0 1 0

Vo o k l
Alors on a Γegalite suivante:

f w ') 1 = ψ1

D'apres le Lemme 5.1 on sait que φ — ψ'.
11 Ψi Ψ2 \

Soit reciproquement ^ = 0 1 ψi j une representation de 77 telle que ψi # 0.
\ 0 0 1 /

Soit ? = (?i, ?2, ?s) un element de Γ(φ). On a alors les trois egalites suivantes:

(6.2) ξiix + b) = ξι(x) 4- ψ,{ - b)ξ2{x) + ψ2{ - b)ζ*

(6.3)

(6.4)
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pour tout b e IT et x e A. On voit, d'aprέs (6.4), que ξz = const. Puisque ψi # 0,

Γ( - φi) = φ et par suite on sait que £3 = 0 et £2 = const, d'aprfes (6.3). Par le

meme raisonnement on sait, d'aprέs (6.2), que £2 = 0 et fi = const. Par conse-

quent on a dim Γ(E?) = 1. Puisque EΨIE% - Ey oύ ψ = ( J ^ J ), on sait par la

meme raison que dim Γ(E7,) = 1, ce qui dit que Eφ est de type (1,1,1), et le

lemme est demontre.

llψiψΛ / I ΨΊ ψi\
LEMME 6.3. Soit ψ = 0 1 ψi ]• ^' = I 0 1 ψΊ I deux reprέseniations de

_ \ o o i / V o o i /
77 ^//^s ^«g ψi %0, ^1 # 0. A/OT-S pour que Eφ - JS ,̂ il faut et il sufflt quit

existe deux nombres complexes c et a tels que c *0 et que
(6.5) ψί = cφu Ψl* = c*φf + ocψi.

Dέmonstration. Supposons que E? — E?>. II existe, d'apres le Lemme 5.1,

une application holomorphe / de A dans GL{3, C) telle que

(6.6) φ(b) f(x + b)=f(x) <f'(b) pour tout ^G77etΛreA.

Soit / = (///) = (/1, /2, /3), /,• έtant /-erne colonne de /. Alors (6.6) est equivalent

aux trois egalites suivantes:

(6.7) φ(b) fi(x+b)=fι{x)

(6.8) φ(b) f2(x + b) =Λ{x) - φl(b) +/2(x)

(6.9) ψ(b) ΛU + ft) =/i(*) f&b) +/«(*) φ[(b)+Mx)

pour tout &G77 et x<=A. L'egalite (6.7) dit que / i e Γ ( f ) et par suite

/i = '(ci, 0, 0) oύ ci est constant parce que dimΓ(f) = l. Pour simplifier les

notations nous poserons comme suit:

f'=f(x + b\ f=fix\ φ = φ(b), <f' = φ'(b) pour £(e77) et ΛΓ(GΛ) fixes.

D'apres (6.8) on a

(6.10) f'n + ̂ 1 /{2 + ψ2 /s2 = C! f{ +/12,

(6.11) /5i +Pi •/«=/«,

(6.12) /{.=/«.

D'apres (6.12) et (6.11) on sait que /32 = 0 et Λ2 = c2 = const. D'apres (6.10)

on a

fnix+b) = ciψί{b) -c2φι(b)+fi2(x) pour ^e77 et JίεA

Par suite on sait que
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ψι = Cιφ[-c2φι<=A*

et q u e / i 2 e F ( 0 i ) . D'apres (6.9) on a les egalites suivantes:

<6. 13) f'n + ψi /{3 + ψ2 */33 = Clf 5 +/12 yί + /l3,

(6.14) /J3 + <px •/{, = c2^ί + /23,

(6.15) /{.=/».

On sait, d'apres (6.15) et (6.14), que / 3 3 = c3 = const, et que

et f23&F(ψ2). En remplagant/, au besoin, par — • / nous pouvons supposer

que c\ = 1. Puisque 0i = 0 et 02 = 0 on a les deux egalites

et par suite Czψi — cXψi. On a done cz~c\. Posons c = c2. On voit alors que

φ2 = ̂ {̂ - c 2 ^! = c^i. Puisque fn e F(</Ί) et /2 3 e F ( ^ ) , il existe done un nombre

complexe αr tel que

(6.16) / 2 3 = c / 1 2 + Qr.

Considerons maintenant Γegalite (6.13). En remarquant (6.16) on obtient,

par un calcul direct, Γegalite suivante

(6.17) f'n = /is + <̂2 - c > 2 - a<Pχ + ψi* Φ2 + Ψ1 * fn

yD*autre part pour la fonction g = y/? 2 on a evidemment Γegalite suivante:

(6.18) ^ (

En combinant (6.17) et (6.18) on obtient:

O U 0 = ψ2 - c>2 - 0:̂ 1 + c^Ί 0! - ~ψ\

= <p2- c2ψ2 - aψi + cψι(cψι - ψ[) - -ί

= 9^2 -

= 9*2* -c2ψt -

^

car ψf = f2 - - f 1 (cf. (6.0)). Puisque fiz-g est une fonction holomorphe sur

Λ on a 0 e A* i.e. ^ = 0 (Lemme 2.2). Par consequent yj* =c2φf+<χψu
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Reciproquement si ψ et φf satisfont & la condition (6.5) on peut definir une

application holomorphe / de A dans GL(m, C) satisfaisant a (β.β) par la

formule suivante:

/1 /» /is

/ = 0 c cfn + a
\0 0 c2

oύ / 1 3 = 2-/i2 + ̂ , /i2 etant un element de F(φi) et h etant un element de F(ψ)

oύ Γon a pose

01 = ψI - Cψi

et ψ = <p'2* - c2ψf - aψu

Le lemme est ainsi demontre.

Puisque A- At°jΆ* est un espace vectoriel complexe de dimension n,

nous avons demontre la proposition suivante d'apres les Lemmes 6.2 et 6.3.

PROPOSITION 6.1. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe

entre J (T n ; 1, 1, 1) et Vespace quotient E(l) de (Cn - {0}) x Cn par la relation

d'έquivalence dέfinie comme suit:

(vu V2)-^{υ'u v'2) si et settlement sil existe deux nombres complexes c(#0)

et a tels que

v\- cvu v2- c2v2 + (xvι

Pour vι, v[ e Cn - {0} et v2y υi e Cn.

Remarque. Nous pouvons fabriquer un espace fibre vectoriel holomorphe

E de base E(l) x Tn et de fibre C3 tel que pour tout point » e E ( l ) Γespace

fibre Eυ de base {v) x TΛ induit par Πnjection {v) x TΛ -̂  E(l) x T71 soit iso-

morphe a Eφ, oύ {̂ }<—»# est la correspondance biunivoque definie dans la

Proposition 6.1, {φ} signifiant la classe d'equivalence de ψ. En effet, identifions

Cn avec Γespace vectoriel complexe A* constitue par les conjuguees complexes

ψ des applications lineaires complexes ^ G A*. Pour deux elements vu V2^Cn,

designons par φ = ψ(VuV?) la representation de IT definie par:

vΛb) v2{b)+

χ

θ 0

1 0 0 \
Si Γon pose /(c, α) = 0 c a ] pour deux nombres c(=^0^ et «, on voit

l o o c 1 /
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facilement:

ψιvltv2)(b) f(c, a) =f(c, Oί) ψicv^c^z+aυ^ib)

pour tout b e Π. Considerons Γespace quotient E de (Cn - {0}) x Cn κ A x C3

par la relation d'equivalence:

(bu v2, x, ξ)~(υ'u v'u x\ ξ')

si et seulement s'il existe un element b e IT et deux nombres c( # 0) et a tels

que v[ = £#i, 02 = c2v2 + avi et que

Nous pouvons sans difficulty voir que E possede la structure d'espace fibre

holomorphe cherche. Vespace fibre E est une famille holomorphe des espace

fibrέs vectoriels holomorphes paramέtrisέe par la variέtέ E( l ) .

La remarque analogue est valable pour toutes les propositions dans la suite

qui traiterons la classification de J(T"; mi, . . . , m{) et nous ne la repeterons

pas.

PROPOSITION 6.2. Lespace quotient E(l) dέfini dans la Proposition 6.1 s£

munit d'une structure d'espace fibre vectoriel holomorphe de fibre Cn~ι de base

Γespace projectif complexe Pn~ι de dimension n — 1.

En effet, definissons la projection K de E(l) sur P«-i par

π({(vι, υz)))=p{vi)

pour la classe {{viy v2)} contenant (vi, vz), p etant la projection canonique de

Cn-{0} sur Pn-\. On peut facilement verifier que E(l)(P«-i, Cn"\ π) est un

espace fibre vectoriel.

(B) Vensemble J (T n ; 1, 2)

LEMME 6.4. Soit Eφ^J{Tn\ 1, 2). Λlors ψΆ = 0 et les deux elements ψx et

ψz de A sont linέairenient independants. Rέciproquement pour une reprέsen-
11 ψ! ψ2\

tation unipotente ψ •=> I 0 1 0 1 telle que <fι et ψ2 soient linέairement indέ-
\0 0 1 /

pendants, Vespace fibre vectoriel Ev est de type (1, 2).

Demonstration. Supposons que E9<=J{Tn; 1, 2). D'apres le Lemme 6.1
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on sait que ψi # 0 et qu'il existe un nombre k tel que ψ%-kψ\. Si k # 0,

d'aprέs le Lemme 6.2 on sait que EφeJ{Tn; 1, 1, 1), ce qui est absurde. Par

suite on a ψz = 0. Nous allons montrer que ψt et ψ2 sont lineairement inde-

pendants. Supposons qu'on ait deux nombres complexes a et β tels que

ocψi + βψt = 0. Si β = 0, alors αr̂ i = 0 i.e. α = 0. On peut done supposer que

0 = 1. Posons ψ^ccψi + φo. Puisque 0 = 0, on a F{ψ) * <f>. Soit / Ί e F ( 0 ) .

Alors Γ(?>) contient des £ tels que

f(#) = (cf(x) + c', car, c) pour tout c e t C'G C.

Par suite on a d i m Γ ( f ) ^ 2 , ce qui est contradictoire. Reciproquement si

ψ = I 0 1 0 I telle que ψi et ψ2 sont lineairement independants on peut voir
\0 0 1 /

que E9 est de type (1, 2) et le lemme est demontre.

LEMME 6.5. Soient Eφ et E,f,(=J{Tn; 1, 2). Pour que Eφ-E? il faut et

il suffit que

{ψu <p2)c = {<Pu ψtic

ou {ψi, ψz)c dέsigne le sous-espace complexe de A engendrέ par ψi et <p2-

Dέmonstration. Supposons que Eφ*Eφ>. II existe alors une application

holomorphe / = (/;/) de A dans GL(3, C) telle que (6.6) soit satisfaite. Par le

raisonnement analogue de la demonstration du Lemme 6.3 on voit tout de suite

que /31 = 0, /21 = 0 et /32, /33, Λ2, fu et /23 sont constants. En utilisant les

notations de la demonstration du Lamme 6.4 nous obtenons les deux egalites

suivantes:

(6.19) fu Λ-hzψi +Uψι =fn<pί +/12

(6.20) /ί3+/28?l+/88^2=/llf>2+/l8.

On voit dJabord que fn =¥ 0 car /2 i =/si = 0 et det / # 0. On peut done supposer

/π = l, car on peut remplacer / au besoin par ->—•/. D'apres (6.19) et (6.20)

on sait que

Par suite on obtient les egalites suivantes:
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i.e. {ψΊ, φϊ}c C {ψu <P2}c D'autre part, puisque ψ[ et ψf

2 sont lineairement inde-

pendants (Lemme 6.4) on obtient finalement

Puisque Γon peut faire le raisonnement ci-dessus tout a fait reciproquement, le

lemme est bien demontre.

D'apres les Lemmes 6.4 et 6.5 nous avons demontre la proposition

suivante:

PROPOSITION 6.3. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe

entre Vensemble J(T Λ ; 1, 2) et la υariέtέ grassmannienne G«,2 des sous-espaces

vectoriels complexes de dimension 2 dans Cn.

(C) ϊ ensemble J(T r t; 2, 1)

PROPOSITION 6.4. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe

entre J(Tn; 1, 2) etJ(Tn; 2, 1).

Dέmonstration. Soit E = Eφ(=Ξj{Tn; 1, 2) et soit E* le dual de E. Nous

allons montrer que E*(=J{Tn; 2, 1). II est clair d'abord que E* est inde-

composable. II suffit done de montrer que is* est de type (2.1). Soit E° le

plus grand sous-espace fibre trivial de E. On a alors la suite exacte:

(6.21) 0->£°-> E - * # ! - * 0,

oύ Eι est trivial car dimΓ(Eι) =2 (Cor. 5.1). On a la suite duale de (6.21):

Puisque E* est trivial, Et est le plus grand sous-espace fibre trivial de JS* et

par suite on sait que J B * G / ( T M ; 2, 1). Reciproquement, soit E<=J(Tn; 2, 1).

On a alors les deux suites exactes:

0-*£°->£->£i->0

0 -> Et -> E* -> £°* -» 0.

D'apres la Proposition 5.4 on voit que dim Γ(is | :) = 1, et par suite on sait que

Et est le plus grand sous-espace fibre trivial de E*. Puisque Zs0* est trivial

on sait que £ ( * e / ( Γ M ; 1,2). Puisque (£*)* cr E nous avons obtenu, en

prenant le dual des espaces fibres, une correspondence bi-univoque entre

J{Tn; 1, 2) et J(Tn; 2, 1) et la proposition est demontree.
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En combinant les Proposition 6.1—4 nous avons etabli le theoreme suivant.

TH&DREME 3. Uensemble E(TΛ, 3)~E(T", l )χN(T n , 3) est classifiέ comrne

suit:

E(TΛ, 1)2: Tn\ la variete de Picard de Tn.

N(Tn, 3) = J(TM; 1, 1, l)UJ(T n; 1, 2)UJ(Tn; 2, 1) (somme disjointe)

J(T"; 1, 1, 1 ) : Ϊ E ( 1 ) : Vespace fibre vectoriel de fibre Cn'λ de base Pn-i

defini par la Proposition 6.2.

J(T n ; 1, 2 ) - J ( T Π ; 2, 1) - G Λ t 2 : la υarΐete grassmannienne des sous-espaces

υectoriels complexes de dimension 2 dans Cn.

§7. Classification de E(TM, 4)

Notations 1. Soient ψ et ψf deux representations unipotentes de 77 de degre

m. Pour simplifier les notations nous ecrivons

s'il existe une application holomorphe / de A dans GL(m, C) telle que

ψ(b) *f(x + b)=f(x) <ff{b) pour tout b<ΞΠ et x<= A.

Nous poserons φ = (ψij) = exp (ψΐj).

Soient ψ et ψf deux homorphismes de Π dans C c.a.d. ψ, ^' G Horn (77, C).

Nous dirons que ψ et ψ1 sont lineairement independants si a ψ(b) -f- β ψ'(b) = 0

(6<Ξ77) entraΐne α = i9 = 0. Nous designerons par ψ la fonction C-lineaire de

C2n dans C qui est definie par la formule suivante:

oύ {̂ i, . . . , 2̂M} est une base choisie de C2n et {6i, . . . , b2n} est un systeme

de generateurs de 77. Alors on sait que ψ et ψ1 sont lineairement independants

si et seulement si φ et ψ' sont lineairement independants en tant que deux

elements de Γespace dual (C2")* de C2n. L'application de Horn (77, C) dans

(C2 w)* ainsi definie est clairement un isomorphisme de Horn (77, C) sur (C2W)*.

Pour deux elements g et gf de (C2n)* nous designerons par g Λ g1 la fonction

bi-lineaire anti-symetrique suivante:

(g A g')(u, v) =g(u)g'(v) -g{v) #'(w) pour ^, # e C 2 n .

LEMME 7.1. Soient φu Φ2, Φa, Φ± des elements de Horn (77, C) tels que

Ψi(b) ψz{V) + 02(^) 04(y) = Φάb') 0a(^)
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pour tout b, b' e 77. Si ψι et ψz sont linέairement indέpendants, alors il existe

trots nombres {complexes) oc, β, γ tels que

ψz = ocψi H- βψ2y ΨΛ = 0ψι + γψi.

En effet, il est immediat de voir que ψι A ψs + ψz A ψ4 = 0. Puisque 0i et 02

sont lineairement independants, il existe une base {gu . . . , g2n) de (C 2 w )* telle

que gι = ψi et 2̂ = ̂ 2. Posons 03 = Σ ^ î» 04 = Σ ^ ί Alors on a Γegalite
t i

suivante:

C2 gι A g2 + gi A Σ w + dι g2 A gΊ + g2 A
i>2 ί>2

Puisque #• A gy {i < j) sont lineairement independants on obtient

c2 = dx et c, = dι = 0 pour ι > 2

et le lemme est demontre.

(A) L'ensemble J ( T Λ ; 1, 1, 1, 1)

LEMME 7.2. & # Eφ un espace fibre de type (1, 1,1,1). Alors ψ est έquiva-

lente a une reprέsentation ψ1 de la forme suivante:

(7.1) ψ-fJ ^

oil ψ[ Φ 0. Reciproquement pour toute reprέsentation <pf de la forme (7.1) telle

que ψ[ # 0, Vespace fibrέ E? est de type (1, 1, 1, 1).

( 1 φx * * \

^1 φ I ( 0 I ) = ( 0 1 )" I I 6 S t C l a i r

0 1 /

que 0 (resp. p) est aussi une representation unipotente de 77. Puisque E,?IE%

— jEψ, £ J etant le plus grand sous-espace fibre trivial et puisque dim Γ(JBΨ) = 1,

on sait, d'apres le Lemme 6.1, que ψ2 # 0 et qu'il existe un nombre k ^ 0 tel

que ψ3 = kψ2. De meme puisque Ep est un sous-espace de 2?? on sait que ̂ Ί=^0

et que ψ2 = k'ψi, W # 0. Soit / la ma trice suivante
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( 1 ψ\ ψι ψ'Λ
\} fj | II nous done suffit de con-
1 Ψi I

siderer la representation ψ de la forme suivante: φ = 1 V Γ* I* En com-

\0

parant des deux membres de (1.4)-composantes de Γegalite

ψ(b) ψ(b') = ? (£0 y(£) pour btb'<ΞΠ

on obtient Γegalite suivante:

fi(£) fa(£θ + f-lib) ?>i(£') = ̂ i(£0 ψz(b) + ψ2(bf)

d'oύ on obtient Γegalite suivante:

Ψi A ^3* -h ^2* A ψi = 0,

oύ γ>2* = ̂ 2 - V^J, ^3* = ̂ 3 - .t ^ ( c£ Notations 1). Par suite on a (ψt -ψΐ)

A f i = 0 et il existe done un nombre oc tel que f* -ψ* = ocψu D'autre part

ψt — ψt = ̂ 3* — ψt = ψz — ψ2- II en resulte que ^ 3 - ψ2 = <

Soit /1 la matrice suivante

(7.2) / , :

Alors on a Γequivalence suivante

( 1 ψl ψ2 ψΛ

1 ĉ 2 I °^ ^1 ̂  0. Alors d'apres le meme

0 1 /
raisonnement que la demonstration du Lemme 6.2 on sait que dimΓ(E<?) = 1 et

que E?/E?p = E*. Alors d'apr&s le Lemme 6.2 encore E^ est de type (ϊ, 1, 1)

et par suite Ep est de type (1, 1, 1, 1) et le lemme est demontre.

LEMME 7.3. Soient ψ et ψ1 deux representations de la forme (7.1) telles

que ψι ±e 0, ψ[ # 0. Alors pour que ψ — ψf il faut et il suffit quit existe trots
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nombres c{ ^0), a> β tels que les trots έgalites suivantes soient satis/aites:

(7.3)

ψΊ = cψi

ψi* = c2ψf + aψ

(cf. Notations 1.)

Dέmonstration. Soit 2?,, — 2?r et soit / une application holomorphe de A

dans GM4, C) telle que

(7.4) f ( ί ) •/(* + * ) = / ( * ) <p'(b) pour b^Π et x*=A.

Posons / = (///) = (/1/2/3/4), /i etant la /-erne colonne de /. D'apres (7.4) on

sait que / e Γ ( f ) et par suite on a /= ' (c i , 0, 0, 0) c i ε C car dimΓ(^) = l.

Nous pouvons done supposer / = ( 0 )• Alors il est clair que Γon a Γegalite

suivante:

(7.5) ψ(b) g(x + b)=g(x) *ψ'{b) pour b^Π et χ(ΞAy

oύ Γon a pose ¥> = (Q ^ ) et ¥>'= (Q L) Alors on sait d'apres le Lemme 6.3

que —g = 0 c ) Par suite on peut encore poser / = (Λ *s) et on a Γegalite
c \ 0 0 c 2 ' υ c

suivante:

ψ(b) h(x+b) = A(Λ) ψ'{b) pour 6 e IT et ΛΓG Λ,

/(Λ *\ 1 ί1 f12 f™ \
car f = ( Λ -, ) Alors on sait, d'apres le Lemme 6.3, que — h = I 0 ^ c/12 -f a I

0 1 ; c \0 0 c2 /et que

+
pour un c # 0 et a e C. De meme d'apres (7.5) on sait qu'il existe un nombre

γ tel que

( c c/n + a /<M \
0 c2 c(c/n+a)+r}'

0 0 c3 /

Dans ce cas on obtient Γegalite

d'oύ a-γ.
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Quant & la fonction Λi, d'apres la demonstration du Lemme 6.3 on sait que

hi - i (c/ i2+α) 2 eF(0t) , oύ ψi = φ'2* - c2ψt = ccψi D'autre part on sait que
Δ

f\z — y/i2^F(0i) . Par suite il existe un nombre n tel que

/ \ (c/ + )2 /

et par consequent il existe un nombre β tel que

Considerons maintenant Γegalite suivante obtenue par comparant les deux

membres des (1, 4)-composantes de Γegalite (7.4):

= ψi(b)

pour tout b e IT et ΛΓG i4. Prenons la fonction suivante

D'apres un calcul direct—nous ne donnerons pas le calcul en detail car c'est

trέs long et tres embarrasse—nous obtenons Γegalite suivante:

=g(x)+ψ(b) pour b^Πetx^Λ,

oύ on a ψ-ψ[* -czφt -2acψt - βψi. Par consequent d'apres le Lemme 2.2

on a demontre la necessite de la condition (7.3). D'autre part si la condition

(7.3) est satisfaite pour deux representations ψ et ψ\ nous pouvons raisonner

tout h fait a Γenvers et nous pouvons fabriquer une application holomorphe /

satisfaisant aux conditions (7.4) et le lemme est demontre.

D'apres les Lemmes 7.2 et 7.3 nous avons demontre la proposition suivante:

PROPOSITION 7.1. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe

entre ly ensemble J(Tn 1,1,1,1) et Γespace quotient E(2) de (Cn - {0}) xCnxCn

par la relation d'equivalence dέfinie comme suit:

(vi, V2, Vs)^*(vu v2, v[) si et seulement s'il existe trots nombres c, a, β tels

que

' = c vι

• CiVi

βVi
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pour vi, v[ e Cn - (0), v2, vz, v2, vz e Cn.

PROPOSITION 7.2. L'espace quotient E(2) dέfini dans la Proposition 7.1 s#

munit dyune structure d'un espace fibre vectoriel de fibre Cn~1 de base E(l) qui

est dέfini dans la Proposition 6.2.

En effet, nous pouvons definir la projection naturelle de E(2) sur E(l) dont

la definition et demonstration nous ometterons ici car le raisonnement est tout

a fait analogue a celui de Prop. 6.2.

(B) L9ensemble J(Ύn; 1, 1,, 2)

PROPOSITION 7.3. Vensemble J(Tn; 1, 1, 2) est vide.

Dέmonstration. Supposons qu'on ait un espace fibre EΨ de type (1, 1, 2).

( 1 Ψι *\

^2 J. Puisque dim Γ(E7) = 1, on sait que ψι * 0 et que

0 1/
( 1 <p2 *\

E9/Eϊ-Eφ>t oύ ^ ' = 1 f β j Puisque dim Γ(E,?,) = ly on a encore φ2* 0,

\o 1/
/ 1 Pi * \

en particulier <f2 ^ 0. Puisque 1 0 1 φ21 est une representation de 77, il existe
\ 0 0 1/

un nombre k *? 0 tel que ψ2 = kψi (cf. Lemme 6.2). Puisque E?>/E??> - £V-, ou

^3) et puisque dim Γ(£ ?") ==2 on obtient f3 = 0. Par suite on sait

que 3̂ = 0, sinon il existe un nombre k' # 0 tel que <p% = kf <f2 ce qui est absurde.

On peut done ecrire comme suit ψ = I i n I' ^ a r ^a m a t r ' c e constante

est transformee dans une representation de la forme suivante:

l ^

θ

Considerant les (1, 4)-composantes de Γegalite ψ{b) ψ(bf) -ψ{b') ψ(b) on

obtient Γegalite suivante:

ψι(b) ^2(Z/) = ψάb') f2(^) pour by VΪΞΉ.

II en resulte qu'il existe un nombre c tel que ψ2 = cψι. Alors ψ est transformee
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par la matrice (7.2) dans la representation ψ de la forme suivante:

( 1 ψi ψ2 ψ*\

1 * .

0 0,

On voit alors facilement que ψ est equivalente k ψ* suivante

( 1 ψi ψz ψ*\

'??
0 1

I1 °\
oύ /==[ o i l P ° s o n s ^ ' ^ ( o I ) e t c o n s ίderons l'espace Eφ,/E%t -2?+ #

\0 1 0 /
II est clair que dim Γ(EΨ)=2. Par consequent on sait que Er est de type

(1, 2, 1) ce qui est absurde et la proposition est demontree.

(C) U ensemble J ( T n ; 1, 2, 1)

LEMME 7.4. Toute reprέsentation ψ dont Γespace fibrέ associέ Eφ est de

type (1, 2, 1) est έquiυalente a une {et une seule) des deux reprέsentations de

la forme suivante

(r \ \ ι υ ^4 I (Γ

ou ψu Ψ2 (resp. ψ3t ψ.\) sont linέairement indέpendants {resp. dans le cas (Ci)).

Rέciproquement toute reprέsentation de la forme (Ci) ou (C2) satisfaisant aux

conditions ci-dessus est de type (1, 2, 1).

llψϊ *\
Dέmonstration. Posonsf = l \ φ ]' Puisque dim Π51,) = 1, on sait

\ 1 0/

que ψi *e 0. Si ψ2 =* 0, ψz # 0, alors il existe comme toujours, deux nombres k

et kf tels que ψ2-kψίy ψf-k'ψi {k k'^O). On sait alors, d'apres le Lemme

7.2, que Eφ^J(Tn', 1,1,1,1) ce qui est contradictoire. Dans le cas oύ

ψ2 = 0, demontrons que ψi et ψ2 sont lineairement independants en posant

En effet, d'apres le Lemme 6-4 on sait que ψx et ψ2 sont
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lineairement independants parce que Eφ> est un sous-espace fibre vectoriel de

Efi oύ ψ1 = I 1 0 I D'apres le Lemme 7.1 il existe trois nombres a> β, r
\0 1 /

tels que
ψ4 = aψi + βφ2, ψz = βψi + r?2.

Supposons que ^ 3 et ψi soient lineairement dependants. Supposons, par exemple,

ψz = kψ4, k<sC. Alors ^ est equivalente h la representation f' suivante:

( l ψ[ ψz ψΛ / i o o ov

, ^4 )> oύ Ĵ = ψi + £<ρ2 et oύ / = I 1 ". Λ 1 Ensuite1 0 1 1 1 0 1
0 1/ \ 0 1/

on a Inequivalence suivante

i x °\
oύ ^ = 1 o i l " ^ ' e s t *e c a s ^ 2 ^ Nous pouvons raisonner de la meme

0̂ 1 0/
maniere dans le cas oύ ψ4 — kψz.

Supposons maintenant que ψz et ψ* soient lineairement independants. Nous

allons demontrer que ψz et ψι sont lineairement independants. Supposons qu'il

existe deux nombres a et b tels que

.1 = 0.

Alors on a a{β'ψχJrrψ2) + b(aψi + βφ2) - 0 et par suite

car ψi et ψ2 sont lineairement independants. Par consequent on a aψz -f- bψ.\ = 0.

D'autre part, on a suppose que ψz et ^4 sont lineairement independants, d'oύ on

obtient β = ̂  = 0et o n a demontre que ψz et ψ\ sont lineairement independants,

ce qui est la cas ( d ) .

II suffit done de considerer une representation ψ de la forme suivante:

( 1 ψi * * \
1 Ψ'2 * I

^ 0 J. Dans ce cas on sait comme dans la Prop. 7.3 que f est
0 1/

equivalente a une representation f' de la forme suivante:

Ί Ψι ψz ψ2\
1 ^i 0

1 0
VO 1
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II suffit maintenant de demontrer que ψι et ft sont lineairement independants.

Puisque

' 1 ψl ψ 2 ψz\

Ψ'7Ψ" = \

oύ g est la matrice (7.7) et puisque 2?ψ est un sous-espace fibre de E?» oύ
/ I ψι ψ2\

ψ = I 1 0 I d'apres le Lemme 6.4 ft et ft sont lineairement independants
Vo l /

car dimΓ(jB?) = 1. La partie reciproque du lemme etant facile a verifier, le

lemme sera completement demontre si le lemme suivant est demontre.

LEMME 7.5. Si ψ est de la forme (Ci). Alors le dual E% de Eφ est de type

(1, 2, 1). Si ψ est de la forme (C2), alors E* est de type (2, 1, l). En particu-

lier une reprέsentation de la forme (d) nest έquiυalente a aucune reprέsen-

tation de la forme (C2).

( 1 Ψi ft ΨΛ

1 ωi D'apres le Lemme 5.7 on sait que

0 1/

* ς - l I 1 0 — <Po\ . , . . « 1 , ,<p^ ~~ φ = I ;/ I II est immediat de voir que φ est de laI 1 - f t I M T

\ θ 1 /
forme (Ci), en particulier, sψ~x est de type (1, 2, 1). Soit maintenant

( 1 ψi ψz ψo\

\J Λ J Considerons V"1. II est maintenant facile de montrer que

0 1/
EsP-i est de type (2, 1,1) et le lemme est demontre.

Notation 2. Nous designerons par J(Tn mu . . . , mi m[ . . . w/') le

sous-ensemble de J(Tn; mu . . - , w/) des espaces E dont le dual is* est de

type (wί ...*»/'). Cet ensemble est vide si / # /' d'apres la Proposition 5.4.

( C i ) J ( T n ; 1, 2, 1 l , 2, 1)

1 ft ft ft(
^ ^4 I wŵ  reprέsentation de la forme (Ci).

0 1
Alors ψ est έquiυalente a tine representation ψ' de la forme suivante:
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^0 1

Demonstration. Soit <P* = aψi+ βψz, Ψ2- βψi-hrψs (cf. Lemme 7.1)

ψι ψs ψs
1 ? o^

1 pψί

0 1

(
1 ? o^Ί A 1 ° r s on a

/1 ψι Ψ* jψi

1 0 ψz
1 ψi

"0 1

signifie une des racines carres de a) et posons

1 0 0

et / = '

On peut alors verifier que

t I

fτr-\ ι g|
.0 1

(c) Le cas γ *? 0. En posant c3 = V r , £3 = ̂ y» c[ = 0, c2 = /α - -— et ^!,

^3, / comme ci-dessus dans (7.7), nous pouvons verifier

φ 7 <ίf>

Pour demontrer le lemme il suffit done de demontrer le lemme suivant:

<P
1 0 Ψi — —

LEMME 7.7. So# ^ = I 1 ^ 1 ^ ^ ^«^ ¥Ί ^̂  ^3 soient linέairement
1 *

0̂
indέpendants. Alors il existe une representation <f' telle que
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1 t I ,

Demonstration. Posons comme suit:

-ψi + et

V~ϊ

2

0 0

1
2~

0 1

0

0

1
2

Alors on a Γequivalence suivante:

Ψ7Ψ'

et le lemme est demontre.

( 1 0 wo\ I 1 0 <Po \

i <p I e t ̂ = 1 l £ I ̂ WΛΓ r e P r ^ s e n '
0 1/ \0 1 /

tations de Ή telles que ψi et ψ2 (resp. ψ[ et ψ[) soient Hnέairement indέpendants.

Alors pour que ψ — ψ1 il faut et il suffit quίil existe 4 nombres cy c\ a, 0 tels

quune des deux conditions suivantes soit satisfaite:

(7.8)

Ψi = cψi Ψi = cψ2

oύ

c' φ* -f = c c*
Demonstration. Supposons que ψ y ψ1. Posons / = (//y) = (/i, Λ, /β, Λ), oύ

// est la /-έme colonne de /. On a alors

(7.9) y(i) /iU + 5)=/i(Λ)

(7.10) ?(ί) •/*(*+ ft) =/I(ΛΓ) φ[(b)

(7.11) ?>(&) "/aU + ft) =Λ(Λ;) 1

(7.12)

pour x G Λ et δ e 77.

D'apres (7.9)^(7.11) on sait que /i = f(ci, 0, 0, 0), f2 = '(/Ί2, c2, cj, 0),

/J = '(/i3» £3, cs, 0) oύ ci, c2, c2, C3, C J G C et oύ
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= φ[ - C2V1 - cf

2<p29

D'apres (7.12) on sait que A^Hfafu,/**, c4) o ύ c 4 e C et oύ

0 cf cfΊ

Puisque 0, = 0 pour i = 1, 2, 3, 4, on a les egalites suivantes:

/ ψ[ = c2ψi 4- c^ 2, c4ψi = c ^ ^ϊ

Puisque ψ[ et ψ[ sont lineairement independants nous avons:

d'oύ on a

\ C4 = c2 £3 4- c'2 C3

Puisque det (/) ^ 0 il n'y a que deux possibilites suivantes:

r c2 = cz = 0 ( c'2 = c'3 = 0
(1) , , (2)

ί C4 = C2 C 3 , I Ci = C2 * Cz,

Le cas (1). Dans ce cas on sait que:

= ^ 1 - ^ 2 ^ 2 = " Γ 0 3 ,
C

c2

Par suite il existe deux nombres a et β tels que

D'apres (7.12) nous obtenons Γegalite suivante:

fuix + 6) + fi(*)/24(ΛΓ4- ^) 4- ψ2(b)Mx 4- ft) 4- a(ft)

pour ft G 77" et Λ: e A.

Considerons maintenant la fonction ^ suivante:
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g-f\\-f\l */l3.

D'apres un calcul direct nous obtenons Γegalite suivante:

g(χ + b) =g(x) + ψ{b) pour 6e/7et

oύ ψ = c4 φ* - ^3* -f aψi - βφ2. II en resulte que

Le cas (2). Dans ce cas nous arriverons de la meme maniere aux egalites

suivantes:

Reciproquement si, pour deux representations ψ et ψ'y les conditions (7.8) sont

satisfaites nous pouvons fabriquer une application holomorphe f de A dans

GL(4, C) telle que ψ y ψf et le lemme est ainsi demontre.

Notation 3. Nous designerons par SM,r la variete de Stiefel des couples

des r vecteurs lineairement independants (vi, . . . 9 vr) dans Cn.

PROPOSITION 7.4. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe

entre ΐensemble J(T n ; 1,2,1; 1,2,1) et Vespace quotient B(3) de S ^ x C "

par la relation d'έquiυalence dέfinie comme suit:

((t>i, ffc\ W)^{{OUV[\ W')

si et seulement syil existe 4 nombres c, c'f at β tels que

»! = ,

w' = c c'w -f av' 4- β2/2

ou

»ί=
V2 = C #i

w' = c c1 w 4- ΛZ I H- βυu

pour (viy v2), (v[, v[) G Sn,2 et w, w' G Cn.

PROPOSITION 7.5. Vespace quotient E(3) dέfini dans la Proposition 7.4 se

munit d'une structure d'espace fibrέ vectoriel holomorphe de fibre Cn~2 de base

le produit symέtrique Pn-i * Pn-ι de Vespace projectif complexe Pn-i i.e.

Pn-i * Pn-ι est Vespace quotient de Pn-\ x P«-i - Δ par la relation dyequivalence

(^1,^2)^(^2,^1) ou Δ dέsigne le sous-ensemble fermέ des elements (y, y)

(y^Pn-x) de Pn-i x Pn-U
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Remarquons, en eίϊet, que deux vecteurs Vι et v2 dans Cn sont lineairement

independants si eίt seulement si p(vi) ^ p(v2) oύp designe la projection canonique

de Cn — (0) sur Pn-i. Definissons la projection π de E(3) sur Pn-i * IV-1 par

π({((vu v2), w)}) -p(p(vι)y p(vz))y oύ p designe la projection canonique de

A - i X / V - i - J sur Pn-i*Pn-ι et oύ {((vi, v2), u))} designe la classe de E(3)

contenant ((vι, v2), w). II n'est pas difficile de verifier que E(3) (Pn-ι * Pn-i,

Cn~2, 7r) est un espace fibre vectoriel holomorphe.

(G) J ( T " ; 1 ,2 ,1 ; 2, 1, 1)

l̂  o ] et φf = \ l o deux rePrέsen~
0 1/ \θ 1

tations de IT telles que ψi, <p3 {resp. ψu ψz) soient linέairement independants.

Pour que ψ — ψf il faut et il suffit quit existe 6 nombres cu c2, c3, c4, c5i c6 tels

que d c2 c3 # 0 et que

ψΊ = CJ ψi

ψι -Ciψs+Ciψi

ψί* =* czφ* + c&ipi + erf*.

Puisque la demonstration sera faite tout a fait de la meme maniere que

celle du Lemme 7.8 nous ometterons la demonstration en detail.

PROPOSITION 7.6. // existe une correspondance bi-univoque bien determinέe

entre Vensemble J ( T " ; 1 ,2 ,1 ; 2,1,1) et ΐespace quotient E(4) de Sw>2 x Cn

par la relation d'έquivalence dέfinie comme suit:

((Vι, V2)y tθ) **-((vl, v'z), Wf)

si et seulement sΊl existe 6 nombres cίy c2, cs, oc, 0, γ tels que cι c2 c3^0 et que

ft/ =

(D) L'ensemble J ( T " ; 2, 1, 1)

En prenant Γespace fibre vectoriel dual Γun de Γautre nous pouvons facile-

ment demontrer la proposition suivante:

PROPOSITION 7.7. // existe une correspondance bi-univoque bien dέterminέe
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entre J{Tn; 2, 1, 1; 1, 2, 1) etJ{Tn; 1, 2, 1; 2, 1, 1).

PROPOSITION 7.8. J{Tn; 2, 1, 1) = / ( Γ n 2, 1, 1; 1, 2, 1).

Demonstration. Soit Eφ€Ξj{Tn; 2,1,1) et soit £ * le dual de £ = £„.

D'aprέs la Proposition 5.4 E* est de longueur 3 et par suite E* est de type

(1, 1, 2) oύ de type (1,2,1) oύ de type (2, 1, 1). D'aprέs la Proposition 7.3 E*

n'est pas de type (1, 1, 2). Supposons que E* soit de type (2, 1, 1). Nous

allons montrer que E* est decomposable. Pour le montrer nous allons d'abord

demontrer le lemme suivant:

LEMME 7.10. Soient Eφ et E$ de type (2, 1, 1). Alors ψ est έquivalente ά

une representation ψ1 de IJ de la forme suivante:

( 1 ψi ψ* ψz\1
 Ϊ i

0 1/

ou ψi = 0 et

Demonstration. Posons φ = \ x γ^ " j . Si ?Ί#0, ^ 2 # 0 , ψz*O, alors

ω ί
il existe deux nombres k et V tels que y>2 = kψi et f3 = Wψi. Si, de plus,

alors on voit que Eφ est de type (1, 1, 1, 1) (Lemme 7.2). Si au contraire

^i = 0, alors Eφ est de type (2,2) ou dimΓ(£V) ;>3 parce que Ψ'=(Q ^ )

definit un fibre trivial Eφ>.

( 1 0 φ4 ΨB\

1 ^ I °̂  ^3#0,

0 1/

sinon φ n'est pas de type (2, 1, 1). Par suite d'aprέs le meme raisonnement

que le Lemme 7.3 on sait que φ est equivalente & une representation φf de la

forme suivante:

Ί O O f l

Nous allons voir que ψ[ et ψz sont lineairement independants. Supposons que

ψ[ = α φ[, Posons ψi = f( - αf(. Alors on a les equivalences suivantes:
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( 1 0 0 ψi\ (I 0 04 0)

1 Ψ
0 1/ \0 1;

1 0 -α: 0\ / I 0 0 gΛ
O ύ / = 1 X 1 o ) e t gz=:\ λ 1 0 Γ ^ e F ( ^ l ) L'espace fibre ^ , etant

0̂ 1/ \0 1/
decomposable, ^ί et ψi devont έtre lineairement independants. Considerons le

( 1 -ψ[ ψf2f -ψ'A
~"i Λ h on sait, d'apres le

1 0 I
0 1 /

Lemme 7.4, que ?>'* est de type (1, 2, 1) ce qui est absurde.

(2) Examinons maintenant le cas oύ ft = 0. Si ψi = 0, alors ψ n'est pas de

type (2,1,1). ψ doit done etre equivalente k une representation ψ' de la forme

suivante:

/I ft
if ~ φ> = I

Puisque f i # 0, on sait que ψ2 est dependant a ψi car dimΓ(£φ.) =2 et par

suite nous pouvons supposer que <p* = 0. Alors

( 1 ψi ψ3 f2\ / I ψί ψi 0\
1 S Ί O L 1 f i 0 \

1 0 N 1 0 '

0 1/ \0 1/

( 1 0 \ / 1 0 0g,\

0 1 0 / \0 1>
(3) II nous reste done d'examiner le cas oύ ψ2 = 0. Changeant les notations

( 1 ft ft ft\

1 Φ Γ -^ o u s pouvons supposer que ft et ft sont

0 1/

lineairement independants car, sinon ^ est reduit au cas (1). De meme on

peut supposer que ft et ft sont lineairement independants. Puisque ψ{b) ψ(b')

-ψ{b') ψ(b) pour &, £' e 77, on obtient Γegalite suivante:

ψι(b) f4(y) + ft(^) ft(^) = ft(^)ft(^) + ft(^) Ψz(b)
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pour by b
1 e 77. D'apres le Lemme 7.1 il existe 3 nombres α, β, γ tels que

(7.13)
ί ψi^aψi

Si ^i = ̂ 3 = 0 alors on a dimΓ(ϋ^) > 3 . Montrons maintenant que, si ψi et ^

sont lineairement independants alors ^ 2, ^4 le sont aussi. En effet soit

a ψ\ + £ ^2 = 0.

Alors on a a(α:^i + 0ψz) + biβψi 4- r^a) = 0, d'oύ on a aa + ftj9 = Λ/9 + bγ = 0 et par

suite tff4 = bφ2 = 0 et on a done α = Z> = 0 car ^ 4 et ^ 2 sont lineairement inde-

pendants. D'autre part si ψi et ψz (resp. ψ4 et ^2) sont lineairement inde-

pendants, on voit que Eφ est de type (1, 2, 1). On peut done supposer que

ψi-aψz et ensuite on peut supposer que ^i = 0. Dans ce cas on a <f>4 = βψz,

ψ2 = r<Fa. Or, on a r # 0 , car Eφ/El~Eφ, oύ ?' = (J ^2) et £„, est de type

(1, 1). Puisque γ # 0 on a Inequivalence suivante:

1 ψi ψz+^rψi Ψs

Λ 0 0 0 v

oα / = i 1 Y °
l o

lo

Par consequent on peut supposer que

OU ^i = ̂ 4 = 0, ψz =¥0, ^ 2 =*F 0.

Maintenant d'apres (7.13) on a ΨA = ccψι-\- βψz- βψz d'oύ on a /3 = 0 et ψ\ =

et ^2 = rft oύ a =*F 0 car γ>4 # 0. II est done facile de voir que

7f ?Ί ^3 ψδ

0 —ψi

1 ^ 3

1
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OU £ =

ί 1 0 0 0 ^

0 JyO 0
0 0 1 0

0 0 0 ~ }

Le lemme est ainsi demontre.

Demonstration de la proposition 7. 8. Posons, maintenant comme suit:

1 0 f h2

/ = | 1 0 0 h \etφ =
0 0 1 - 1
0 0 0 1

( 1 ψi ψ2

1 £2 | on a Γequivalence suivante:

o l1

Ψ7Ψ'

et la proposition est demontree.

(E) Vensemble J(TM; 2, 2)

LEMME 7.11. Soit Eφ de type (2,2), alors ψ est έquiυalente a une represen-

tation ψ' de la forme suivante ."

(7.14) φ~(f'

Posons, en effet, ^ = Si fi = 0 et 0 on sait que φ~

Puisque E7IE% est trivial on a f 3 = 0 alors dim Γ(EΨ) ^ 3 , ce1 0 *
1 *

1
qui est absurde. De meme il n'arrive pas au cas f i # 0 et ψz = 0. Si ψi * 0,

ψz ̂  0 et si ψ2 = 0, nous pouvons poser
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et nous pouvons supposer que ψit ψ* (resp. <f2, <f*) sont lineairement inde-

pendants, sinon φ est reduit aux cas dej& consideres. Si ψι et φ* sont lineaire-

ment independants, <f2 et φ4 le sont aussi (cf. la demonstration du lemme 7.10)

et par suite on sait que E9 est de type (1, 2, 1). Nous pouvons done supposer

que ψu ψz (resp. <f2, ΨA) sont lineairement dependants et ensuite que ^i = 0.

Dans ce cas Tc2 = 0 car Eφ est de type (2, 2). Puisqu'on peut ecrire comme suit:

= βψi

on obtient γ = 0. On peut done poser ^ = ^ i . Mainte-

nant on sait que

Ψl

1

V 0 1

if 0
1 0

Par consequent on n'a qu'a considerer une ψ telle que

( 1 ψ 1 ψ3 ΨΛ
1 ; ; :

0 1

Par un calcul direct nous avons Γequivalence suivante:

/l/i 0 0\

oύ ψl = ψi— ψi' VΛ3 et oύ / = I 1 , I avec / ι e F ( f i ) . Lorsque fi^rO, f2^fθ,

\ θ 1/
f 3 ^ 0, d'apres le meme raisonnement que celui de la demonstration du Lemme

7.2 ψ est equivalente a une representation ψ' de la forme suivante:

ψ-ψ' =

1 ΫΊ ψt ΨA

^0
1 fl

1

oύ if 1 = 0.
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Dans ce cas aussi il n'est pas difficile de demontrer que <ff est equivalente a

une representation de la forme (7.14) et le lemme est demontre.

10ft ψ(
\.3 ^2 I est une representation de IT nous ecrivons

_ 0 1
Ψ-\ fn1 ΐn I e t Ψ - (%l %ι (matrice des elements de Ά (cf. commencement du
§6)), ψi etant clairement un homomorphisme de A dans C De meme nous

1 0 /i fλ
designerons par / = [•£ £ ] la matrice / = I O 1

Posons rf(γ?) = d(Eφ) = dim {fi, ^2, ψ3, f 4}c

LEMME 7.12. SozY ^ = t,1 ^ Si f /«= 0

fr' Z'\ θh $ = & P°Ur * * io et 0U f'Ό = °

En effet, puisque f ̂  ^ 1 Γ̂ ! O^l^l'C1' ί 'ίί* 1' a e s t f a c i l e d e v o i r

que

par / = I ̂  ^ I tel que /,- = 0 (1 # ίo) et que //0 e F(vr«0).

Le lemme suivant est facile a demontrer.

LEMME 7.13. Soiί ψ - v V wŵ  representation de IT. Alors on a les

equivalences suivantes:

Γ ft ft 1 ί ψz Ψ2 I Γ fi ft k Γ VΓ1 ft + aft ] I ψi Ψi 1
V I ft ft - l i f t ftJ Lf2 ftJ I ft ft-f aft J " I if,+ aψi Vr2 + a:ftJ*

LEMME 7.14. Soit ψ = | ^ ^ J Si J(f) ^ 1, alors E,? est decomposable.

En effet, si d(<f)=O, d'apres le Lemme 7.12 le lemme est trivialement

verifie. Soit d{φ) =1. Alors, d'apres les Lemme 7.12 et 7.13. ¥ ^ [ Q ? ]

1 0 0 0\

^ „ I et Eφ est decomposable.

0 1 /

LEMME 7.15. Soient Ψ =z\ c V ^̂  VΛ/ = V' V ^ ^ ^ <?#£ rf(f) > 2, J(^')

> 2. Λ/ors, 5ί ^ ^ 9r' ow « d((f) =
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Demonstration. Soit ψyψ1. Posons F= ("ί &J, oύ /, g, hf k sont des

(2.2)-matrices. Puisque ψ(b) F(x + b) = Fix) ψ'(b) pour b^TT et XSΞA, on

obtient Γegalite suivante

(7 i ^ (fix+b) + ψ(b)-h(x+b) * ( * + * ) + ?>(*)*(* + i ) \

pour

~ U ( ) hix)φ'ib)+k(x))

et Λ G A , oύ ψ = (fo

ι fn

4) et ^ = ( S J ί) On sait d'abord * = (*</)

est constant. Puisque

on a

D'apres le Lemme 2.1 on obtient alors

(7.16)

i.e. = 0.

Nous considerons separement plusieurs cas suivants:

(1) d(^ ' )=4. Alors φ[ et ψ[ sont lineairement independants. D'apres

(7.16) on a les egalites suivantes:

[ = 0, fei ^ί + fe2 ̂ 3 = 0.

Par suite on sait que ft = 0 et que k est aussi constant. Alors d'apres (7.15)

Γapplication / de A dans GL(2, C) est aussi constante et on obtient finalement:

gix + b) + ψ(b) ft =/

ft"1
ce quipour ^ G IT et Λ G Λ. Par consequent on a ^ ft = / • y' et ψ = / •

entraϊne que d(ψ) = d(ψf) = 4 car det (ft) det (/) = det (F) * 0.

(2) d{ψf) = 3 . D'apres le Lemme 7.13 on peut supposer que <p[ et <ρ[ sont

lineairement independants. Apres cela nous pouvons raisonner comme dans \c

cas (1) et on obtient diψ) = 3 .

(3) diφ')=2. Si diψ)^39 alors, d'apres (1) et (2) diψ1) ^ diψ) en

ramplagant le role de ψ1 par ψ ce qui est absurde et le Lemme est ainsi

demontre.
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D'apres le raisonnement du (1) dans la demonstration du Lemme 7.14 on

sait que le lemnie suivant est vrai:

LEMME 7.16. Soient φ = Γ f.1 f* ] et ψ1 = | fr) fj\ deux reprέ sent at ions de

77 telles que <px et <f 3 soient linέairement independants. Si ψ ~ ψ', il existe deux

matrices f et β e GL(2, C)

Rέciproquementy s'il existe deux f, k<EGL(2> C) telles que la condition ci-dessus

soit satisfaite, άlors ψ ~~ φ1.

LEMME 7.17. Si ψ = | Z1 ^ 4 ] est decomposable, alors d(ψ) ^ 2 .

En eίϊet, puisque E9 est de longueur 2, si E9 est decomposable £"? est iso-

morphe a Ei®E2 oύ Ex et £"2 sont de longueur < 2. i.e. ψ est equivalente a

une des representations suivantes:

1 <p[ 0 0

(
g ) (

\0
Dans tous les cas on obtient d(ψ) ̂ 2 .

Remarque. Si <2(^)=2, ^ n'est pas toujours decomposable. Nous ren-

contrerons ce cas dans la suite.

LEMME 7.18. Soient ψ et if1 deux representations de IT telles que diψ)

= d{ψ') = 4. Pour que ψ — ψ' il faut et il suffit quil existe deux matrices

/ , k e GL(2, C) ^//^5 que φ -f=k- ψ.

En effet, c'est un corollaire du Lemme 7.16.

PROPOSITION 7.9. // existe une correspondance bi-uniυoque Men dέterminέe

entre le sous ensemble J 4(TM; 2, 2) de J(TM; 2, 2) Λ>s £ ? te/s ̂ w^ d(ψ) =;4 ̂ ί Γespace
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quotient E(5) de Sn,i par la relation d'έquiυalence dέfinie comme suit:

2y Vz, V[) ~- (v'u Vu #3,

si et seuhment sil existe deux matrices /, k^GL(2> C) telles que f ( ι 4 ) k

LEMME 7.19. Soit ψ = \^ 5!41 une representation de Π telle que

Λlors φ est έquivalente a une reprέsentation ψf on φ" de la forme suivante:

De plus <? + ψ".

En effet, on peut supposer, d'apres le Lemme 7.13, que ψ4^{ψu Ψ2, <pz)ct

soit ψd^aψί + bφz+cφz. Supposons, d'abord, que ab + c*Q. S o i t / = ( Λ )
* a c '

G G L ( 2 , C ) . A lorsona/ ^ = ( r - * r - fuψ**f»?*) = (?L &) = $. D'aprέs

le Lemme 7.16 on sait que ψ ~~ φf. Supposons, maintenant que ab + c = 0. Alors

CP4 = dψi + bψ2 — abψz et on voit, d'apres le lemme 7.13, que

ι-bψz 0

ce qui est les cas (2). Nous allons demontrer que ψ1 + φ". D'apres le Lemme

7.16, pour que ψ1 ~ φ" il faut exister deux matrices /, ^εGL(2, C) telles que

Jφ'k = ψ" oύ

et φ'1 •

! ) Par suite on obtient les

egalites suivantes:

/ll*22+/l2 *12 = 0.

Maintenant il est facile de voir que det (/) =0 ou que det (jfe)=θ ce qui est

absurde et le lemme est demontre.

Notations 5. Soit N(my C) le sous-groupe de GL(m, C) des matrices de la
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forme (* . * V

Prenons une matrice β= \ Ί> ) e GL{2, C). Definissons une representation

p de

Nous

OL(2, C)

pouvons

dans GL(3, C) par la formule

P(μ)

verifier que p(μ

( a aβ
= \2ar «δ + k

\ r2 rδ

• μf) = p(μ) f

suivante:

β1 \
?r 2j3(jJ.

Ϊ ( ^ ) pour Λ«, μ'€ΞGL(2f C) et que

p(μ)εEGL(3, C).

LEMME 7.20. Soit ψ = \ ^ ^3]» ^ ' = ί ^ ^fi ^WΛ: representations de Ή

ίβ/fes ζfwe rf(^) -d{φ') =3. Powr ŵβ φ -^ φ' il faut et il suffit quit existe deux

matrices f et k<=N(2, C) telles que

En effet, si /, k e GL(2, C) satisfont a la condition / ψ k = φ', alors on

peut voir aisement que /, k<^N(2, C).

Nous avons done decnontre la proposition suivante:

PROPOSITION 7.10. Soit ϊs(Ύn; 2, 2) le sous-ensemble de 3{Ύn 2, 2) ύtes ^

tels que d(ψ)=3 et que ψ est de la forme (2) dans le Lemme 7.19. // existe

alors une correspondance bi univoque Men dέterminέe entre J^T"; 2, 2) et Vespace

quotient E(6) de Sn,3 j£w /£ relation d'έquiυalence definie comme suit:

(vi, v-2, vn)^-(v[, υ'u Vz) si et seulement sil existe deux matrices /, k<=7V(2, C)

telles que

f {υy3) k={i v'ή.
J V 0 υ 21 \ 0 v2 >

LEMME 7.21. So/ewf f = I ^ f* 1 et c ( - Γ D ^ 1 ^MΛT representations de

77 W/̂ s (7ŵ  J(f) = d(ψ') =3. Pour que ψ ~ ψ1 il faut et il suffit quil existe un

nombre ε^O et une matrice /eGL(2, C) tels que ΐέgalitέ suivante soit satisfaite:

(7.17)
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Demonstration. Supposons que ψ - <f'. D'apres le Lemme 7.16 il existe

deux matrices / et £eGL(2, C) telles que

(7.18) f φ k = φ>.

L'egalite (7.18) s'ecrit par les composantes comme suit:

C7 19) f ? ^

Puisque la (1.2)-composante et la (2.1)-composante sont egales a ψ\ et puisque

ψu <p2> <fz sont lineairement independants on obtient les egalites suivantes:

ί fnkn =/n k\2

(7.20) I /aiAai +/22AJ11 =/nfe2+/i2 fti2

I /22fel =/l2 * fe.

En resolvant les equations (7.20) par rapport aux kij on voit aisement qu'il

existe un nombre e ̂  0 tel que

D'apres (7.19) on obtient, par un calcul facile, Γegalite (7.17). Si, reciproque-

ment, Γegalite (7.17) est satisfaite on peut raisonner tout a Γenvers et le lemme

est demontre.

PROPOSITION 7.11. Soit J 3 (T n ; 2, 2) le sous-ensemble de J ( T n ; 2, 2) des E,?

tels que d(ψ) = 3 et que φ est de la forme (1) dans le Lemme 7.19. // existe

alors une correspondance bi-uniυoque Men dέterminέe entre J3(Tn; 2, 2) et

Γespace quotient E(7) de SΛ,3 par la relation d'έquivalence dέfinie comme suit:

(vι, v2, vz)^(v[* v[y v[) si et seulement sΊl existe un nombre e # 0 et une

matrice / e GL(2, C) tels que

I v[\ I vi \

[ v\ =ε p(/)ί v2

LEMME 7.22. Soit ψ = [^x ® ], β # 0, alors E? est dέcomposable.

En effet, posons / = ( \ °β), k = ( ""/ J), ^' = [ " ^ ^ J Alors on ob-

tient Γegalite suivants:
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f*φ k = ψ.

D'apres le Lemme 7.16 on sait que ψ ~~ ψ'. D'autre part il est clair que Eφ> est

decomposable. Le lemme est ainsi demontre.

LEMME 7.23. Soit <p = [ ^ aφ 2 βφ \ ie^ Que £2-f4αr^0. Alors Eφ est

dέcomposable.

En effet, Γequation x" + βx - a = 0 ayant deux racines differentes δ et δf la

matrice k = L JeGX(2, C). Prenons/='& et posons ψ[~ (<52-f a)ψiΛ- (2d + β)ψz

et 3̂ = (δ'2-ha)ψχ+ (25'-f β)ίPa. Alors on obtient

V,1 /Λ/ L le lemme est demontre.

U ψz J

LEMME 7.24. So/ί 9 — \ ^ w\ ^e^β Que d(φ) = 2. Supposons que E<? soit

indέcomposable. Alors φ est έquiυalente a une reprέsentation <ff de la forme

suivante:

(7.21) φ~φt

Rέciproquement pour une reprέsentation ψ' de la forme ci-dessus telle que diψ1)

= 2, Eψ est indέcomposable.

Dέmonstration. Utilisant le Lemme 7.13 plusieurs fois, on voit qu'une

representation ψ dont d(ψ)=2 est equivalente a une des representations dans

les Lemmes 7.20 ou 7.21. Puisque E? est suppose indecomposable et puisque

W φ J L w 0 J ^ s u ^ ^ e πiontrer que ψ = l^1 |7 R tel que β2 + 4a ~0

est equivalente a une representation de la forme (7.21). Pour cela, posons

/ 1 0\ Q

V 2 /
alors on obtient Γegalite suivante:

d'oa le lemme resulte. Reciproquement si ψ est de la forme (7.21) et si Eφ est

decomposable il doit exister deux matrices / et βeGZ,(2, C) telles que

_ (Ψί °.(Ψι <PA.k-(9l 0)
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ou ψί, <f[ sont lineairement independants. Pourtant il est facile, dans ce cas, de

voir que det(/)=O OΛ άet(k) = 0, ce qui est absurde et le lemme est ainsi

demontre.

LEMME 7.25. Soient <P = \?n

ι n3] et <f' = \fj ^ 1 deux reprέsentations de
L ψ% U J L ψ3 [) J

77 telles que d(ψ) =d(ψ) =2. Pour que φ^ψ' il faut et il suffit quit existe trots

nombres c, c1 et ε tels que c c' # 0 et que

(7.22)

Dέmonstration. Supposons que ψ — ̂ r. Alors il existe deux matrices / et

k^GL(2t C) telles que

/ ψ k = ψ.

Par un calcul facile nous pouvons verifier que f et k sont de la forme suivante:

""V 0 β) *~\ e dr

oώ α, j9, r, 5 sont des nombres complexes convenablement choisis. II est mainte-

nant facile de voir que

1 φl^aβδψn

En prenant c = aβδ, ct-c\ ε = c'(βe + γδ) on obtient les egalites (7.22). Puisque

le raisonnement ci-dessus sera fait tout reciproquement le lemme est demontre.

D'apres les Lemmes 7.24 et 7.25 nous avons demontre la proposition

suivante:

PROPOSITION 7.12. Soit J 2(T"; 2, 2) le sous-ensemble de J(T n ; 2, 2) des Eφ

tels que d(ψ) = 2. Alors il existe une correspondance bi-univoque Men dέterminee

entre ΐensemble J2(TW; 2, 2) et Γespace quotient E(8) de Sw,2 par la relation

d'equivalence dέfinie comme suit:

(vu v>)~~ (x[, v2) si et seulement sΊl existe 3 nombres cy c\ a tels que

c Ά O et que

( v[ = cvi

I v[ = c c'v2 -f ocv\,
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(F) Uensembles J (T n ; 1, 3) et J(Ύn 3, 1).

PROPOSITION 7.13. // existe une correspondance bi-univoque Men dέterminέe

entre J(T n ; 1, 3) et la variέtέ grassmannienne G«,3.

PROPOSITION 7.14. En prenant Vespace fibre vectoriel dual ΐun de Vautre

il existe une correspondance bi-univoque entre J(Tn; 1, 3) et J(Tn; 3, 1).

Nous ne donnerons pas la demonstration des Propositions 7.13 et 7.14

parceque nous demontrerons dans le paragraphe suivant des propositions qui

traiteront Γensemble J(Tn; 1, m) et J{Tn; mt 1) pour m quelconque.

Notation 5. Soit Όn,r la variete de drapeaux constituee par des chaines

(Vi, . . . , Vr) de sous-espaces vectoriels Vi de Cn tels que VΊ C C Vr et

que dim F, = i pour i = 1, 2, . . . , r.

Nous enumerons deux propositions suivantes dont nous ne donnerons pas

la demonstration.

PROPOSITION 7.15. J(T n ; 1, 2, 1; 2, 1, 1) se munit d'une structure dyun

espace fibre vectoriel holomorphe de fibre C1'2 et de base D«,2.

PROPOSITION 7.16. // existe une correspondance bi-univoque Men dέterminέe

entre J2(T"; 2, 2) et Όn,2.

Pour terminer ce paragraphe nous resumons dans le theoreme suivant les

resultats obtenus.

THEΌREME 4. Lensemble E{Tn 4) des espaces fibres vectoriels holomorphes

indέcomposables de fibre de dimension 4 sur un tore complexe Tn admettant

des connexions holomorphes est complέtement classifiέ de la facon suivante en

utilisant les notations introduites dans ce paragraphe.

E(TW; 4)^E(T"; 1) x N(Tn 4).

E(TM; l )2 rT ' Λ : La variέtέ de Picard de Tn.

N(T* 4) - Usm, = 4 J(T" mi, . . . , m/),
?tti> 0

J(T"; mi, . . . , m/)ΠJ(Tn; ml, . . . , mί) = 0 si (mu . . . , mι)*(mu - . > ml).

J(mi, . . . , m/)=J(T"; mi, . . . , m/) est classifiέ comme suit:

J(l, 1, 1, 1) 2rE(2): Un espace fibre vectoriel holomorphe de fibre Cn~ι et de base

E(l) (cf. Th. 3).

J(l, 1, 2)=0 (vide).
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J(l, 2, 1) = J(l, 2, 1 1, 2, 1) U J(l, 2, 1 2, 1, 1) (Somme disjointe).

J(l, 2, 1 1, 2, 1) ̂ rE(3) : Un espace fibrέ vectoriel holomorphe de fibre Cn~2 et de

base Pn-i * Pn-i (Prop. 7.5).

J(l, 2, 1; 2, 1, l)^rE(4): Un espace fibrέ vectoriel holomorphe de fibre Cn~2 et

de base DΛ>2 (Prop. 7.15).

3(2, 1, 1 ) - J ( 1 , 2, 1; 2, 1, 1).

J(2, 2) = J<(2, 2) UJa(2, 2) U Ja(2, 2) UM%> 2) {Som?ne disjointe).

J4(2, 2)crE(5): Z7w £s£tfC£ quotient de Srt,4.

Js(2, 2)crE(6): Un espace quotient de S«,3.

J3(2, 2)crE(7): Un espace quotient de S«,3.

J2(2, 2 ) ^ D Λ f 2 £/#£ variέtέ de drapeaux.

variέtέ grassmannienne.

§8. Classification de J(T« 1, m) et de J(T"; 1, . . . , 1).

Notation 1. Soit ψ une representation unipotente de Π de degre m. Soit

Γespace vectoriel complexe defini dans le Lemme 5.2 et prenons un element

ξ<ΞΓ(φ). Soit (£J(ΛΓ), . . . , ξm(x)) les composantes de ξ(x)(ΞCm. Designons

par Γiiψ) le sous-espace vectoriel de Γ(φ) des elements ξ tels que ξi+i{x) = •

= £m(#)=0 pour tout Λ e A . Si ξ<BΓi(φ), alors on voit que £, est constant.

L'application p, de Γi(φ) dans C definie par p/(£) = f, est clairement une appli-

cation lineaire. II est aussi clair que le noyau de p; est egal a Γespace Γi-i(ψ)-

On sait done que

(8.1)

De plus, puisque Γ(ψ) = Γ,»(y>) D Γw-i(f>)D OΓΛψ) D Γ0(f) = (0), on a

(8.2) dimΓ(^)= 'ΣάimΓi(ψ)/Γi-1(ψ).
l

D'apres (8.1) et (8.2) on sait que dimΓ(^) = ra si et seulement si di

Γi-i(φ) = 1 pour tout i = 1, 2, . . . , m. Ceci etant dit, nous allons demontrer le

lemme suivant:

LEMME 8.1. Soit ψ une reprέsentation unipotente de Π de degrέ m + l telle

que Eφ<=J(Tn; 1, m)} alors ψ s'ecrit comme suit:
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(8.3) ψ =

1 ψl ψl '

1 0

lo

ψm
0

oil ψu - . . > ψm sont linόairement indέpendants. Rέciproquement pour toute

reprέsentation ψ de IT de la forme (8.3) telle que ψu

indέpendants E,fξΞj(Tn; 1, m).

ψm soient linέairement

ί 1 Ψ\

Dέmonstration, Posons ψ =

ψ\

U

*
\ψf

1

0 ψr
Re-

marquons d'abord que ψ\ * 0 car Eφ contient Γespace fibre vectoriel 2?φ(υ comme

un sous-espace fibre vectoriel, ou ψω = ( Q y J Puisque dim r(£V) = 1 on sait

que EφlE% — Eφ>, oύ is£ designe comme toujours le plus grand sous-espace fibre

trivial de Eφ. Puisque dim Γ(E?>) = m, on peut appliquer la remarque faite

dans la Notation 1 et on sait que

(8.4) άimΓi(ψf)/Γi-1(ψf) = l pour i = l , . . . , m.

Nous allons maintenant montrer que ^i = ̂ I = * " ' = ψT - 0. En effet, puisque

Γmiψ^/Γm-iiψ') ̂  (0) il existe un element ξ e Γm(^M = Γ(^) tel que ?m # 0.

On sait alors que

ξm-Λx + ft) = £m-i(#) - ?f (ft) pour tout ft e 77 et # e .4,

ce qui entraine que ψT = 0. De la meme maniere nous pouvons montrer que

ΨΓ"1 = ψ?~2 - - - =φl = 0. Puisque ψ\#0 il existe un nombre /ί tel que ^i = kψl.

On sait que k - 0, car ^i = *?ί = 0. Montrons maintenant que ψf est la matrice

Γunite. Supposons qu'on ait demontre que ψij = 0 pour tout couple (/, j) tel que

2 ^ / < j ^ /, et demontrons que ^ ,/+i = 0 pour tout i<l + l. Pour cela con-

siderons la representation ψ suivante

1 ψi - ?>/-i ẑ "\
ψli ΨM 1 0

1 *
0

Ψι-i
1 ,
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oύ Γon a pose ψι = ψv>> . . . , ψι-i = ψu9 ψι = ψi,ι+u ψχι+i = Ψu . . . , ΨIMI^ΨI-L

Par le meme raisonnement que dans la demonstration de ψ? = 0, on sait que

ψ1=z =^/>! = 0. II est facile de voir que ψi, . . . , ψι-% sont lineairement

independants & cause que άimΓ(Eφ) = 1. Comparant les (1, /+l)-composantes

des deux membres de Γegalite

ψib) -ψib')=Ψib') φib),

on obtient Γegalite suivante:

ψiib) ψΛbf) + f2(£)

άb') (*)

pour ^, bf GΠ.

D'ou on obtient Γegalite suivante:

ψi A ^i + + y/-i Λ φι-ι = 0,

(cf. Notation 1 §7). Puisque ψu - • , ψι-ι sont lineairement independants on
~ ι~1 ~ ι~1

peut ecrire ψi- *ΣaJiψj pour i = l , . . . , / —1, d'oύ ψi= "Σa'tψj (cf. Lemme 7.1).

Puisque <pu > ^/-i sont lineairement independants et puisque ψi = 0 on

obtient done M = 0 d'oύ ψi = 0 pour f = 1, . . . , / — 1 et le lemme est ainsi

demontre.

Notation 2. Soit ψ une representation de Π de la forme (8.3). Nous de-

signerons par <p(b) la ligne (ψi(b)t . . . , ψm{b)) et par ψ la ligne (^i, . . . , ψm).

LEMME 8.2. Soient ψ et ψ' deux reprέsentations de Π telles que Eψy Eφ>

e / ( T w ; 1, m). Pour que ψ ~ ψ' il faut et il suffit que la condition suivante

soit satisfaite

(8.6) {ψu , ψm)c = Cψ'u . . . , <Pm)c.

Demonstration. Soit ψ y ψf i.e.

(8.7) ψib) «/U + b)=f{x) -ψ'ib) pour 6 e : / 7 e t t f e A

On sait d'abord que /(*) = (>i>(Λ?)) eiV(w-f 1, C) (cf. Notation 3 §7), et que

/«(#) est constant pour i = 1, - . . , w+ 1. Posons
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D'apres (8.7) on s^it que Mx + b) =/o(#) pour b&Π et x&A. II en resulte

que /o est constants. Nous obtenons encore par (8.7) Γegalite suivante:

fi(x+b)+ψ(b) fo^ψf(b)-i-f1(x) pour b<=IT, x&A.

Ceci entraine que φ / = ψ et par consequent on obtient Γegalite (8.6). Puisqu'on

peut raisonner tout reciproquement ie lemme est demontre.

D'aprέs les lemmes 8.1 et 8.2 nous avons demontre le theorfcme suivant:

THEΌREME 5. // existe une correspondance bi-univoque Men dέterminέe

entre Vensemble J(T"; 1, m) et la variέtέ grassmannienne Gn,m des sous-espaces

vectoriels complexes de dimension m dans Cn

t enparticulier si n<m, J(Tn\ l , w )

est vide.

Nous pouvons demontrer la proposition suivante comme dans le cas m = 2

(cf. Proposition 6.4).

PROPOSITION 8.1. En prenant le dual fun de Vautre il existe une corre-

spondance bien-dέterminέe entre ΐensemble J(Tn 1, m) et Vensemble J{Tn my 1).

Notation 3. Pour simplifier les notations nous designerons par J(Tn; 1 x m)

Γensemble J{Tn; 1, . . . , 1) ou 1 paraϊt m fois. Soit ψ une representation

( w^ * \ /I * \

o i ) = (o w{2))' Al ° r s

ii est clair que ψ{1) et ψ(2) sont aussi des representations de IT de degre m. Si,

de plus, ψ s'ecrit comme suit:

(8.8) ψ =

ί 1 Ψi

,0

' * ψn

. ψ2

• Ψl

1

alors nous poserons ψ = exp

ί 0 φ, ψt
0 ^i

0

ψi
Ψι
0 J

LEMME 8.3. Soit ψ une reprέsentation unipotente de IT de degre m + 1 telle

que E?<=J(Tn; l x ( m + D ) , alors ψ est equivalente a une reprέsentation ψ1 de

la forme (8.8):
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(8.9)

f 1 ψΊ ψ\
1 *

Ψ7Ψ' =

lo 1 )

ou φί # 0 eί ou / est une matrice constante. Rέciproquement pour une reprέsen-

tation unipotente ψ de la forme (8.8) telle que ψi # 0 Vespace fibrέ E , e / ( T " ;

l x ( ι » + D).

Dέmonstration par recurrence sur m. Supposons qu'on ait demontre le

lemme dans le cas oύ le degre de ψ < m + 1. Soit /i une matrice de GL{m, C)

telle que

/Γι f(1) /i =

l φΊ
l

1 J

oύ φΊ # 0. Posons Ψ' = {^QV) ' Ψ ' {fn ?)• Alors ^' s'ecrit comme suit:

lo

ψi φ'm-iφm-ι)
1 ' :

i yί 0i
1 fϊ

1

Puisque <f{ # 0 il existe un nombre k tel que ^ί' = kψ[ et nous pouvons supposer

que k = 1 i.e. f {' = f [. Supposons qu'on ait trouve une matrice / telle que

1 ψΊ • ψ'm-lψm-i}
l . •

' ψh
[
1

et montrons qu'il existe une matrice/' telle que
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(8.10)

1
ψ'm-ι

ψ[

0

ψ'ΰx

Ψ'l

l

Pour cela considerons la representation suivante

ί 1 ψ't
1

Φ =

Ψi-x ψι ψύ
ψ'l-lψ'l

i

1

En comparant les (1, /+ 2)-composantes des deux membres de Γegalite ψ(b) ψ(b')

= φ(b') ψ(b) ibyb'SiΠ), nous obtenons Γegalite suivante:

<f[(b) ψΊ'(b') + ψl(b) ψΊ-Λb') + • • • + ψ'tib) f[(b')

= ψ[(b') ψΊ'(b) + ψ[(b ) - f'i.x{b) + • • + <f[{b') ψ[(b),

d'oύ on a ψ\(b) ψϊ(b') - ψ[(b) ψ'ι'(b) + fΊib) ψ[{b') - ψΊ(b') ψ[(b) = 0 d'oύ

encore on a

ί ί Λ f ί ' + f !Λf ! = 0 i.e. f ίΛ (φ'ι-ψι)=0.
/>^ Z^fc, / ^ ^

Par suite il existe un nombre a tel que ψ'ι —φΊ=> ccψ[ d'oύ

Dans ce cas il n'est pas difficile de trouver une matrice / ; satisfaisant h la

condition (8.10) et par consequent on peut trouver une matrice / telle que

(8.9) soit satisfaite. L'enonce reciproque est aussi facilement demontre par

recurrence sur m et le lemme est demontre.

Dans la suite nous ne considerons que les representations ψ de la forme

(8.8) telles que <fχ # 0. Nous appelerons done telle representation ψ une reprέsen-

tation typique.

LEMME 8.4. Soient ψ et ψf deux reprέsentation typiques. Si ψ ~~ ψ1, alors
Λ/d)
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En effet, si ψjψ1 on sait facilement que f(x)&N(m + l, C) pour tout

et fn(x) est constant a pour ι = 1, . . . , m-fl. Posons / = ( Λ )•

Alors on obtient Γequivalence suivante: ψa) faψ'^ et le lemme est demontre.

Le lemme suivant est facile & prouver.

LEMME 8.5. Pour tout nombre h, bj i, j = 1, . . . , m on a

exp

0 fli ' a m

0

0 J

exp

0 h
0

= exp

0

LEMME 8.6. Soient ψ et ψ* deux representations typiques de TI de degrέ

w-fl. Si ψf = <Pi* pour ί = 1, . . . , m, alors il existe des fonctions holomorphes

fu *fm sur A telles que

(8.11) Ψ7Ψ*

ou /=

1 h
1

lo

fm\

.A
1 )

Rέciproquement si la condition (8.11) est satisfaite

on a ψf = $ * pour i = 1, . . . , m.

En effet, puisque pi = ψi*-ψf^A* nous pouvons prendre une fonction
(0 gi #

0
i) pour i = l , . . . , « . Posons / = e x p D'apres le

. 8ι
VO 0 )

Lemme 8.5 on obtient Γequivalence (8.11). L'enonce reciproque etant aussi

demontre de la meme fagon le lemme est demontre.

LEMME 8.7. Soient φ et ψ1 deux representations typiques de degrέ w-f l

telles que <P?~<Pi* pour ί = l, . . . , m. Supposons quon ait une έq'uivalence

suivante

φηrφ'

Alors il existe un nombre c * 0 tel que / s'ecrit comme suit:
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; / =

fm

/i

1

Demonstration. On peut voir d'abord que fix) &N(m + l, C) pour tout

x^A et que fii(x) = c est constant pour tout i = 1, . . . , w + L Supposons

maintenant qu'on ait demontre que / doit etre de la forme suivante:

1 A ' ' ' fm-2 g
1 " fm-2

lo

fm-2

. A
1

Demontrons que g = ft, ce qui completera la demonstration du lemme.

Comparant les (1, m)-composantes des deux membres de Γegalite

(8.12)

on obtient

(8.13)

φ(b) ψ'(b)

+ <Pm-*(b)A(x+ b)

= ψm-ι(b) +fι(x) φ'm-i(b) +/2(x) +

De meme en comparant les (2, t»+D-composantes des deux membres de

Γegalite (8.12) on obtient:

(8.14) h(x+ b) -*{x + b)+

+ ψm-2(b)fi(x + ft)

Combinant (8.13) et (8.14) on sait qu'il existe un nombre a tel que

(8.15) h^g+cc.

Maintenant comparons les (1, ?w-M)-composantes de Γegalite (8,12)t Nous

obtenons alor§:
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(8.16)

Or, le premier membre de (8.16) est egal &

gixΛ-b) + ψi(b)/m-ι(x + b)+ <p

4- φm-i(b)fι(x+b) + ^

ψm-ι(b)fι(x+b) + ψm(b)

/i(*) ψ'm-ι(b) +A(X) ?4-2(£) "f

[(b) + g(x) ψ[(b) + *(*).

-2(x + b)

d'oύ on obtient

' 1 ψ • ftn-i
ψm-l

oCi

. ft
1

/' =

/'(*+*)=/'(*)

/l * /m-2 # ft '
1 ' /m-2 g

ftn-2

φίx

\0

U
1 /i

1 ^

II resulte du Lemme 8.6 que (φm+ aψi)* = ̂ m*. Puisque

on obtient

aft)* =

i.e. α^i = 0 et par suite a = 0 car ^i ^ 0. Par consequent nous avons montre

que h=g et le lemme est demontre.

LEMME 8.8. Soient φ et ψ' deux reprέsentations typiques de degrέ m+\

telles que ft* = ̂ z * pour i = 1, . . . , m - 1. Si ψ J <pf, a/ors i/ ^ts to ww nombre

a tel que

Demonstration. Puisque <f ib) f(x+b) =f(x) ψ'(b) on sait d'abord que

fix) <B]Vκm+l, C) pour tout x (=A et que /« sont const, pour *' = 1, . . . , m + 1.

Si Γon pose / = y ~ j = yί .{2)\ on obtient les deux equivalences suivantes:
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Utilisant le Lemme 8.7 on peut supposer que

/ =

D'apres le meme raisonnement que celui du Lemme 8.7 on peut trouver

un nombre a tel que h =/m-i + or. Posons

, 0

A
1

" * fm-2

-

fm-ι
fm-2

h
1

g λ

fm-2

fx
1 >

f 1 /x /m-i

alors on obtient:

1 ^I
1

/ m -

. /i

1

lψί
1

1

D'apres le Lemme 8.6 on a finalement

(8.17)

ΨΊ
l

Le premier membre de (8.17) etant ψm + aψi le lemme est ainsi demontre,

LEMME 8.9. Soient ψ el ψ1 deux representations typiques de degrέ rn + 1.

Si ψ{l)^<pfκl\ alors il existe une reprέsentation typique <f" telle que ψn — ψ1 et que

φy * = <pf pour i = 1, 2, . . . , m - 1.

Demonstration. Puisque ψω — ψf{1) il existe un nombre c tel que <f[ ~cψι.

Posons

oύ / =

o ϊ

Alors on voit que n)ψ" =

{ 1 ψi'
1

U
• <F\'

\ i

est
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1

une representation typique de IT et que φ" = — <p[ i.e. ψϊ —ψi. Supposons qu'on
c

ait demontre qu'il existe une representation typique {l)φ" telle que
(I ΨΪ

1
• ΨΪ

0

ψϊ

• ΨΪ

telle que φ"* = ψf pour i = 1, . . . , / . Nous allons montrer qu'il existe une re-

presentation typique ( Z + 1 y telle que φf^a+1)<ρ» et que $ ' * = yf pour i = 1, . . . ,

f 1 ψί' ^ ^

/-f 1. Pour cela posons 0 =

0

Ψϊ

• Ψϊ
1

et

1 ψι
1

0

ψi+i

Puisque <f'a) on obtient 0 ~~ {l)ψ. II resulte alors du Lemme 8.8 que

pour un nombre a. Posons maintenant ψi'+i = ψ + α:^!' et

o
1

0
0
1 0

1 0
1

0
0
.

. . .

0
a
0

O
2a
0

• 0
• 0

o . . .
3a: 0

0
a2

0

•

0
kia

0

• 0
• 0

2 0 •
k2a

2

.

0

o .
a*
0

0

kW
0

. o
•0 a'
O •'•

/ =

\ o

o ύ ki = ki-ι •+• iH-1> kj = kj-i -f kjy ko = ko = ko =

lence suivante:

f l ΨΪ

(')/,

ίp{' (P *

1

• Ψ

ΨΪ

ΨΪ

' km-2l-ia

= 1, alors on obtient Γequiva-

1 .
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oύ a+l)ψft est aussi une representation typique. Puisqu'on peut faire ce procede

jusqu'a / = m - 2 le lemme est demontre.

LEMME 8.10. Soient ψ ei ψ' deux reprέsentations typiques de degrέ m + 1

telles que ψf = $ * pour i = 1, . . . , m - 1. Alors pour que ψ -+* ψ' il faut et il

suffit quil existe un nombre oc tel que

(8.18) ψni = ψm ~h CCψl

En effet, la necessite resulte du Lemme 8.8. Supposons que (8.18) soit

satisfaite. On a ψm =ψ% + ccψ\ = (ψm+ α^i)*. Alors il resulte du Lemme 8.6

que Γon a Γequivalence suivante:

oύ/ =

0

(1 0
1

ko

Ψ'm)

1 )

0 a 0

1
ψm-i

ψm-i

. ψi
1

1 ψi
1

lo

Ψn

Ψi

1 )

Le lemme est ainsi demontre.

D'apres les Lemmes 8. & et 8.10 nous pouvons demontrer le theoreme

suivant:

THEOREME 6. Soit π Vapplication de J ( T n ; 1 x (m + 1)) dans J ( T n ; 1 x m)

dέfinie par π{Eφ)=E9ω. Alors J ( T n l χ ( m + l ) ) ( J ( T n ; l χ m ) , Cn~\ π) se

munit d'une structure d'espace fibrέ vectoriel de fibre Cn~\

§9. Remarques diverses sur des espaces fibres vectoriels en general.

Dans ce paragraphe nous etudierons des espaces fibres vectoriels holo-

morphes sur un tore complexe qui n'admettent pas necessairement des con-

nexions holomorphes. Nous allons demontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 9.1. Soit L un espace fibrέ vectoriel holomorphe de fibre C

sur un tore complexe. Soient E et E1 deux espaces fibrέs vectoriels holomorphes

sur le tore complexe admettant des connexions holomorphes. Supposons que

LφE soit isomorphe a E'. Alors L admet aussi une connexion holomorphe.

Dέmonstration. Soient E = £Ί 0 0 Es, E' = E[ φ 0 E'r les decompo-
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sitions de E et E' en les facteurs indecomposables. Alors on peut supposer que

L ® Ei soit isomorphe k E[ (cf. [3]). D'apres le Theorέme 3 de [6] nous

pouvons trouver deux espaces fibres L\ et L[ de fibre C admettant des con-

nexions holomorphes et deux espaces fibres vectoriels F et F* admettant aussi

des connexions holomorphes tels que

et tels que det (F) (resp. det(F')) soit un espace fibre trivial / de fibre C, oύ

det(F) designe Γespace fibre associe & F par la representation det de GL(r, C)

dans C* = G£(l, C), GL(r, C) etant le groupe structural de F. Puisque L® Ex

- E[ on sait que L ® Lx ® Z,[* ® F - F' et par suite que

(L®Lι®L[Ύ-l

r etant la dimension de fibre de F car det (L ® F) - Lr ® detF. II nous done

suffit de demontrer le lemme suivant (peut-etre bien connu).

LEMME 9.1. Soit L un espace fibre vectoriel holomorphe de fibre C et de

base M. Si U est trivial pour un entier r * 0, alors L admet une connexion

holomorphe.

Dέmonstration. Soit {UΌ) un recouvrement suffisamment fin de M tel que

L soit trivial sur UΛ et soit {ga?} le systeme de fonctions de passage de L par

rapport au recouvrement {U*}. Posons maintenant comme suit:

2 2 1
- -g- π < arg z < -^ π)

II est evident que C* = CiU C2. Puisque Lr - / il existe une application holo-

morphe ga de UΛ dans C* telle que

^βίι(Λ)r = β̂e(Λf) •^(ΛΓ)" 1 pour tout Λτef/αΠ Z7P.

Soit UΛι = gϊ\Ci) et soit U*3 = gZ\C2). II est clair que

C/rt=C7αiUί/α2.

Soit ^ la restriction de ^α a Uai et soit ^ ^ celle de ga? a UΛiΓλUh pour

j, / = 1, 2. Considerons une branche /β/ des racines r-puissance glJ[ de gai et

posons garfj=fa,r /p"/ cβ / p ί. Puisque c e i ? j est une application holomorphe (^
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fortiori continue) de Ua{Γ\ U^ dans C* et puisque ^ ^ = 1 on sait que cΛt^ est

une application constante sur chaque composante connexe de UH Π U^. II en

resulte que L admet une connexion holomorphe (cf. Prop. 14 ClD) et le lemme

est demontre.

PROPOSITION 9.2. Soit E un espace fibrέ vectoriel Holomorphe indέcomposάble

sur un tore complexe admetiant une connexion holomorphe, Soient L et L1 deux

espaces fibrέs vectoriels holomorphe de fibre C tels que L ® E soit isomorphe a

U ® E. Alors L cr ZΛ

Demonstration. D'apres le Theoreme 3 de [6] on peut ecrire:

E = Li ® Eι

oύ det£i - I et oύ Lx soit un espace fibre de fibre C. Puisque L® Li® Eι

^L'®Lι®Ei entraine L ® £Ί — L' ® £Ί, on voit, d'apres la proposition 9.1,

que L ® Z/* possede une connexion holomorphe et par suite, d'apres le Lemme

5.3 de [6] on sait que L® L'* ~ I i.e. L-L' et la proposition est ainsi

demontree.

Remarque 1. La Proposition 9.2 n'est pas vraie si Γon ne suppose pas que

E soit indecomposable. Par exemple prenons un espace fibre vectoriel de fibre

C tel que U ^ I et que L ne soit pas trivial. Posons

E = Eι Θ (L ® Eι)

oύ. Eι est un espace fibre vectoriel holomorphe admettant une connexion holo-

morphe. Alors on sait que L® E— E.

Remarque 2. Quand on veut classifier les espaces fibres vectoriels holo-

morphes qui n'admettent pas necessairement des connexions holomorphes, on

fabriquera d'abord des espaces fibres vectoriels de la forme L® Et oύ E est un

espace fibre vectoriel a connexion holomorphe et oύ L est un espace fibre

vectoriel arbitraire de fibre C. D'apres les Propositions 9.1 et 9.2 on voit qu'il

existe, dans un sens, beaucoup d'espaces fibres vectoriels qui n'admettent pas

des connexions holomorphes. On se demande done: " Est-ce que tout espace

fibre vectoriel est, par hasard, fabrique par le procede comme ci-dessus ?"

Malheureusement cette conjecture n'est pas vraie meme si la base est un tore

complexe de dimension 1 ou plus fortement meme si la base est une courbe

elliptique. Par exemple prenons un espace-fibre vectoriel holomorphe E de fibre

https://doi.org/10.1017/S0027763000006693 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000006693


154 AKIHIKO MORIMOTO

C2 sur une courbe elliptique dont le degre est egal & 1 (pour la notion de degre

de E voir Atiyah [2]). Par un calcul facile des classes de Chern des espaces

fibres de la forme L ® £Ί, on peut voir aisement que E ne peut pas βtre ecrit

sous la forme E = L® Ei comme plus haut.
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