SUR LA CLASSIFICATION DES ESPACES FIBRES
VECTORIELS HOLOMORPHES SUR UN TORE
COMPLEXE ADMETTANT DES
CONNEXIONS HOLOMORPHES

AKIHIKO MORIMOTO

Introduction. Dans ce travail nous étudierons le probleme de classifier
les espaces fibrés principaux holomorphes de groupe GL(m, C) sur un tore
complexe admettant des connexions holomorphes i.e. la classification des espaces
fibrés vectoriels holomorphes sur un tore complexe admettant des connexions
holomorphes. Récemment M. Matsushima [6] a démontré qu'un espace fibré
vectoriel holomorphe sur un tore complexe admettant une connexion holomorphe
de fibre de dimension 2 posséde nécessairement une connexion holomorphe
intégrablé c.a.d. une connexion holomorphe dont la forme de courbure est nulle.
D’autre part d’aprés Atiyah [1] on sait qu'un espace fibré holomorphe de base
M et de groupe structural G admettant une connexion holomorphe intégrable
est un espace fibré principal associé au revétement universel de la base M par
une représentation du groupe fondamental de M dans G et vice versa. En
combinant ces deux résultats M. Matsushima a classifié tout complétement les
espaces fibrés vectoriels holomorphes de fibre C*® admettant des connexions
holomorphes sur un tore complexe. Notre étude commence, par la générali-
sation du théoréme cité plus haut: Un espace fibré vectoriel holomorphe sur
un tore complexe admettant une connexion holomorphe posséde nécessairement
une connexion holomorphe intégrable. Ce théoréme sera démontré en con-
sidérant l'espace fibré principal de groupe structural G un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe (Théoreme 2). En utilisant ce théoréme et le
théoreme d’Atiyah nous pouvons classifier complétement les espaces fibrés
vectoriels holomorphes admettant des connexions holomorphes sur un tore
complexe de fibre de dimension 3 ou 4 (§6 et 7). En général, nous pouvons

définir une notion de la longuenr d'un espace fibré vectoriel en question qui

Received February 24, 1959.

83

https://doi.org/10.1017/50027763000006693 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000006693

84 AKIHIKO MORIMOTO

peut étre considérée comme une obstruction analytique, dans un sens, d'un
espace fibré vectoriel holomorphe, et notre classification sera faite suivant la
longueur (cf. Déf. 5.3). Nous trouverons que l’ensemble de tous les espaces
fibrés admettant des connexions holomorphes est trés abondant et on peut
fabriquer une correspondance bi-univoque entre I'’ensemble en question et un
espace somme des variétés holomorphes et des espaces fibrés vectoriels holo-
morphes sur des variétés holomorphes toujours tres familiéres, par exemple,
variété grassmannienne, variété de Stiefel, variété de drapeaux et I'espace
projectif complexe. Dans le paragraphe 8 et le suivant nous étudierons l'espace
fibré vectoriel & connexion holomorphe sur un tore complexe de fibre de di--
mension quelconque, en particulier, de longueur spéciale, et enfin nous ajouterons
quelques remarques concernant le probléme de classifier tout espace fibré vec-
toriel holomorphe qui n'admet pas nécessairement une connexion holomorphe.
Je tiens a exprimer ici toute ma reconnaissance 2 M. Y. Matsushima dont

plusieurs suggestions ainsi que les encouragements constants m’ont été si
indispensables.

§ 1. Automorphismes d’un espace fibré principal et connexions holomorphes

Soit P(M, G, =) un espace fibré principal holomorphe de base M, de groupe
structural G, et de projection . Un automorphisme de P(M, G, ©) est, par
définition, un homéomorphisme holomorphe 7 de la variété complexe P qui
commute avec les translations 4 droite par des éléments de G :foRs=Raof
(e G), R, désignant la translation a droite par un élément ¢ de G. Le groupe
de tous les automorphismes de P(M, G, n) est un groupe de Lie complexe par
la topologie de la convergence compacte si la base M est compacte. Ce groupe
sera désigné par F(P). L’algebre de Lie de F(P), qui sera noté {( P), s’identifie
avec l'algébre de Lie des champs de vecteurs conformes sur la variété P qui
sont invariants par les translations a droite. Soit A(M) le groupe des homéo-
morphismes holomorphes de M sur lui-méme munissant de la topologie de la
convergence compacte. Si M est compacte, A(M) est un groupe de Lie com-
plexe dont l'algebre de Lie s’identifie avec l'algebre de Lie des champs de
vecteurs conformes sur M. On a un homomorphisme canonique de F(P) dans

A(M), qui sera désigné encore par =, tel que
zmof=(rf)or pour tout f& F(P).
L’homomorphisme n est holomorphe. Désignons par Fy(P) (resp. Ao M)) la
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composante connexe de l'élément neutre de F(P) (resp. A(M)). (Pour les
faits cités ci-dessus, voir [8]).

Considérons, maintenant, une connexion différentiable /° sur l'espace fibré
P(M, G, =)."" Désignons par T l'espace tangent de P au point ¥ E P et par
le sous-espace horizontal de T, défini par la connexion /. Soit w la forme de
connexion de /. La connexion I" sera dite holomorphe si la forme v est holo-
morphe. Soit Ir le tenseur sur P définissant la structure complexe de P. Une
connexion I" sur P(M, G, =) est holomorphe si et seulement si les deux con-

ditions suivantes soient satisfaites:

1) IrQx C Q. pour tout x € P,

2) Pour tout champ de vecteurs conforme X défini dans un ouvert de M
le relevement X™ de X relatif & I” est conforme.

Une connexion I sera dite intégrable si la forme de courbure de /" est

nulle. D’aprés Atiyah [1] on sait le fait suivant:

Pour qu'un espace fibré holomorphe P(M, G, =) posséde une connexion
holomorphe intégrable il faut et il suffit qi'il soit Uespace fibyé principal associé
& MM, T, p) par une représentation du groupe fondamental T de M dans G,

ot M (M, 11, p) désigne le revétement universel de M.

Soit P'(M, G', =') un espace fibré holomorphe de base M de groupe struc-
tural G' et de projection z'. Un homomorphisme a de P'(M, G', =') dans
P(M, G, =) est défini par une application holomorphe « de P’ dans P et un
homomorphisme holomorphe « de G' dans G tels que #'(x') ==(ex"), a(x'+a")
=alx') » ala’) pour tout ¥'€ P’ et @' = G'. Dans ce cas P(M, G, =) est 'espace
fibré associé a P'(M, G, n') par la représentation « de G' dans G. Sil existe
une connexion holomorphe intégrable sur P/(M, G/, z') alors P(M, G, =) posséde
aussi une connexion holomorphe intégrable, car, puis qu'il existe un homo-
morphisme de M (M, II, p) dans P'(M, G, =), on obtient aussi un homo-
morphisme de A7(M, /i, p) dans P(M, G, =) et par suite P(M, G, =) est 'espace
fibré principal associé a A7 (M, 1T, p) par une représentation de /7 dans G.

$2. Tores complexes

Dans tout ce qui suit nous désignerons par 7 un tore complexe de

1 Pour la notion de la connexion dans un espace fibré nous suiverons Nomizu [10].
Pour la théorie générale de la connexion holomorphe, voir Atiyah [1].
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dimension complexe n. On peut identifier 7' avec un sous-groupe du groupe
des automorphisme A(T") de la variété complexe 7", On sait que la com-
posante connexe de l'élément neutre de A(7") coincide avec T". Si la base
M d'un espace fibré P (2, G, =) est un tore complexe on a le théoréme suivant
dii & Matsushima [6]:

Un espace fibré priacipal holomorphe P(T", G, =) de base T" posséde
une connexion holomorphe si et seulement si I’homomorphisme canonique =, de

Fo(P) dans Al(T) est surjectif.
Quant a la connexion holomorphe intégrable nous avons le lemme suivant:

LEmME 2.1. Un espace fibré principal holomorphe P(T”, G, n) posséde
une connexion holomorphe intégrable si et seulement s'il existe un sous-groupe
de Lie complexe abélien H de Fo(P) tel que nl H) = Al T").

En effet, supposons que 'espace fibré P(T”, G, =) posséde une connexion
intégrable /" Soit ) le sous-ensemble de () constitué par tous les relevements
X* de X<a relatif a /, a désignant P'algébre de Lie des champs de vecteurs
invariants sur le groupe de Lie T”. On va montrer que [ X, Y*] =0 pour tout
X et Y dans a. Puisque 2[X* Y*1=[X, Y1'=0, h désignant la projection
de T, sur Q, il nous suffit de montrer que la composante verticale de [X*, Y *]
est nulle. Pour cela il suffit de montrer que ([LX™ Y*1)=0. Or, la connexion

I" étant intégrable, on a I'égalité suivante:
1 }
dw + '2*[(1), w]=0.

On a donc dw(X", Y*) =0. Dautre part, do(X* Y*) = ;:{X* cw(Y™)

~Y e w(X") -0l [XF, Y D= — %-wL[X*, Y*]). 11 en résulte que w([X*
Y*1) = 0. Par conséquent on voit que f) est une sous-algébre de Lie complexe
abélienne de 1(FP). Soit H le sous-groupe de Fy(P) correspondant 2 la sous-
algebre de Lie . On a manifestement =o(H) = A(T”). Réciproquement,
supposons qu'il existe un sous-groupe de Lie complexe abélien H de F(P) tel
que mlH) = A(T"). Soit |) la sous-algébre de Lie de {(P) correspondant a H.
Il est évident que ='([)) =aq, ou ' désigne le différentiel de 'hnomomorphisme r
de F(F) dans A(M). Puisque = est holomorphe on peut trouver une sous-

algebre complexe Y de §) telle que la restriction de =’ a §)’ est une bijection de
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) sur a. Posons @.={L: L< '} ou L, désigne la valeur du champ de vecteurs
L en un point x € P. On voit que @, (x E P) définit une connexion holomorphe
I’ sur P en verifiant les deux conditions 1) et 2) dans §1. Il nous suffit donc
de montrer que /” est intégrable. Pour le montrer remarquons d’abord que l'on
a X*=xz7"(X) pour X<=a ot X* désigne le relevement de X relatif & I" et ou
= designe la restriction de =’ 4 §’. On a donc [ X", Y*1=0 pour X, Y<a

D’autre part la forme de courbure 2 de / est donnée par la formule suivante:
1
2=dw+ 2 [0, w].

Pour montrer que 2 =0 il suffit de verifier 2(X* Y")=0 pour X, Yea. Or,
QX" Y¥)=do(X* V) = — ; o([X* Y] =0. Le lemme est ainsi établi.
Soit maintenant 7" = A/Il, ou A est un espace vectoriel complexe de di-
mension complexe 7 et ot IT est un sous-groupe discret de A de rang 2#. On
peut considérer A comme espace vectoriel réel de dimension réelle 2, que
nous désignerons par A,. L’espace vectcriel A, est engendré par /I sur le
corps des nombres réels R Soit ¢ un homomorphisme de /7 dans le groupe
additif -des nombres complexes C. On peut uniquement prolonger ¢ & une
fonction R-linéaire de A, dans C que l'on désignera encore par ¢. Soit A: '
U'espace vectoriel complexe constitué par des fonctions R-linéaire sur A, a
valeurs dans C et soit A* le sous-espace vectoriel complexe de A;‘ constitué
par des fonctions C-linéaires sur A. Soit maintenant F(¢) 'ensemble des fonc-

tions holomorphes f définies sur A telles que
f(x+b) =71(x)+¢b) pour tout x< A et be IT.

Ceci dit, on a le lemme suivant qui sera fréquemment utilisé dans §6, 7 et 8.
(Cf. Lemme 6.3 [6].)

LEMME 2.2. Pour que F(¢) ne soit pas vide il faut et il suffit que ¢ = A",

§ 3. Groupes de Lie nilpotents simplement connexes

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit § l'algébre
de Lie de G. Désignons par exp l'application exponentielle de ¢ dans G. On
sait que exp est une bijection de 8§ sur G. De plus si G est de Lie complexe
exp est une bijection holomorphe (cf. [7]). Cela étant dit on va prouver le

lemme suivant:
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LeMME 3.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit

g Ualgébre de Lie de G. Supposons qu'on ait I'égalité suivante
g expa=expa g pour deux a, a9 et un g€ G.
Alors pour tout nombre réel t on a I'égalité suivante
geexpta=expta' * g.

En effet, expa' =g+ expa+ g ' =exp (Ad(g) - a). Puisque l'application exp
est injective on a a'= Ad(g) *a. On a alors ta' = Ad(g) * ta et par suite on a

expta =exp (Ad(g) *ta) =g+ expta+g'. cqfd

LemME 3.2. Les notations étant celles du §2, soit ¢ un homomorphisme de
IT dans un groupe de Lie nilpotent simplement connexe G. Alors on peut

uniquement prolonger ¢ & un homomorphisme (continu) de A dans G.

Posons, en effet, ¢ (&) = exp ¢(b) pour b€ JI. Puisque ¢(b+ ') =¢(b) » ¢(b')
=¢(b') » ¢(b), on a
exp ¢(b) « exp ¢(d') = exp ¢(d') » exp ¢(b) pour b, b' e 1L
En utilisant deux fois le Lemme 3.1 on obtient
exp t¢(b) « exp s¢(d') = exp sp(d') » exp ty(b)
pour tout s, t € R Par suite on a [¢(d), ¢(5)]1=0. On a donc
exp (¢(b) + ¢(8')) = exp ¢(b) « exp ¢(d')

=¢(b) o) =c(b+ V) =expe(b+d).
Par conséquent on obtient
(3.1) ¢(b+d") =¢(b) +¢(d),

car 'application exp est injective. Soit {bi, . .., b} (B;EN, i=1, ..., 2n)
une base de I'espace vectoriel A,. Maintenant posons:

2n

2n
‘?(Z.:t,-b.-) = exp 2 ti¢(h),

=1

pour L ER i=1,2,...,2n Dapres (3.1) on voit que la définition de & ne
dépend pas du choix de base {4, ..., b2n} et que ¢ est un homomorphisme
de A dans G et que ¢ () =¢(b) pour b JI. Pour montrer I'unicité du pro-

longement soit ¢, un homomorphisme prolongé de ¢. Puisque, pour tout entier
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k>0, o0n a
. k k
({51( i b)) =¢(b) =exp ¢(b) = (exp ’13 </)(b))
on obtient
4?;( ; b) = exp }1a o(b) = 5(;b>
pour tout b € IT, car g* = g'* entraine g =g' pour g &' €G. Ensuite on obtient
I'égalité
s (M) (™
(o) =#(%0)
pour tout entier m et 2> 0. Il en résulte immédiatement que ¢, =3 et le

lemme est démontré.

§ 4. Existence d’une connexion holomorphe intégrable

Démontrons d’abord le théoréme suivant

TretorEME 1. Soit G un groupe de Lie complexe nilpotent simplement
connexe. Supposons qu'un espace fibré principal holomorphe P(T", G, =) posséde

une connexion holomorphe. Alors P(T", G, =) posséde nécessairement une con-

nexion holomorphe intégrable.

Pour démontrer le Théoréme 1 établissons trois lemmes suivants.

LemMmE 4.1. Soit P(M, G, n) un espace fibré principal holomorphe de base
M et de groupe structural G (dans ce lemme G est un groupe de Lie complexe
quelconque). Considérons U'ensemble T'(P) de toutes les applicalions holomorphes

f de P dans G satisfaisant & la condition suivante

(4.1) flx@)=g""f(x) g pour tout x< P et g€G.

Si U'on définit la multiplication de deux éléments f et f' de I'(P) par:
(4.2) (S /M%) =f(x)f"(x)  pour xEP

et si Uon introduit la topologie de la convergence compacte dans I'(P), alors

I'(P) devient un groupe topologique.

En effect, on voit facilement que /(P) est un groupe abstrait par la multi-
plication définie par (4.2). Or, pour un compact K dans P et un voisinage
ouvert U de I'élément neutre de G nous posons W(K, U) ={f|fe I'(P),
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f(K)CU}. Alors le systtme fondamental des voisinages ouverts de I'élément
neutre de I'(P) est, par définition, constitué par des ensembles de la forme
’_{'iW(I(i, U;) ou K, est un compact dans P et ot U; est un voisinage ouvert
dle I'élément neutre de G. Dans ce cas il est immédiat de verifier les conditions

pour que /(P) devienne un groupe topologique.

LemME 4.2. Soit P(M, G, ») un espace fibré principal holomorphe de base M
et de group structural G quelconque. Posons B(P) ={f€ F(P)|nf=id.de M}.
Aloys il existe un isomorphisme topologigue a de I'(P) sur B(P).

En effet, soit 7 un élément de B(P). Puisque nf est l'identité de M, on a
pour tout x € P, n(x) ==(f(x)); c-a-d. x et f(x) sont contenus dans une méme

fibre. Par suite il existe un élément f(x) de G tel que
(4.3) F(x) =%+ f(2).

Puisque 7 est holomorphe on voit facilement que f est une application holo-
morphe de P dans G. D’autre part puisque 7 est un automorphisme de
P(M, G, =), on obtient I'égalité (4.1). Par conséquent f est un élément de
I'(P). Réciproquement pour un élément f de I'(P) on peut définir un élément
7 de B(P) par (4.3). On voit que la correspondance ainsi établie a : f > f est
une correspondance bi-univoque. Puisque B(P) se munit de la topologie de la
convergence compacte on peut directement verifier la bi-continuité de « et le

lemme est ainsi établi.

LemMmE 4.3. Si G est un groupe de Lie complexe nilpotent simplement
connexe, pour tout espace fibré principal holomorphe P(M, G, ) de groupe
structural G, le groupe B(P) défini dans le Lemme 4.2 est connexe.

En effet d’aprés le Lemme 4.2 il suffit de montrer que le groupe I'(P)
est connexe. Pour cela, prenons un élément f de I"(P). On a 'égalité (4.1).
Puisque G est un groupe de Lie complexe nilpotent simplement connexe l'appli-
cation exp de 8 dans G est bijective holomorphe ou g désigne l'algebre de Lie

de G. On peut donc écrire comme suit:
f(x) =exp h(x) pour x€ P,

ot h est une application holomorphe de P dans 9. Posons f:(x) =expt- h(x)

pour t€ R. Alors, d’apreés le Lemme 3.1 on voit que /3 € I'(P) pour tout t< R
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et que f; est ’élément neutre de I'(P) et que fi=/. Il nous reste donc dé
montrer que 'homomorphisme ¢ de R dans ["(P) défini par ¢ - f: est continu.
Pour cela prenons un compact K dans P et un voisinage ouvert U de I'élément
neutre de G. Puisque p est homomorphisme il suffit de montrer qu'il existe un

nombre positif ¢ tel que
fre WK, U) pour |ti <3a.
Or, puisque A(K) est un compact dans ¢, il existe un nombre 6> 0 tel que
t+ h(K) C (exp) (U) pour || < 6.

On a alors fi(K)=exp (¢ h(K)) CU pour |t! <4, par suite fr€ W(K, U)

pour |¢] < 4. Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du Théoréme 1. Puisque B(P) est connexe (Lemme 4.3)
le noyau de 'homomorphisme canonique 7, de Fo( P) dans Ao(T") coincide avec
B(P) car B(P) est le noyau de 'homomorphisme = de F(P) dans A(T").
Puisque P(T" G, ») posséde une connexion holomorphe =, est surjectif. D’autre
part, puisque A T") =~ T" est compact, d'aprés un théoréeme d’Iwasawa (cf.
Lemme 3.15 [5]) la restriction zx de =y & un sous-groupe compact maximal K
de F,(P) est aussi surjectif.

Soit t lalgebre de Lie de K et soit n 'idéal de t correspondant au noyau
de 'homomorphisme =x. Puisque K est un groupe compact on peut trouver un

idéal abélien §' de f qui est complémentaire de n dans t.

f=n+5 (somme directe).

Soit § le sous-espace vectoriel complexe de {(P) engendré par §'. 1l est clair
que ) est une sous-algeébre complexe abélienne de f(P). Il en résulte que le
sous-groupe complexe abélien A de F(F) correspondant & §) est appliqué par
m sur Ao(T"). D'aprés le Lemme 2.1 le Théoreme 1 est ainsi démontré.

Soit maintenant E (M, C™) un espace fibré vectoriel holomorphe de base M
et de fibre C”. Nous dirons que E(M. C™) posséde une connexion holomorphe
(intégrable) si l'espace fibré principal holomorphe associé P(M, GL(m, C)) a
E(M, C™) posséde une connexion holomorphe (intégrable).

Nous allons montrer que le Théoréme 1 entraine le théoréme suivant.

TutorEME 2. Si un espace fibré vectoriel holomorphe E(T”, C™) de base

T" et de fibre C™ (m: quelconque) posséde une connexion holomorphe, E(T", C™
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posséde nécessairement une connexion holomorphe intégrable.

Démonstration. D’aprés un résultat de Matsushima, on peut supposer que
E soit indécomposable et de plus on peut supposer que le groupe structural de

E se réduit au sous-groupe N(m, C) de GL(m, C) constitué par des matrices

\

1 =
triangulaires ( ) dont les nombres sur la diagonal sont tous 1 (cf.
0 1

Th. 3 [6]). Puisque l'on sait que dans l'espace fibré principal P; réduit de
P(T", GL(m, C)) au groupe structural N(m, C) posséde une connexion holo-
morphe, et puisque N(m, C) est un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe, on peut appliquer le Théoréme 1 et par suite on peut conclure que
I'espace fibré P; posséde une connexion holomorphe intégrable. Puisqu’il existe
un homomorphisme canonique de P, dans P, P posséde aussi une connexion
holomorphe intégrable (voir la fin de §1). Le Théoréme 2 est ainsi démontré.

Si P'espace fibré principal holomorphe P(T7", G, n) de base T” et de groupe
structural G qui est un groupe de Lie abélien simplement connexe posséde une
connexion holomorphe I, alors la connexion I" est nécessairement intégrable
(cf. [9]). On se demande donc si toute connexion holomorphe d’'un espace
fibré principal holomorphe de base T”" et de groupe structural G nilpotent
simplement connexe est nécessairement intégrable. Nous pouvons répondre
négativement a cette question par la proposition suivante qui ne sera pas,

d’ailleurs, utilisée dans la suite et donc nous en donnerons pas la démonstration.

ProrosiTiON 4.1. Soit G un groupe de Lie complexe dont I'algébre de Lie
n'est pas abélienne. Alors il existe toujours ume commexion holomorphe non

intégrable sur Uespace fibré principal trivial T" x G(T", G, =) pour tout n = 2.

§5. Propriétés générales des espaces fibrés vectoriels holomorphes pos-
sédant des connexions holomorphes

Suivant les notations introduites dans [6], nous utiliserons dans tout ce
qui suit les notations suivantes. T"= A/IT désigne toujours un tore complexe
de dimension complexe n.

H(T”, m): L’ensemble des espaces fibrés principaux holomorphes sur
T" de groupe structural GL(m, C).

H(T", m): L’ensemble des classes d’équivalences des espaces fibrés dans
H(T", m),
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E(T” m): Lensemble des espaces fibrés principaux holomorphes sur T"
de groupe structural GL(m, C) dont les espaces fibrés vectoriels associés
sont indécomposables et qui possédent des connexions holomorphes.

E(T”, m): Le sous-ensemble de H(T" m) des classes qui contiennent des

espaces fibrés dans E(T", m).
1 *
N(m, C): Le sous-groupe de GL(m, C) des matrices de la forme( )
’ 01

Soit N'(T”, m) l'ensemble des espaces fibrés principaux holomorphes sur
T" de groupe structural N(m, C) admettant une connexion holomorphe.
L’application identique j de N(m, C)} dans GL(m, C) induit une application j
de N'(T", m) dans H(T” m). Tout espace fibré dans j+ N'(T" m) posséde
une connexion holomorphe.

N(T”", m): L’ensemble des espaces fibrés dans j+ N'(T" m) qui sont

indécomposables :
N(T” m)=E(T", m) \j+ N (T", m).

N(T”, m): Le sous-ensemble de H(T”? m) des classes qui contiennent des
espaces fibrés dans N(T”, m).

Soit maintenant ¢ une représentation de 77 dans GL(m, C). Nous dé-
signerons par E, I'espace fibré vectoriel holomorphe sur T" associé a la repré-
sentation ¢ c-a-d. E,= A x,C™ est I'espace quotient de A x C™ par la relation
d’équivalence définie par (x, £V~ (x+ b, ¢(b)'+ &) pour x€ A, bE M et £ C".
E, sera dit aussi 1'espace fibré vectoriel défini par la représentation ¢ ou bien
on dira que E, se définit par la représentation ¢. Si ¢(II) C N(m, C) nous
appelerons ¢ une représentation unipotente de II de degré m.

Le lemme suivant est facile & démontrer:

LemMmE 5.1.  Soient ¢ et ¢' deux représentations de II dans GL(m, C).
Pour que E, >~ E, il faut et il suffit qu'il existe une application holomorphe f de
A dans GL(m, C) telle que f(x+b)=¢'(—0b)-f(x)¢(b) pour tout x< A et
be Il

Nous écrirons ¢ ~ ¢’ si E,~E, et nous dirons que ¢ et ¢' sont équivalents.
Alors, d’aprés le Théoreme 2 et la remarque faite a la fin du §1 on peut identi-
fier N(T", m) avec l'ensemble des classes d’équivalence des représentations

unipotentes de degré m de /. Par conséquent pour classifier I'ensemble
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E(T" m) il nous reste de classifier N(T", m) d’aprés Théoréme 3 [6]. Ce
paragraphe et les suivants seront consacrés a I'étude de N(T", m).
Pour un espace fibré vectoriel holomorphe E désignons par I'(E) l'espace

vectoriel complexe des sections holomorphes de E. On a alors le lemme suivant.

LemME 5.2. Soit E, l'espace fibré vectoriel holomorphe défini par une re-
présentation ¢ de IT dans GL(m, C). Alors T'(E,) s'identifie avec lespace
vectoriel complexe I'(¢) des applications holomorphes & de A dans C™ telles que

(5.1) E(x+8)=¢(b)" - &(x) pour xcAetbell

En effet, soit s une section holomorphe de E, sur T'". Puisque E,=AX,C™,

on peut définir une application de A dans C™ par la formule suivante:
(5.2) a(px) = o(x, £(x)) pour x€ A,

oi1 p désigne la projection canonique de A sur T" et ol p celle de A x C™ sur
E,. On voit que l'application § est holomorphe et que ¢ satisfait a I'égalité
(5.1). Réciproquement pour tout & satisfaisant a (5.1) on peut définir une
section holomorphe ¢ de E par (5.2). La correspondance ¢<—¢ ainsi définie

est une bijection linéaire entre I'(E,) et I'(¢) et le lemme est démontré.

Définition 5.1. Une application holomorphe % d’'un espace fibré vectoriel
holomorphe E dans un autre E’ sur une méme base M sera dite un homo-
morphisme de E dans E’ si les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1) Il existe un automorphisme % de la base M (qui sera appelé la pro-
jection de %) tel que 7%(Ey.) = Exw, pour tout x< M ou E, désigne la fibre de
E au-dessus de «.

2) La restriction de % a la fibre E, est une application linéaire de E, dans
Enw, pour tout u€ M.

En particulier, si E=E' et si % est une application bijective de E sur lui-
méme, . sera appelé un awutomorphisme de l'espace fibré vectoriel E. On sait
que le groupe des automorphismes F(E) s’identifie avec le groupe des auto-
morphismes F(P) de 'espace fibré principal associé P a E”

Définition 5.2. Une sous-variété fermée E’' de l'espace fibré vectoriel

holomorphe E de base M sera dite un sous-espace fibré vectoriel (holomorphe)

H Cf. [6] §2.B.
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de E si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

1) E' se munit d’'une structure d’'un espace fibré vectoriel holomorphe de
base M et de projection ', ou 7' désigne la restriction & E' de la projection =
de E sur M.

2) L’injection j de E' dans E est un homomorphisme de l'espace fibré
vectoriel E' dans l'espace fibré vectoriel E.

3) 1l existe une suite exacte des espaces fibrés vectoriels holomorphes
0— E L5 E— E"—>0.

Ici E" sera appelé lespace fibré quotient de E par E' et sera désigné par
E"=E/E'.

LemME 5.3. Soit ¢ une reprééentation unipotente de I de degré m. Soit
J. Vapplication de T" x I'(E,) dans E, définie par j,(u, 6) =olu) pour uc T"
et g I'(E,). Alors 1<dimTI'(E,) <m et j, est un homomorphisme injectif de
Tespace fibré vectoriel trivial de fibre C™ dans E,, m; étant dim I (E,).

Soit, en effet, & l'application de A dans C™ telle que £(x) = (%, 0, ..., 0)
e C™ ou £; est un nombre complexe constant. On voit que £ I'(¢) car ¢ est
unipotente. Puisque le nombre &, peut étre choisi arbitrairement on a dim I'(E.)
=dimI'(¢) =21. Pour montrer l'inégalité dim I'(E,) < m il suffit de montrer
Uinjectivité de j.. Soit maintenant s I'(E,) et supposons que o{uy) = j.(%0, 0) =0
pour un point %€ T". Il faut montrer que =0 en tant qu'une section de E,.
Pour cela prenons I'élément ¢ € I'(¢) correspondant a ¢ par le Lemme 5.2. Ii
suffit de montrer que £(x) =0 pour tout x € A. Soient (£:(x), ..., &m(x)) les

composantes de £(x) dans C™. Puisque &(x+b6) =¢(b)""'+£(x) on a

m

Silx+0) = El%j( —b)+ &i(x), ou @)= (¢,;(b)).
=

Choisissons un point x, tel que p(x,) = u,, p étant la projection de A sur T"
Puisque o(u) =0 on a évidemment £(x,) =0, en particulier &mn(xy) =0. D'autre
part, puisque ¢ est unipotente on a ¢m,;(b) =0 pour j=1, ..., m—1, @mm(b)
=1 pour tout b & I7. Par suite on a &u(x+5) = £u(x) pour tout x< A et be II.
On a donc &, =const. = &mlxe) =0, car £, est une fonction holomorphe sur A
invariante par 7I. D’aprés le raisonnement analogue on obtient &p-1(x+ &)
=£m-1(x) pour tout x A et b IT et on voit que fu-1 =0 et ainsi de suite.

L’application ¢ est donc nulle. c.q.f.d.
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Le lemme suivant est facile & démontrer.

LEMME 5.4. Soit V wun sous-espace vectoriel complexe de T'(E,), ¢ étant
une représentation unipotente de II de degré m. Alors l'image de T" x V par
U'homomorphisme j, défini dans le Lemme 5.3 est un sous-espace fibré vectoriel
trivial de E,. En particulier si V=I(E,) I'image de j, est le plus grand sous-

espace fibré vectoriel trivial de E,.

CoroLLAIRE 5.1. Soit ¢ une représentation unipotente de II de degré m.
Si dim I'(E,) = m, alors E, est un espace fibré vectoriel trivial.

En effet, d’aprés le Lemme 5.3 et 5.4 j, est un isomorphisme de T"x I'(E,)
sur E,.

ProposiTioN 5.1. Soit ¢ une représentation unipotente de II de degré m et
soit E,=E & - @ Es la décomposition de E, dans les espaces fibrés indécom-
posables Ei, . .., E.¥ Alors il existe une représentation unipotente ¢; telle que
E;~E, pour i=1, ..., s.

1 *
1. =<1*

Démonstration. Soit ¢ = 0 ¢

). alors ¢’ est une représen-

0 1
tation unipotente de II. Soit I Iimage de A x C' par p, oi p désigne la pro-
jection canonique de A X C™ sur E,=A x,C™ et ot C' désigne le sous-espace
de dimension 1 de C™ constitué par des éléments (£, 0,...,0) de C". On
voit que I est un sous-espace fibré vectoriel de E, et que E,/I est isomorphe
aE,. Sim=1iln'y arien a démontrer. Nous allons donc démontrer le lemme
par récurrence sur m. Supposons que le lemme soit verifié si le degré de ¢
est <m. Puisque E; est un espace fibré vectoriel indécomposable admettant
une connexion holomorphe, il existe un espace fibré vectoriel L;e E(T" 1)
et une représentation unipotente ¢; tels que E;~L;® E,, pour 7=1,..., s
(cf. [6]). Soit p; la projection canonique de E, sur E;. Soit ¢ la section de
E, correspondant 4 £€=(1,0, ..., 0)TI'(¢). Considérons la section p; ° ¢ de
E;. Supposons que pi° o0 pour 1<7i=<7 et que pi°co=0 pour i >7 Alors
L; est trivial pour 1 <7< 7 d’aprés le Lemme 5.2 [6]. L’espace fibré E; est

donc isomorphe a E,, pour 1<:<7 Considérons ensuite l'espace fibré quotient

% La décomposition de E en les facteurs indécomposables est unique & une permu-
tation prés (cf. Atiyah [3]).

https://doi.org/10.1017/50027763000006693 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000006693

CLASSIFICATION DES ESPACES FIBRES VECTORIELS HOLOMORPHES 97

EJI=(E® - - DE)DDE 1@ -+ ®FEs. En utilisant I'hypothese du
récurrence pour E},/I =~ E,. on voit que E; est isomorphe a E,; pour i > 7, et le
lemme est démontré.

CoROLLAIRE 5.2. Soit ¢ une représentation unipotente de II. Si dim I'(E,)

=1, alors E, est tndécomposable.

En effet, si E, se décompose on a dim/'(E,) =2 d’aprés le Lemme 5.3 et
la Proposition 5.1.

Nous pouvons démontrer le lemme suivant comme dans le cas des espaces
vectoriels usuels.

LEMME 5.5. Supposons qu'on ait trois suites exactes des espaces fibrés

vectoriels holomorphes sur une méme base:
0— B> E-4El—0
0— B2 B 5 EL—0
0— B -5 B Bl —0
telles que A2 =240 A,. Alors on a la suile exacte suivante
0— E;— Ei—> E!l—>0.
On peut décrire ceci symboliquement comme suit :
E/E: =~ (E/E;)/(E:/E).
Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante.

ProposITION 5.2. Soit ¢ une représentation de 1T de degré m et soit E° le
Dlus grand sous-espace fibré vectoriel trivial de E=E,. Alors il existe une re-

présentation unipotente ¢, de II telle que
E/E° = E,,.
Pour démontrer la Proposition 5.2 établissons d’abord le lemme suivant :

LeMME 5.6. Les notations étant celles de la Proposition 5.2 E/E° posséde
une connexion holomorphe.

En effet, prenons un automorphisme 7 de L. Puisque 7(E°) est un sous-
espace fibré trivial de £ et que E° est le plus grand sous-espace fibré trivial,

on voit que f(E°) C E° et par suite que F(E°) coincide avec E°. L’auto-
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morphisme # induit alors un automorphisme 7 de E/E° tel que rf=nf; ol nf
désigne la projection de 7. Il en résulte que I’homomorphisme canonique de
Fy(E/E®°) dans Al T") est surjectif car celui de Fo(E) dans A« T") est surjec-
tif. Par conséquent E/E° posséde une connexion holomorphe (cf. [6]).

Démonstration de la proposition 5.2 par récurrence sur m. Si m =1, alors
E, est trivial et il n'y a rien & prouver. Supposons que la proposition soit
démontrée pour le cas ou le degré de ¢ < m et démontrons la proposition pour
¢ de degré m. Nous utiliserons les notations introduites dans la démonstration
de la Proposition 5.1. Si dimI'(E,) =1 alors I=E° et E/E°=E/I est iso-
morphe a E, ol ¢’ est défini en posant ¢ = (é :;,) et le lemme est donc verifié.
Supposons que dim I'(E,) = 2. Puisqu’on peut utiliser I'hypothése du recurrence
pour E'=E,, il existe une représentation unipotente ¢; de IT telle que E'/(E')°
~E,.. Si E°/I=(E')°, alors on sait que

E,/E° = (E(I)/(E°[I) = E'[(E")® = E,,

d’aprés le Lemme 5.5. On peut donc supposer que E°/I=x (E')°. Soit E,
I'image inverse de (E’)° par la projection canonique p : E—~ E'=FE/I. Puisque
E.%xE° on a E,/E°x0. Dautre part E,/E° = (Ey/I)/(E°/I) = (E")°/(E°/I)
est un espace fibré vectoriel trivial car un espace fibré quotient d’un espace
fibré vectoriel trivial par un sous-espace fibré trivial est aussi trivial. Par suite
dans l'espace fibré vectoriel E/E° il existe un sous-espace fibré vectoriel trivial
E./E° % 0. Soit maintenant E/E°=E; ® - * - @ Es la décomposition en facteurs
indécomposables et soit p; la projection canonique de E/E° sur E; pour i=1,

., s. Puisque E/E° posséde une connexion holomorphe d’aprés le Lemme
5.6, 'espace fibré E; en posséde une pour tout i. Or, p; induit un homo-
morphisme p{ de I'(E/E°) dans I'(E;) tel que p{(¢) =pi° s pour s € I'(E/E®).
Supposons que pi %0 pour =1, ..., 7 et que p =0 pour j> 7. Alors pour
tout 1<i<7 on a I'(E;) 0. On peut donc trouver une représentation
unipotente ¢; de IT telle que E;~E,, pour 1<i<7 (cf. Lemme 5.2 [6]).
D’autre part il est clair que E,/E° est un sous-espace fibré vectoriel de E; ®

-+ -@®E,. On voit donc:
(E/E®)/(Ex]E*) = (B @+ © EN/(E¢[E®)) ® Eres @ * * @ Es.
Or, (E/E°)/(Ey/E°) = E/E,=~(E/1)/(Ey/I)=E'[(E")° > E,y. On obtient

donc:
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E’p,':‘: ((Ex@‘ * '@Er)/(E*/EQ)) @Erﬂ@' * ‘@Es-

D’apres la Proposition 5.1 il existe une représentation unipotente ¢; de IT telle
que E; =~ E,, pour j>7. En prenant ¢o=¢; d -+ D ¢s (somme directe des

représentations) E/E° est isomorphe a E,, et la proposition est démontrée.

Définition 5.3. En utilisant le Lemme 5.4 et la Proposition 5.2 nous
pouvons, pour toute représentation unipotente ¢ de I7, fabriquer une suite des

espaces fibrés vectoriels
(5.3) Ev=E, Ei, E, ...,E_1x0, Ei=0

tels que FEi=Fi-1/E7-, pour ¢=1,2,...,1 Nous appelerons la suite des
espaces fibrés vectoriels (5.3) la chaine des espaces fibrés vectoriels attachée
a une représentation unipotente ¢ de IT (ou a lespace fibré E,) et 'entier !/
sera appelé la longueur de E, (ou de ¢) et sera noté I=I(E,) =1(¢). Soit
mi =dim I'(E;-;). La suite des entiers (m, ms, . . ., my) sera appelée la chaine
de dimensions attachée a E, (ou 2 ¢) et nous dirons que E, est de type (m,
m, ..., m). Si E,~E, pour deux représentations unipotentes ¢ et ¢/, alors
les chaines attachées a E=E, et E'=E, sont isomorphes ie. I[(E)=I(E')
et E,~E;} pour i=1,2,...,1=1(F). En particulier les chaines de dimensions

attachées 4 F et E' sont égales i.e. m;i=m; pour i=1, ..., [

Notation. Pour une matrice « = (a;;) € GL(m, C) nous définissons la

matrice ‘a = (8;;) par la formule suivante

Bij=a’m—j+1,m—i+1 i, ]: 1, 2, « .., m.
On voit facilement que *(a+ B) =°8+°a pour a, fE GL(m, C) et qu'il existe
une matrice y € GL(m, C) tel que

So=plaer? pour tout a < GL(m, C),

oi1 ‘a désigne la transposée de a. Il en résulte que, si ¢ est une représentation
(unipotente) de I7, ¢ est aussi une représentation (unipotente) de I7. Par
conséquent on voit que la représentation duale ¢* =‘¢™' d’une représentation

unipotente ¢ de IT est équivalente 2 la représentation unipotente & = ¢~ de I7:
Foregter,
D’autre part il est clair que l'espace fibré vectoriel dual (E,)* est isomorphe a

E,.. Nous avons donc démontré le lemme suivant:

https://doi.org/10.1017/50027763000006693 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000006693

100 AKIHIKO MORIMOTO

LeMME 5.7. Pour toute représentation unipotente ¢ de IT
(E)* = E;
o ¢ est la représentation unipotente définie par ¢ = "¢,

Nous allons maintenant démontrer le lemme suivant:

LeMME 5.8. Soit E un espace fibré vectoriel holomorphe de base M com-
pacte. Supposons que E ne contienne pas Uespace fibré trivial de fibre C comme
un facteur direct et supposons quon ait une suite exacte:

(5.4) 0—>E' -2 ELEn—s0
telle que E" soit trivial. Alors I'homomorphisme p* de 1'(E) dans 1'(E") induit
Dar p est 'homomorphisme nul, et par suite on a

dim I'(E) =dim I' (E').

En effet, prenons une section holomorphe s de E. Il nous faut démontrer
que 7=p°0=0. Supposons que F(x) ne soit pas nul pour un point x e M.
Puisque E'' est trivial on voit que 3(x) % 0 pour tout x€ M. 1l en résulte que
o(x%) %0 pour tout x€M. Soit E"=Mx C™ et soit v, un élément de C™ tel
que 7(x) = (x, vo) € E" et choisissons un sous-espace vectoriel complexe V de

dimension m —1 de C™ tel que
C"=C 0oV (somme directe).

Soit maintenant =M x C' l'espace fibré trivial de fibré C et définissons un
homomorphisme « de E' dans I et un homomorphisme 3 de I dans E par les

formules suivantes :

alx, z+ 0D v) = (%, 2) pour z2€C, vV, xeM,
B(x, 2) =2+ 0(x) pour z2e€C, x€M.

Pour ces a et B on a les égalités suivantes:
apf(x,2) =au(z+o(x)) =z (ap®e(2)) =2+ a* 5(x) = 2(x, 1) = (%, 2),

et par suite on a app =identité de I. On voit alors que E admet le sous-espace
fibré trivial BI comme un facteur direct, ce qui est absurde. Nous avons

maintenant la suite exacte induite par (5.4):

2* . /"*
0—>T(E')Y—I(E)—T(E") —> -
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ol ¥ =0 et on voit donc que 2™ est bijectif et le lemme est ainsi démontré.

LEMME 5.9. Soit ¢ une représentation unipotente de Il. Soit E,= E=FE' - E"
(somme directe). Alors on a

I(E) =Max (I(E"), I(E")).

En effet, puisque I'(E) =I(E') ® I'(E"), on voit que E° = (E")°® (£")°
et par suite que E, ~ E{® E!' et ainsi de suite. On voit finalement E; = E; © E/'

pour 7=1,2, 3, .... Il en résulte immédiatement que
I(E) =Max (I(E", I{E")).

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante.

ProrosiTioN 5.3. Soit E=E, un espace fibré vectoriel holomorphe indé-

composable défini par une représentation unipotente ¢ de II de degré m =2 el

I

soit E* le dual de E. Alors on a l'inégalité suivante:
dim I'(E) +dim T'(E™) = m.
Ici Uégalité a licu si et seulement si I(E) =2.
Démonstration. Nous avons la suite exacte
0———>E°——>E-—>FE—0
et la suite duale
0—> Ef —> E" -5 (E°)* — 0.

Puisque E* est indécomposable et puisque (E°)* est trivial on obtient, d’apreés
le Lemme 5.8,

dim I'(E™) =dim I'(E]).
Puisque E: est défini par une représentation unipotente, d’aprés le Lemme 5.7,
E! est aussi défini par une représentation unipotente de 17 de dégré mz — my,
my étant dim I'(E). Alors d’aprés le Lemme 5.3 on a dim I'(E{) = m ~ m;.
On obtient finalement

dim 7'(E) +dim I'(E*) =dim I'(E) + dim I'(E{) =< m.

Ici 'égalité a lieu si et seulement si dim I'(E{Y) =m—m, i.e. E{f est trivial
(Corollaire 5.1) i.e. E est trivial ou bien E;=0 ca.d. I(E) =2 et la proposition
est démontrée,
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CoroLLAIRE 5.3. Soit E=E, un espace fibré vectoriel de longueur 2, alors

Uespace fibré dual E™ est aussi de longueur 2.

En effect, on peut supposer, d’aprés le Lemme 5.9, que E soit indécomposa-
ble. Alors le corollaire résulte immédiatement de la proposition précédente.

Pour terminer ce paragraphe nous généralisons le Corollaire 5. 3.

PROPOSITION 5.4. Soit @ wune représentation unipotente de IT et soit E* le
dual de E=FE,. Alors on a

I(E®) =I1(E).

Remarquons d’abord que I/(E¥) est bien défini d’aprés le Lemme 5.7. Pour

démontrer la proposition nous démontrons d’abord le lemme suivant.

LEMME 5.10. Soient ¢ et ¢' deux représentations unipotentes de II. Sup-

posons qu'on ait une suite exacte suivante:
0—>E,2>E, “SE"—0
telle que E" soit trivial. Alors on a U'inégalité suivante:
IE,) =I1(E,)+1.

Démonstration par récurrence sur la dimension de fibre de E,.. Si E'=E,
=0, alors le lemme est trivial car E, est trivial. Soient E° (resp. E'°) le plus
grand sous-espace fibré vectoriel trivial de E (resp. de E') et soit Ey, la fibre
de E° au-dessus d’un point w,€ T". Prenons une base {e, ..., en) de Ey,
telle que u(e;)) =0 (i>p) et que ulen), ..., n(ep) soient linéairement indé-
pendants. Soit si€ I'(E®) tel que a,(%) =e; pour i=1,2, ..., m et soit V le
sous-espace de I'(E°) engendré par o1, ..., om. Alors on peut montrer que
JE'NE°=j,(T"x V) =3j(E'). En effet, il est clair que

JAT"x VYCJE'NE® et jE'"®)Dj(T"x V)
car j,(T” x V) est un sous-espace fibré trivial de E et u(j.(T" x V))=0.
Montrons maintenant que
JE'NE° Cj(T"x V).
Pour cela soit e jJE' N E°, alors u(e) =0 et par suite e s’écrit comme suit :

my

e= > a;-ailu),
i+l
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car s(x) =0 pour un point # & T" entraine ¢ =0 pour ¢ E I'(E). Par conséquent
e=7.(u, 2lais)) €7,(T" x V) on a donc montré que

GUE™®) Ci(T" % V) = JE' N E°.
D'autre part il est évident que j(£'°) C jE' N E°. On obtient finalement j(E'°)

=7E' N E°. Prenons maintenant un sous-espace fibré vectoriel trivial F de E°

tel que
E°=j(E"°)OF.

Alors on a la suite exacte suivante:
(5.5) 0->E'/E"” > E/E° - E"/uF - 0.

L’espace fibré vectoriel uF étant isomorphe a F, u#F est ensuite E"/pF est
trivial.  On peut donc utiliser 'hypothése du récurrence pour la suite exacte

(5.5) et on sait que
I(E)—-1=UKE/E°)<UKE'/E'")+1=I(E")
et le lemme est ainsi démontré.
Démonstration de la proposition 5.4 par récurrence sur le degré de ¢.
La proposition est triviale si le degré de ¢ est 1. Soit ¢ une représentation

unipotente de degré m > 1. Pour l'espace fibré FE, nous avons la suite exacte

suivante :
0—"E2,—>E,—’E1—‘>O,
d’oul on a la suite exacte duale:
0->Ef > E;->E)-0.
D’aprés le Lemme 5.10 et l'hypothése du récurrence pour £, on obtient
P'inégalité suivante:
HED)=<UE!)+1=UE)+1=1(E)).

De méme on a /(E,) =I(E}*) < I(E}) et la proposition est ainsi établie.

§ 6. Classification de E(T” 3)

Notations. Soit J(T"; mi, ..., m) le sous-ensemble de N(T?” m)
(m=>Im;) des espaces fibrés E, tels que E, est de type (my, . .., m) et soit

1

J(T"; my, . .., m) le sous-ensemble de N(T” m) des classes qui contiennent

https://doi.org/10.1017/50027763000006693 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000006693

104 AKIHIKO MORIMOTO

des espaces fibrés dans J(T"; my, ..., my). On a évidemment:

N(T” m)= U J(T"; mu ..., m)

m=3m;
i

JCT" my, oo, ) NJ(T™; mly oo, ) =¢

si (my, ...,m) ~ (mi, ..., m) (cf. §5 en particulier Déf. 5.3). Puisqu'il
existe une correspondance bi-univoque entre E(T” m) et E(T? 1) x N(T”, m),
pour classifier 'ensemble E(T”, m) il suffit d’étudier N(T”, m) (cf. [6]). Pour
cela il suffit de classifier 'ensemble J(T"; m, . . ., m) pour m= 2 m;. Dans
ce paragraphe nous étudierons la classification de E(T”, 3). Dan; ce cas on

sait que
N(T? 3) =J(T"; 1,1, 1) U X(T"; 1, 2) U J(T*; 2, 1).

Soit ¢ une représentation unipotente de /7 de degré m, on peut alors unique-
ment prolonger ¢ a un homomorphisme de A dans N(m, C) que mous dé-
signerons encore par ¢ (cf. Lemme 3.2). Pour toute représentation unipotente
¢ de degré 3 nous posons

1o g 0 ¢ ¢
(6.0) <,D:<O 1 sﬂg):exp(O 0 w';)

001 00 O
Remarquons que ¢;, ¢; et @, sont des fonctions R-linéaires de A dans C. En
général, pour un homomorphisme ¢ de II dans C, nous désignerons enore par
¢ la fonction R-linéaire prolongée de ¢ definie sur A, 4 valeurs dans C. En
utilisant les notations de la fin du §2 nous désignerons par ¢ l'image de ¢ par
'’homomorphisme canonique de As° sur A = AJ°/A*. Alors le Lemme 2.2. dit

que F(¢) n’est pas vide si et seulement si ¢ =0. Remarquons enfin que A est

un espace vectoriel complexe de dimension .

(A) Lensemble J(T"; 1,1, 1)

LemMmE 6.1. Soit ¢ une représentation unipotente de II de degré 3. Si
¢1=0, on adimI'(E,) =2.

En effet, puisque — ¢1=0, F(—¢;) contient une fonction f; et par suite
I'espace vectoriel I'(¢) (notations du Lemme 5.2) contient des £ tels que &(x)

= (§+ filw) + &1, &, 0) pour tout &, &, C, et par suite on a

dim I'(E,) =dim I'(¢) 2 2,
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LEMME 6.2. Soit E,€J(T"; 1, 1, 1), alors ¢ est équivalente & une repré-
sentation ¢' de la forme suivante

1 ¢ 9
(6.1) o~¢'=|01 ¢,),
00 1

ot ¢1 % 0. Réciproquement pour toute représentation ¢' de la forme (6.1) telle
que @1 % 0 lespace fibré E,.J(T"; 1,1, 1).

Démonstration. Puisque dim I'(E,) =1, on sait, d’aprés le Lemme 6.1, que
@1 % 0—a fortiori, ¢; % 0. Nous allons montrer qu'il existe un nombre k= C
tel que ¢;=Fky;. En comparant les (1.3)-composantes des deux membres de
légalité ¢(b) » ¢(d') = ¢(¥') « ¢(b) pour b, ' € IT on obtient 1'égalité suivante:

¢1(D) « @3(b') = ‘,”L(b') . (fcs(b).
Puisqu’il existe un b, € IT tel que ¢:1(dy) = 0, on voit que
@3(B) = (@3(bo)/¢1(bo)) * ©1(B) =k + ¢,(b) pour bE Il

en posant k= ¢1(by)/¢:1(by). Nous allons montrer que 2= 0. En effet, si k=0,
Tespace fibré quotient E; = E,/E; (notation de la Définition 5.3) est isomorphe
a l'espace fibré trivial de fibre C* ie. dim I'(E;) =2, ce qui est absurde car E,

est de type (1, 1, 1). Soit maintenant f la matrice suivante

100
f={010 ]
00¢%&

7

Alors on a I'égalité suivante :

- ' 1 ¢ ‘}C‘FJ
f‘ ‘Aﬂ ¢ f - ¢ = O 1 Spl
00 1
D’aprés le Lemme 5.1 on sait que ¢ ~ ¢'.
1 ¢ @)
Soit réciproquement ¢ ={ 0 1 901) une représentation de I7 telle que ¢; = 0.
v0 0 1
Soit £ = (&1, £, £2) un élément de I'(¢). On a alors les trois égalités suivantes:
(6.2) §i(x+b6) =8:1(x) + ¢:( =) 52(x) + ¢2( — b) £3(%),
(6.3) Ez(x+b)=$2(x)+%(—b)$a(x),
(6.4) &(x +b) = 5(x),
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pour tout b IT et x = A. On voit, d’aprés (6. 4), que & = const. Puisque &; =0,
I'(—¢1) =¢ et par suite on sait que £,=0 et & = const, d'aprés (6.3). Par le
méme raisonnement on sait, d’aprés (6.2), que £ =0 et & =const. Par consé-
quent on a dim I'(E,) =1. Puisque E,/E, =~ E, ou ¢'= ((1) Sg’), on sait par la
méme raison que dimI'(E,) =1, ce qui dit que E, est de type (1,1,1), et le
lemme est démontré.
1o ¢ 191 ¢
LemMmE 6.3. Soit ¢ = (0 1 ¢ ) ¢ =( 01 50{) deux représentations de

001 001
IT telles que ¢, %0, ¢1x0. Alors pour que E,= E,, il faut et il suffit qu'il

existe deux nombres complexes ¢ et « tels que ¢ = 0 et que
(6.5) Pl=cpi, ¢ =c¢f +aP.

Démonstration. Supposons que E,~ E... 1l existe, d'aprés le Lemme 5.1,
une application holomorphe f de A dans GL(3, C) telle que

(6.6) o) f(x+b)=f(x)¢'(b) pour tout be Il et x& A.

Soit f = (fij) = (f1, f2, f+), fi étant i-&me colonne de /. Alors (6.6) est équivalent

aux trois égalités suivantes:

(6.7) ¢(8) * fi(x+b) = fi(x)
(6.8) ©(B) « folx + b) = fi(x) * ¢1(B) + fol %)
(6.9) ©(8) * fo(x +b) = f1(x) *+ ¢3(b) + f2(x) * ¢1(b) + fo(x)

pour tout bl et x=A. L'égalité (6.7) dit que fieT'(¢) et par suite
fi="%(c1, 0, 0) ol ¢, est constant parce que dimI'(¢) =1. Pour simplifier les
notations nous poserons comme suit:

=f(x+bd), f=f(x), ¢=¢(b), ¢'=¢'(b) pour b(eIl) et x(= A) fixés.
D’aprés (6.8) on a

(6.10) Tt o fla+@refla=c1° O+ fro,
(6.11) Fat @i fu=/ra,
(6.12) fh=fan.

Dapres (6.12) et (6.11) on sait que f» =0 et fe=c:=const. D’aprés (6.10)
on a

Si(x+b) = c191(b) — c201(b) + f12(x) pour bellet xE A,

Par suite on sait que
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d1=C1P1— 2P E A*

et que fi.€ F(¢;). D’aprés (6.9) on a les égalités suivantes:

(6.13) S+ @1 fratOae fla=c19+ fi2 * €1+ Sa,
(6.14) S+ ¢ fu=cr+ fa,
(6.15) f3=rfa.

On sait, d’'apres (6.15) et (6.14), que f = c3 = const. et que
=29l — 31 € A*

et fu€ F(¢,). En remplagant £, au besoin, par cl~ .f nous pouvons supposer
1
que ¢;=1. Puisque ¢; =0 et ¢-=0 on a les deux égalites
S—’{_=Cz¢x, Cz‘}?= Cs%
et par suite ¢3@; =ci@;. On a donc cs=c;. Posons c¢=c,. On voit alors que

¢2 =@} — * ¢, = c¢y. Puisque fiz € F(¢1) et fua F(¢2), il existe donc un nombre

complexe « tel que
(6.16) fun=c°*fu+ta.

Considérons maintenant 1’égalité (6.13). En remarquant (6.16) on obtient,

par un calcul direct, I'égalité suivante
(6.17) fla=rfu+ 9= = apr+ @1+ dot ¢ * fro

D’autre part pour la fonction g= ;-f 12 on a évidemment I'égalité suivante:

(6.18) 2(x+5) =g(x) +¢:(8) + ful®) + £ (0"
En combinant (6.17) et (6.18) on obtient:

(fu—g)(x+b) = (fuu—g)(x) + ¢(d),
ol ¢=¢£—02%—«%+6%'¢1—%¢3
= 4= 0 — agit cpi(cgi— ¢) — o (cgi = ¢))?
=¢h=Cor—api+ § ot ot

Ix 2 %
=@ =¥, —ad;

car ¢F = ¢, — é-?f (cf. (6.0)). Puisque fia— g est une fonction holomorphe sur

Aona¢geA*ie ¢=0 (Lemme 2.2). Par conséquent ¢}* =c*¢y + a¢y,
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Réciproquement si ¢ et ¢’ satisfont 4 la condition (6.5) on peut définir une
application holomorphe f de A dans GL(m, C) satisfaisant 4 (6.6) par la

formule suivante:
1 fi2 fis )
f= 0 ¢ cf;rl-a)
00 ¢

ol fiz= é—f %+ h, fi2 étant un élément de F(¢;) et k étant un élément de F(¢)
ou I'on a posé

¢1=¢1—c¢
et ¢=¢" = ¢S ~agr.

Le lemme est ainsi démontré.
Puisque A = A;°/A* est un espace vectoriel complexe de dimension 7,

nous avons démontré la proposition suivante d’aprés les Lemmes 6.2 et 6.3.

ProrosiTiON 6.1. Il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre J(T"; 1, 1, 1) et lespace quotient E(1) de (C*—{0}) x C" par la relation
d’équivalence définie comme suit:

(v1, 1)~ (1, v3) si et seulement s’il existe deux nombres complexes c(=0)
et «a tels que

vi=cwvi, v =0+ av;

Dour v, 1eC*—{0} et v, vheC”

Remarque. Nous pouvons fabriquer un espace fibré vectoriel holomorphe
E de base E(1) x T” et de fibre C® tel que pour tout point v< E(1) l'espace
fibré £, de base {v} x T" induit par linjection {v} x T” » E(1) x T" soit iso-
morphe a E,, ot {¢}«—>v est la correspondance biunivoque définie dans la
Proposition 6.1, {¢} signifiant la classe d’équivalence de ¢. En effet, identifions
C" avec l'espace vectoriel complexe A* constitué par les conjuguées complexes
¢ des applications linéaires complexes ¢ = A*. Pour deux éléments v, v.& C",

désignons par ¢ = ¢,,», la représentation de I7 définie par:

1 0:(B) 22(B) + L 0a(b)?
Cuog,on (B) = 2 :
(V1, V2) 01 1)1(b)
00 1
1007
Si U'on pose flc, a):(o ¢ a | pour deux nombres c(=0) et «, on voit
00c¢
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facilement :
So(ul,vz)(b) . f(c, a) =f(c, a) - (F(cvl,czvﬂu.vl)(b)

pour tout b= II. Considérons I'espace quotient E de (C"-{0}) xC"x A x C*

par la relation d’équivalence:
(by, ve, %, &)~ (01, v}, %, &)

si et seulement s’il existe un élément b= I7 et deux nombres c(x0) et « tels

que vi=cvi, v3=c"v2+ av: et que

{ =x+b
& =@ om( =) (flc, a))7te.
Nous pouvons sans difficulté voir que E posséde la structure d’espace fibré

holomorphe cherché. L'espace fibré E est une famille holomorphe des espace
fibrés vectoriels holomorphes paramétrisée par la variété E(1).

La remarque analogue est valable pour toutes les propositions dans la suite
qui traiterons la classification de J(T”; m;, ..., m;) et nous ne la répéterons

pas.

ProrosiTiON 6.2. L'espace quotient E(1) défini dans la Proposition 6.1 se
munit d’une structure d’espace fibré vectoriel holomorphe de fibre C*' de base
lespace projectif complexe Pn-i de dimension n— 1.

En effet, définissons la projection = de E(1) sur P.-; par

r({(v1, v2)}) =1>(vl)

pour la classe {(vi, v:)} contenant (v, v.), p étant la projection canonique de
C” - {0} sur P,-.. On peut facilement vérifier que E(1)(Pn-;, C*"', ) est un

espace fibré vectoriel.

(B) Lensemble J(T"; 1, 2)
LeMME 6.4. Soit E,J(T”; 1, 2). Alers ¢:=0 et les deux éléments ¢, et

¢, de A sont linéairement indépendants. Réciproquement pour une représen-
1 ¢ ¢

tation unipotente ¢=(O 1 0> telle que ¢, et ¢, soient linéairement indé-
00 1

pendants, Uespace fibré vectoriel E, est de type (1, 2).

Démonstration. Supposons que E,e J(T"; 1, 2). D’apres le Lemme 6.1
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on sait que ¢:% 0 et quil existe un nombre % tel que ¢;=k¢,. Si k=0,
d'aprés le Lemme 6.2 on sait que E,= J(T"; 1, 1, 1), ce qui est absurde. Par
suite on a ¢;3=0. Nous allons montrer que ¢; et ¢. sont linéairement indé-
pendants. Supposons qu'on ait deux nombres complexes « et [ tels que
afi+ BP.=0. Si B=0, alors a¢;=0 ie. a =0. On peut donc supposer que
B=1. Posons ¢=a¢;+¢,. Puisque ¢=0, on a F(¢) x¢. Soit fi € F(¢).
Alors I'(¢) contient des £ tels que

&(x) = (¢f (%) + ¢, ca, ¢) pour tout ¢ et ¢! €C.

Par suite on a dimI'(¢) =2, ce qui est contradictoire. Réciproquement si

1 ¢ S"z‘
¢ =(0 10 ) telle que ¢; et ¢, sont linéairement indépendants on peut voir

001
que E, est de type (1, 2) et le lemme est démontré.

LEMME 6.5. Soient E, et E,J(T"; 1, 2). Pour que E, = E, il faut et
il suffit que

(1, Pade = {9h, ¢ike

ou {@1, $r}c désigne le sous-espace complexe de A engendré par . et ©s.

Démonstration. Supposons que E, = E,. Il existe alors une application
holomorphe f = (fij) de A dans GL(3, C) telle que (6.6) soit satisfaite. Par le
raisonnement analogue de la démonstration du Lemme 6.3 on voit tout de suite
que fu=0, fu=0 et fu, fu, f=, fu et fm sont constants. En utilisant les
notations de la démonstration du Lamme 6.4 nous obtenons les deux égalités

suivantes:
(6.19) St S+ faP:=fufl+ /2
(6.20) Sis+fe3Pi+ fua Pz = fuu i + fra.

On voit d’abord que fi1 % 0 car fa=fu=0 et det f % 0. On peut donc supposer
Sfu=1, car on peut remplacer /" au besoin par ?11—- f. Dapres (6.19) et (6.20)
1

on sait que
So2 01+ fa 2 — gp{ e A*

fufi+fu@— @i A*,
Par suite on obtient les égalités suivantes:

1 = @1 + [P
ﬁ =fo3F1+ [P
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ie. {¢l, i} C {¢1, P2}c. Dautre part, puisque ¢! et ¢} sont linéairement indé-

pendants (Lemme 6.4) on obtient finalement
(@1, Pade = {91, @il
Puisque 'on peut faire le raisonnement ci-dessus tout a fait réciproquement, le

lemme est bien démontré.
D’aprés les Lemmes 6.4 et 6.5 nous avons démontré la proposition

suivante :

ProposITION 6.3. Il existe une correspondance bi—univoque‘ bien déterminée
entre U'ensemble J(T”; 1, 2) et la variété grassmannienne Gn,» des sous-espaces

vectoriels complexes de dimension 2 dans C”.

(C) L'ensemble IJ(T"; 2, 1)
ProrosITION 6.4. 1l existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre J(T"; 1, 2) et J(T"; 2, 1).

Démonstration. Soit E=E,e J(T"; 1, 2) et soit E* le dual de E. Nous
allons montrer que E*e J(T"; 2, 1). 1l est clair d’abord que E* est indé-
composable. Il suffit donc de montrer que E™ est de type (2.1). Soit E° le

plus grand sous-espace fibré trivial de E. On a alors la suite exacte:

(6.21) 0>E°>E->E~0,

ou E; est trivial car dim I'(E;) =2 (Cor. 5.1). On a la suite duale de (6.21):
0-E{f>E">E°*>0.

Puisque E est trivial, E; est le plus grand sous-espace fibré trivial de E* et

par suite on sait que E*< J(T"; 2, 1). Réciproquement, soit E< J(T"*; 2, 1).
On a alors les deux suites exactes:

0-E°>FE->E->0
0- Ef > E* > E°*>0.

D’aprés la Proposition 5.4 on voit que dim I'(E™) =1, et par suite on sait que
E} est le plus grand sous-espace fibré trivial de E*. Puisque E°* est trivial
on sait que E*eJ(T"; 1,2). Puisque (E*)*~FE nous avons obtenu, en
prenant le dual des espaces fibrés, une correspondence bi-univoque entre
J(T™"; 1,2) et J(T"; 2, 1) et la proposition est démontrée.
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En combinant les Proposition 6.1—4 nous avons établi le théoréme suivant.

TutorEME 3. L’ensemble E(T” 3) ~E(T”, 1) x N(T", 3) est classifié comme
suit:

E(T” 1)=T'": la variété de Picard de T".

N(T” 3) =J(T"; 1, 1, )UI(T”*; 1, 2)UI(T"; 2, 1) (somme disjointe)

J(T?; 1,1, 1) =E(1): l'espace fibré vectoriel de fibre C"* ' de base Pp-,
défini par la Proposition 6.2.

J(T%; 1, 2)=J(T"; 2, 1) =Gn,:: la varieté grassmannienne des sous-espaces
vectoriels complexes de dimension 2 dans C”.

§ 7. Classification de E(T” 4)

Notations 1. Soient ¢ et ¢’ deux représentations unipotentes de 7 de degré
m. Pour simplifier les notations nous écrivons

7Y

s’il existe une application holomorphe f de A dans GL(m, C) telle que
©(b) * f(x+b)=f(x) *¢'(b) pour tout b Il et x € A.

Nous poserons ¢ = (¢;;) = exp (¢}5).

Soient ¢ et ¢’ deux homorphismes de IT dans C c.ad. ¢, ¢' € Hom (17, C).
Nous dirons que ¢ et ¢’ sont linéairement indépendants si a « ¢(d) + B+ ¢'(d) =0
(beIT) entraine a =B =0. Nous désignerons par ¢ la fonction C-linéaire de

C*" dans C qui est définie par la formule suivante:
2n 2n
W%Ciei = gcx’q/!(bi),

ou {ei, ..., e} est une base choisic de C*” et {by, ..., bsn} est un systeme
de générateurs de II. Alors on sait que ¢ et ¢' sont linéairement indépendants
si et seulement si ¢ et ¢' sont linéairement independants en tant que deux
éléments de l'espace dual (C*")* de C?”. L’application de Hom (I, C) dans
(C*™)* ainsi definie est clairement un isomorphisme de Hom (77, C) sur (C*")*.
Pour deux éléments g et g’ de (C*”)* nous désignerons par g A g' la fonction

bi-linéaire anti-symétrique suivante:
(gN eV u, v)=gu)g"(v) —g) - g'(w)  pour u, veC™
LEMME 7.1. Soient (1, ¢z, ¢3, ¢s des éléments de Hom (I, C) tels que
@1(B) + ¢3(b') + P2(b) * pu(B') = pu(B') * ¢3(B) + ¢ (V') * ¢4(B)
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pour tout b, V' Il. Si ¢1 et ¢2 sont linéairement indépendants, alors il existe
trois nombres (complexes) a, B, 1 tels que
¢3=a¢y+ B¢, ¢a= Bd1+ 1¢2.

En effet, il est immédiat de voir que @; A Js+ gz A gs=0. Puisque ¢; et g»
sont linéajirement indépendants, il existe une base {gi, . . . , &} de (C*™)* telle
que gi=¢; et =g, Posons ¢s=>cigi, §1=.digi. Alors on a l'égalité

suivante :
g Ng+a N Ecz'gi+d1 e Ngi+g N Z—‘_zndi&=0-
Puisque gi A g; (i < j) sont linéairement indépendants on obtient
c2=d et ci=di=0 pour i>2
et le lemme est démontré.

(A) Lensemble 3(T"; 1,1, 1, 1)
LemMmE 7.2. Soit E, un espace fibré de type (1,1,1,1). Alors ¢ est équiva-

lente a une représentation ¢' de la forme suivante:

1 ¢ ¢ ¢3
1 ¢ ¢
1 ¢

0 1

(7.1) ¢~ =

o ;;ﬂ? 0. Réciproquement pour toute représentation ¢' de la forme (7.1) telle

que :/;; % 0, l'espace fibré E,. est de type (1,1, 1, 1).

1 ng k K
Démonstration. Posons ¢ = 1 Siz ;3 = ((1) ;)= (8 1 ) Il est clair
0 1

que ¢ (resp. p) est aussi une représentation unipotente de II. Puisque E,/E;
~ E,, E; étant le plus grand sous-espace fibré trivial et puisque dim I'(E,) =1,
on sait, d’aprés le Lemme 6.1, que ¢.= 0 et qu'il existe un nombre %= 0 tel
que ¢3=ky,. De méme puisque E, est un sous-espace de E, on sait que ¢; %0

et que ¢:=Fk'¢;, k' % 0. Soit f la matrice suivante
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101 91 ¢4
Alors on peut écrire ¢’ =fof ' = 1 S;’ S;? . Il nous donc suffit de con-
1
0 1 1 ¢1 92 ¢4
sidérer la représentation ¢ de la forme suivante: ¢ = 1 ";‘ 2:3 En com-
1
0 1

parant des deux membres de (1.4)-composantes de I'égalité
o (b) « (b)) = @(d') « ¢(b) pour b, ¥ell
on obtient 'égalité suivante:
P1(B) + 03(B') + P2(B) + @1(B') = @1(8') * Px(B) + ¢2(') + ¢1(B).
d’ott on obtient I’égalité suivante:
#1 A 9F+9F AFi=0,
ol ¢ =¢;— ;sv%, o =¢s— % ¢; (cf. Notations 1). Par suite on a (:/73*— ;})

A @1=0 et il existe donc un nombre a tel que ¢¥ — ¢ =a,. Dautre part
~ ~ e A .
¢~ =¢f —f =3 —¢@,. 1l en résulte que ¢;3— ¢ =ay; ie. ¥3=¢:+ a@;.

Soit f1 la matrice suivante

1000
(7.2) fi=l 1 ‘1) 2 .
0 1
Alors on a l'équivalence suivante
1
PRy = 9;1 if
0 1
1 ¢1 @2 ¢
Réciproquement, soit ¢ = 1 9;‘ g"l’ ol ¢; % 0. Alors d’aprés le méme
0 1

raisonnement que la démonstration du Lemme 6.2 on sait que dim I'(E,) =1 et
que E,/EJ=E,. Alors d’aprés le Lemme 6.2 encore E, est de type (1,1, 1)
et par suite E, est de type (1,1, 1, 1) et le lemme est démontré.

LemMmE 7.3. Sotent ¢ et ¢' deux représentations de la forme (7.1) telles
que ¢; % 0, 90; x 0. Alors pour que ¢ ~¢' il faut et il suffit qu'il existe trois
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nombres c( %0), a, B tels que les trois égalites suivantes soient satisfaites:
;;;—= cP1

(7.3) ¢ = of + apy
Pi* = o + 2ace; + fP1.

(cf. Notations 1.)

Démonstration. Soit E, =~ E, et soit f une application holomorphe de A
dans GL(4, C) telle que

(7.4) 0(b) « f(x+b) =1 (x) - ¢'(b) pour bE I et x € A.

Posons f = (fij) = (fifefsfs), fi étant la i-éme colonne de f. D’apres (7.4) on
sait que feTI'(¢) et par suite on a f=%¢;,0,0,0) c;e C car dimI'(¢)=1.
Nous pouvons donc supposer f= ((1) ;) Alors il est clair que 'on a I'égalité

suivante :

(7.5) o) cg(x+b)=g(x) - ¢'(b) pour bell et xE A,

ot l'on a posé ¢ = ((1) ;}) et ¢'= ((1) ;,) Alors on sait d’aprés le Lemme 6.3

1 *
que %g = ( 0c ) Par suite on peut encore poser f = (g *3> et on a 'égalité
00¢ c
suivante:
¢(b) « h(x+b) = h(x) « ¢'(d) pour beIl et x€ A4,
1 f1 /s
car ¢ = ( ‘g I) Alors on sait, d’aprés le Lemme 6.3, que %h = ( 0 ¢ 6{12+ a)
00c¢
et que
—, —
=c
(7.6) (o
P =P + afs

pour un ¢ %0 et « = C. De méme d’aprés (7.5) on sait qu'il existe un nombre

¢ cfuta fu
g={o0¢c clefet+a)+r]-
00 ¢

r tel que

Dans ce cas on obtient 'égalité

¢ =cteF+19,  dou a=r.
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Quant a la fonction f.1, d’aprés la démonstration du Lemme 6.3 on sait que

fos — %_ (cfe+a)’€F(¢), ot ¢1=¢* —c¢f =ap;, Dautre part on sait que

Sia— %f the F(¢,). Par suite il existe un nombre r; tel que
1 3 _ 1 .
Soa— ‘2—“(Cf12+ a) =fia— ffn-l- Ti.

et par conséquent il existe un nombre (8 tel que
fo=cfs+ afa+ B.

Considérons maintenant 1'égalité suivante obtenue par comparant les deux
membres des (1, 4)-composantes de I'égalité (7.4):

S+ D) +¢1(d) * fas(x+b) + @o(b) * fa( X+ D) + ©4(b) * fulx + b)
= O5(B) + f12(%) » 92(B) + f1a(®) * 91(B) + fra()

pour tout b= IT et x= A. Prenons la fonction suivante
2
1
g=fu~— ( 18— f;z) * fiz— Effz-

D’aprés un calcul direct—nous ne donnerons pas le calcul en détail car clest

trés long et trés embarrassé—nous obtenons 1'égalité suivante:
g(x+b)=g(x)+¢b) pour bell et xs A,

ot on a ¢ =@ —oF — 2aceS — B¢:.  Par conséquent d’aprés le Lemme 2.2
on a démontré la nécessité de la condition (7.3). D’autre part si la condition
(7.3) est satisfaite pour deux représentations ¢ et ¢’, nous pouvons raisonner
tout a fait a l'envers et nous pouvons fabriquer une application holomorphe f
satisfaisant aux conditions (7.4) et le lemme est démontré.

D’apres les Lemmes 7.2 et 7.3 nous avons démontré la proposition suivante:

ProrosiTioN 7.1. Il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre I'ensemble J(T"; 1,1,1,1) et l'espace quotient E(2) de (C" —{0}) xC"xC"
par la relation d’équivalence définie comme suit:

(01, v2, v3) ~ (01, U3, V}) si et seulement il existe trois mombres c, «, B tels

que
'
v1=Cc* 0,

’
vr=c vt av;

!
vs=c¢" v3+ 2acv+ for
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[ ’ !
pour vy, vi€ C*—(0), v, v, 13, :EC".

ProrosiTiON 7.2. L’espace quotient E(2) défini dans la Proposition 7.1 se
munit d'une structure d’un espace fibré vectoriel de fibre C*™' de base E(1) qui
est défini dans la Proposition 6.2.

En effet, nous pouvons définir la projection naturelle de E(2) sur E(1) dont
la définition et démonstration nous ometterons ici car le raisonnement est tout

a fait analogue a celui de Prop. 6.2.

(B) L'ensemble J(T*; 1, 1, 2)
ProrosiTiON 7.3. L'ensemble J(T"; 1,1, 2) est vide.

Démonstration. Supposons qu’on ait un espace fibré E, de type (1,1, 2).
1 ¢ *
1 ¢

1 o)
0 1

Posons ¢ = Puisque dim I'(E,) =1, on sait que ¢, =0 et que

1 ¥y *
E,/JE;=~E,, ou ¢'=< 1 %)- Puisque dim I'(E,) =1, on a encore ¢; = 0,
0 1
1 ¢ =
en particulier ¢; % 0. Puisque | 0 1 ¢, | est une représentation de 77, il existe
001
un nombre % = 0 tel que ¢, =k¢, (cf. Lemme 6.2). Puisque E,/Ej =~ E,., ol

¢"=((1) S?) et puisque dim I'(E,~) =2; on obtient @;=0. Par suite on sait

que ¢3; =0, sinon il existe un nombre k/%0 tel que ¢:= k' ¢, ce qui est absurde.

1 ¢ * EY
On peut donc écrire comme suit ¢ = 1 kf ! %2 Par la matrice constante
10 0 1
1 L ¢ est transformée dans une représentation de la forme suivante:
0 1
1 ‘101 E N
_ 1 ¢ ¢,
¢ = 10)

0 1

Considérant les (1, 4)-composantes de 1'égalité «¢(d) « ¢(d') =¢(d') + ¢(b) on
obtient 'égalité suivante:

Ci(b) « () =@ (b)) + €a(b) pour b, b 1l

Il en résulte qu'il existe un nombre ¢ tel que ¢2=cv;, Alors ¢ est transformée
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par la matrice (7.2) dans la représentation ¢ de la forme suivante:

1 ¢ ¢ ¢

_ 1 ¢ 0
¢= 10/

0 0

On voit alors facilement que ¢ est équivalente a ¢' suivante

1 ¢ @3 ¢n
erye= 1%
0 1
1 0
1 1 * . , .
ou f= 01l Posons ¢' = (0 ¢) et considérons l'espace E,/Ey ~E,.
0 10

Il est clair que dim I'(E,) =2. Par conséquent on sait que E, est de type
(1, 2, 1) ce qui est absurde et la proposition est démontrée.

(C) L'ensemble J(T"; 1,2, 1)

LeMME 7.4. Toute représentation ¢ dont lespace fibré associé E., est de
type (1,2, 1) est équivalente & une (et une seule) des deux représentations de

la forme suivante

1 ¢1 92 ¢5 1 ¢1 ¢35 ¢,

N 1 0 ¢, . 1 ¢.0
(Cl) . 1 903 (CZ) . 1 0 ’

0 1 0 1

on 91, $, (resp. Ps, Oy) sont linéairement indépendants (resp. dans le cas (C;)).

Réciproquement toute représentation de la forme (C:) ou (C.) satisfaisant aux
conditions ci-dessus est de type (1, 2, 1).

1 [ *
Démonstration. Posons ¢ = 1 9;2 o | Puisque dim I'(E,) =1, on sait
1 0

que ¢ x0. Si ¢, x0, ¢;x0, alors il existe comme toujours, deux nombres %
et k' tels que ¢»=k¢:, ¢3=Fk ¢, (k+k x0). On sait alors, d'aprés le Lemme
7.2, que E,eJ(T"; 1,1,1,1) ce qui est contradictoire. Dans le cas ol

¢, =0, démontrons que ¢; et ¥, sont linéairement indépendants en posant

¢ = . En effet, daprés le Lemme 6.4 on sait que ¢, et ¢, sont
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linéairement indépendants parce que E, est un sous-espace fibré vectoriel de
1 ¢ ¢

E, ou <f’=( 10 ) D’aprés le Lemme 7.1 il existe trois nombres a, 8, 7
0 1

tels que

@3 = a1+ BPe, @3 =[O+ 1P,

Supposons que ¢; et ¢, soient linéairement dépendants. Supposons, par exemple,
s =kyy,, ke C. Alors ¢ est équivalente & la représentation ¢’ suivante:

1 ¢ ¢ ¢s 10 0 0
$Te = 1 (1) %‘ » o0l ¢ =@ +ko, et o f= 1 —1kg . Ensuite
0 1 0 1
on a l'équivalence suivante
1 ¢ 95 ¢
~ s 0
gren=( 182
\ 0 1
1 0
ou g= 1 01 Cest le cas (C;). Nous pouvons raisonner de la méme
0 10

maniére dans le cas ou ¢; = k¢;.

Supposons maintenant que &; et ¢, soient linéairement indépendants. Nous
allons démontrer que ¢; et ¢, sont linéairement indépendants. Supposons qu'il
existe deux nombres a et b tels que

a@y+ b= 0.
Alors on a a(B@,+ rP.) + b(a®;+ 3¢,) =0 et par suite aB+ba =0, ar+b3=0
car ¢; et ¢, sont linéairement indépendants. Par conséquent on a a@s;+ b9 =0.
D’autre part, on a supposé que ¢; et ¢, sont linéairement indépendants, d’ott on

obtient a=56=0 et on a démontré que ¢; et ¥ sont linéairement indépendants,
ce qui est la cas (Cy).

Il suffit donc de considérer une représentation ¢ de la forme suivante:

1 ¢ x K
1 ¢, * .
¢ = 101 Dans ce cas on sait comme dans la Prop. 7.3 que ¢ est
0 1
équivalente a une représentation ¢’ de la forme suivante:
1 ¢ ¢35 ¢
1 ¢
¢~¢'= A 8
0 1
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Il suffit maintenant de démontrer que ¢; et ¢, sont linéairement indépendants.

Puisque
1 ¢ ¢ ¢
~ 1 0 ¢
' n —
(/D [ (f - 1 0
0 1

ou g est la matrice (7.7) et puisque E, est un sous-espace fibré de E,» ol

1 ¢ ¢, :
¢ =< 10 ) d’aprés le Lemme 6.4 ¢, et ¢, sont linéairement indépendants
0 1

car dimI"(E,) =1. La partie réciproque du lemme étant facile a verifier, le

lemme sera complétement démontre si le lemme suivant est démontré.

LeEMME 7.5. Si ¢ est de la forme (C,). Alors le dual E} de E, est de type
(1,2, 1). Si ¢ est de la forme (Cs), alors E} est de type (2,1, 1). En particu-

lier une représentation de la forme (C,) n'est équivalente & aucune représen-
tation de la forme (C:).

1 ¢ ¢ 95
Démonstration. Soit ¢ = 1 (1) g“’ D’apreés le Lemme 5.7 on sait que
3
0 1
1 —¢s —¢; ¢
S 1 (1) B z: . 11 est immédiat de voir que *¢™! est de la
0 1
forme (Ci), en nparticulier, ¢™' est de type (1,2, 1). Soit maintenant
1 ¢ ¢3 ¢
¢ = 1 ﬁ’ 8 . Considérons *¢~%. 1l est maintenant facile de montrer que
0 1

Es,-1 est de type (2, 1, 1) et le lemme est démontré.

Notation 2. Nous désignerons par J(T"; m, ..., m ; my...mp) le
sous-ensemble de J(T”*; m,, ..., m;) des espaces E dont le dual E* est de

type (m;...ms). Cet ensemble est vide si /% I' d’apres la Proposition 5. 4.

(C) J(T*; 1,2,1;1,2,1)

1 ¢ @3 ¢
1 0 ¢,

1 ¢

0 1
Alors ¢ est équivalente a une représentation ¢' de la forme suivante:

LEMME 7.6. Soit ¢ = une représentation de la forme (Cy).
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1¢; ¢ ¢
o | 104
yo= ¢
0

Démonstration. Soit ¢s= a1+ B¢s, ¢:= B¢+ 1¢s (cf. Lemme 7.1)

1 ¢ ¢3 ¢
o | 10 8
(a) Lecas a=7=0. ¢ 1 o, Alors on a
0 1
1 ¢ ¢ };"Ps
7= 1 0 ¢ |
1 ¢
0 1
1 0
ou f= 1 1
0 I¢j

—
(b) Le cas « 0. Posons c:=V «, ca=/r— -%—, c3=0, ;= :/‘z:,(sl'éf

signifie une des racines carrés de «) et posons

[ ¢i=éoi+arp oo oo
=¢ c
(7.7) l q)i f¢‘+ ’g: et f={ o o0
=c C3 ¢
3 371 373 0 0 0 1
On peut alors verifier que

1¢1 ¢3¢

vye=| 1Y

0 1

2

(c) Le cas y % 0. En posant c;=v 7, ¢ =\/@;, ¢ =0, c2=\/a- Br— et ¢,
¢s, f comme ci-dessus dans (7.7), nous pouvons verifier
¢ T ¢
Pour démontrer le lemme il suffit donc de démontrer le lemme suivant:
1 ‘lpl L3 ¥s
1 0 ¢
1 ¢,
0 1
indépendants. Alors il existe une représentation ¢' telle que

LEMME 7.7. Soit ¢ = telle que ¢, et ¢ soient linéairement
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-1 —-y=1 1 1
SD;= \/21‘P1+%%, ¢Yy= \/2 1991+ ?;ﬂos, ¢;=‘2“P5 et
1 \/0_ i :/)_ 0
= -1
0% -5 0
f= 1 1
0 5 2 0
1
_0 0 0 o
Alors on a I'équivalence suivante:
»79
et le lemme est démontré.
10 ¢ ¢ 191 ¢, ¢
LeMmMmE 7.8. Soient ¢ = 10 ¢ et ¢'= 10 % doux représen-
1 ¢ 1 ¢
0 1 0 1

tations de IT telles que @, et @, (resp. ¢, et ¢ soient lindairement indépendants.
Alors pour que ¢ ~ ¢' il faut et il suffit qu'il existe 4 nombres c, c', «, B tels

qu'une des deux conditions suivantes soit satisfaite:

97;—'-6‘9_01 a=072
(7.8) o= ', ot | ¢r=c'¢,
G =co e oF +af;+ B0, g =c o'+ ¢+ aPy+ B

Démonstration. Supposons que ¢ 7 ¢'. Posons f = (fij) = (f1, Sz, [, f4), OU
fi est la i-éme colonne de . On a alors

(7.9) 0B * filx +b) = fi(x)
(7100 ¢(B) * folx+b) = fi(x) + ¢1(B) + fulx)
(7.11) @b * fulx+b) = £1(%) * ¢3(b) + falx)
(7.12)  2(B) « fulz+ B) = f1(x) + ¢3(B) + £o(x) ¢2(B) + [ ) @1(B) + fo(%);
pour x€ A et be II.
D'aprés (7.9)~(7.11) on sait que fi="'(¢;, 0, 0, 0), fo="(fis, €2, €3, 0),

t ] N ’ [ N
f:="(fi3, €5, €z, 0) ol ¢1, €2, €2, €3, c3E€ C et ol
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Sz€ F(¢), $1= 91— 291 — 192,
fi€ F(¢s), ¢2=¢;—C;¢1—03§92.
D’aprés (7.12) on sait que f;="‘(fu, fos, fu, €4) 00 s C et ol

fu< F(¢gs), 3= 0299; - Ca‘P; — 4%,
FuEF(g),  ¢1= 191+ a9 — cs¢h.

Puisque ¢; =0 pour i=1, 2, 3, 4, on a les égalités suivantes:

I 5_9: =P+ c;%, €y = C;?; + Ca‘z.
‘ 9_9;=0;‘71+03¢2, C4¢2=C;¢1r+czi—’z.

Puisque ¢l et ?; sont linéairement indépendants nous avons:
1 ¢ € s ¢ _ (10
e (cg ca) * (c; c.o.) - (0 1)’

’ '
[ Ci=C2°C3+C2°C3

d'ott on a

! ’
l 2 c=¢C3°¢c3=0.

Puisque det (/) = 0 il n’y a que deux possibilités suivantes:

c:=¢3=0 r=c3=0
) { ; (2) {”2 .

’ !
C4=20C2* C3,
Le cas (1). Dans ce cas on sait que:
/ ’
h=¢1—CP2= — ¢,
' ' 1
Pe=Pr— 31 = ‘;/“/’1.

Par suite il existe deux nombres « et 3 tels que

{ Soi=Cifin+ a,
fu=cifut+B.

D’apres (7.12) nous obtenons 1'égalité suivante:

F1(x +8) + @:1(8) fous £+ b) + ¢2(D) far(x + B) + €1 * ¢3(b)
= ¢g(x) + fr2(x) * ‘P;(b) + fa(x) * Sp;(b) + fu(x)

pour be IT et x<= A.

Considérons maintenant la fonction g suivante :
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&=Su—/fi" fo.
D’aprés un calcul direct nous obtenons I'égalité suivante :
g(x+b) =g(x)+¢d) pour be Il et x€ A,
olt ¢ =cq° 95 — O3  +a@; - By.. 11 en résulte que
G =co* OF + a¥y + BPe.

Le cas (2). Dans ce cas nous arriverons de la méme maniére aux égalités

suivantes :
—:

01=c9, 902—6:«9”2
(2 o5F =02€3‘P3 + a®; + BP,.

Réciproquement si, pour deux représentatiqns ¢ et ¢', les conditions (7.8) sont
satisfaites nous pouvons fabriquer une application holomorphe f de A dans

GL(4, C) telle que ¢ 7 ¢' et le lemme est ainsi démontré.

Notation 3. Nous désignerons par Su,, la variété de Stiefel des couples

des 7 vecteurs linéairement indépendants (w1, . . ., v,) dans C”.

Prorosition 7.4. 11 existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre Uensemble J(T"; 1,2,1; 1,2, 1) et l'espace quotient E(8) de Su,.x C"

par la relation d’équivalence définie comme suit:
((v3, 92), w) ~ (o}, v3), w')

si et seulement s’il existe 4 nombres c, ', «, B tels que

/

V1= cvy V= cvs

1 ’

nm=cv N n=cv

2 2 o 2 1
w=c-cw+av'+ v, w =c°c'w+ avy 4 o,

/
pour (vy, 1), (v}, v3) €S2 et w, w' =C™.

ProrosiTiON 7.5. L'espace quotient E(3) défini dans la Proposition 7.4 se
munit d'une structure d’espace fibré vectoriel holomorphe de fibré C"™* de base
le produit symétrigue Pu-1* Py-1 de Uespace projectif complexe Pnp-i i.e.
Pr_y % Pn_y est Uespace quotient de Pn-1 X Pp-1— 4 par la relation d’équivalence
(31, 32) ~ (32, 31) om 4 désigne le sous-ensemble fermé des éléments (y, y)
(y€ Py-y) de Puoy X Py-y,
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Remarquons, en effet, que deux vecteurs »; et v, dans C” sont linéairement
indépendants si et seulement si p(v:) % p(22) ol p désigne la projection canonique
de C"— (0) sur P,-;. Définissons la projection = de E(3) sur Pn-;* Py-; par
a({ (o1, v2), w)}) = p(p(w1), p(v2)), ol p désigne la projection canonique de
Ppoy X Pyoy— 4 sur Pu_g* Py et ou {((2y, v2), w)} désigne la classe de E(3)
contenant ((v1, »2), w). Il n'est pas difficile de verifier que E(8) (Pn-1* Pa-y,

C™? 1) est un espace fibré vectoriel holomorphe.

(CZ) J(Tn; 1; 2’ 1-; 2: ]-y 1)

1¢ ¢ ¢ 1¢1 ¢ ¢
LEMME 7.9. Sofent ¢ = 1 Si‘ 8 et ¢'= 1 9;: 8 deux représen-
0 1 0 1

tations de II telles que ®1, 3 (resp. s;{, 922) sotent linéairement indépendants.
Pour que ¢ ~ ¢' il faut et il suffit qu'il existe 6 nombres c;, ¢, c3, Cs, Cs, Cs tels
que cy* c2° c3x 0 el que
‘;’; = 5—01
;p; = €25+ a1
= es05 + 05@1+ coFs
Puisque la démonstration sera faite tout a fait de la méme maniére que

celle du Lemme 7.8 nous ometterons la démonstration en détail.

ProrosiTiON 7.6. 1l existe une correspondance bi-univoque bien determinée
entre U'ensemble J(T"; 1,2,1; 2,1, 1) et l'espace quotient E(4) de Sn.x C*

bar la relation d’équivalence définie comme suit:
(w1, v2), w) ~ ((v1, v2), w')
st et seulement s’il existe 6 nombres c¢i, cz, ¢, «, B, v tels que ¢1* ¢z * c3x0 et que

;
Uy =010y,

'
V2 = CaV2 + avy,

w' = csw + Bvr+ 702

(D) L'ensemble J(T"; 2,1, 1)

En prenant I'espace fibré vectoriel dual 'un de I'autre nous pouvons facile-

ment démontrer la proposition suivante:

ProposiTiON 7.7. Il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
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entre J(T"; 2,1,1; 1,2,1) et J(T"; 1,2,1; 2,1, 1).
ProrosiTiON 7.8. J(T"; 2,1, 1)=J(T"; 2,1,1; 1,2, 1).

Démonstration. Soit E, J(T"; 2,1,1) et soit E* le dual de E=E,.
D’aprés la Proposition 5.4 E* est de longueur 3 et par suite E* est de type
(1, 1, 2) ou de type (1,2,1) ou de type (2, 1, 1). D’apres la Proposition 7.3 E*
n'est pas de type (1, 1, 2). Supposons que E* soit de type (2, 1, 1). Nous
allons montrer que E* est décomposable. Pour le montrer nous allons d’abord
démontrer le lemme suivant:

LemME 7.10. Soient E, et E; de type (2,1,1). Alors ¢ est équivalente a
une représentation ¢' de II de la forme suivante:

1 ¢ ¢ ¢
1 0@
~ Q= ’
g~¢ 1 ¢
0 1
o ¢1=0 et ¥2 % 0.
1 Py * *
Démonstration. Posons ¢ = 1 Si’ ;z Si ¢1%0, ¢2%0, ¢3x0, alors

0 1

il existe deux nombres %k et k' tels que ¢, = k¢, et ¢;=F ¢1. Si, de plus, ¢1%0,
alors on voit que E, est de type (1,1,1,1) (Lemme 7.2). Si au contraire
¢1=0, alors E, est de type (2,2) ou dimI'(E,) =3 parce que ¢' = (1 %)

définit un fibré trivial E,.
109 ¢
1 ¢ ¢
1 ¢
0 1
sinon ¢ n'est pas de type (2, 1,1). Par suite d’aprés le méme raisonnement

(1) Examinons le cas ot ¢;=0. Dans ce cas ¢ = ol ¢ax0,

que le Lemme 7.3 on sait que ¢ est équivalente a une représentation ¢’ de la
forme suivante:

100 ¢

| 144
(P"‘"F'— 1 (P; .

0 1

Nous allons voir que a et ﬂ sont linéairement indépendants. Supposons que

903 a 90, Posons ¢; = ¢; — a¢i. Alors on a les équivalences suivantes:
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10 0’ s 10 0’ 0'
~ ol 1o @) _ 1 ¢ ¢
Sp, B (pl! 1 ¢{ > SDI”“ 1 (p;
0 1 0 1
10 ~a 0 100a&
ou f= 1 (1) 8 et g= 1 (1) 8 » g1 F(¢1). L'espace fibré E, étant
0 1 0 1

décomposable, ?{ et a; devont étre linéairement indépendants. Considérons le
1 -¢1 o2 ¢

dual E,. de E,. Puisque ‘¢'™'= 1 - 8 , on sait, d'aprés le
0 1

Lemme 7.4, que ¢'* est de type (1, 2, 1) ce qui est absurde.

(2) Examinons maintenant le cas ot ¢2=0. Si ¢, =0, alors ¢ n'est pas de
type (2,1,1). ¢ doit donc étre équivalente & une représentation ¢' de la forme
suivante :

1 ¢ ¢ ¢s
1 0 ¢
~ ¢ =
g~y 10
0 1
Puisque ¢; = 0, on sait que ¢, est dépendant & ¢; car dim /I (E,) =2 et par
suite nous pouvons supposer que ¢;=0. Alors

19 ¢ ¢ 1 ¢ 430
1 ¢ 0}~ 1 ¢. 0

)~
L 10]° 10/
0 1 0 1
1 0 100 g
. 1 N 100
ou f= 01 |etoug= 10l g€ F(¢).
0 10 0 1
(3) 11 nous reste donc d’examiner le cas ol ¢»=0. Changeant les notations
1 ¢1 P Ps
nous poserons ¢ = 1 (1) ;ﬁ: . Nous pouvons supposer que ¢; et ¢; sont

0 1
linéairement indépendants car, sinon ¢ est réduit au cas (1). De méme on

peut supposer que ¢; et ¢; sont linéairement indépendants. Puisque ¢(b) - ¢(5')

=@(d") » ¢(b) pour b, b' = IT, on obtient I'égalité suivante:

@1(B) » (b)) + a(B) 02(B') = @ (1) s(B) + ¢5(B) » a(B)
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pour b, b' € II. D'aprés le Lemme 7.1 il existe 3 nombres a, 8, r tels que

{ Pi= aP;+ BPs,
@2 = BP1+ 7¢a.

(7.13)

Si ¢;=¢3=0 alors on a dimI"(E,) =3. Montrons maintenant que, si ¢; et ¢;
sont linéairement indépendants alors ¢., ¢, le sont aussi. En effet soit

a-9,+b°9.=0.

Alors on a a(a®;+ BP3) + b(B¢1+ 193) =0, d'ott on a aa + b8 =aB+ by =0 et par
suite a¢s=b¢,=0 et on a donc a=5b=0 car ¢; et ¢, sont linéairement indé-
pendants. D’autre part si ¢; et ¢; (resp. ¢4 et ¢,) sont linéairement indé-
pendants, on voit que E, est de type (1,2,1). On peut donc supposer que
¢1=ag; et ensuite on peut supposer que ¢;=0. Dans ce cas on a ¢,= ¢,
@3=7¢;. Or,on a rx0, car E,/E, =~ E, ou <p’=((1) Si’) et E, est de type

(1, 1). Puisque 7 % 0 on a I'’équivalence suivante:

1 ¢ 93+ —f*‘Pl (23

1 ¢ ¢35 ¢5
SR B SRR OE 1)
0 1 1 P2
0 1
1000
180
ou f= T Par conséquent on peut supposer que
10
0 1
1 ¢ @3 @5
¢ = 1 (1) ZZ: ot ¢1=04=0, P30, @%0.
0 1

Maintenant d’aprés (7.13) on a ¢4= a@;+ ¢3=[¢; dot on a 3=0 et ¢s=a¥;
et ¢2=7¢; ot « % 0 car ¢4 0. Il est donc facile de voir que

1 /%¢1 Ps Ps
= 1

T Y= 0 /%%,
1 D3
0 1
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1 0 00

» o/%oo
otg=ly g 1 o Le lemme est ainsi démontré.

1

0O 0 0 T

Démonstration de la proposition 7.8. Posons, maintenant comme suit :

1= 2, %=%~%¢—%
R10 2K 100 0
1 ¢ ¢
f=1100 & et ¢ = rrg
1 ¢
001 -1 0 1
000 1
1 ¢ ¢ ¢
od he F(¢;). Alors pour ¢ = 1 (1) 52 on a l'équivalence suivante:
1
0 1
7Y

et la proposition est démontrée.

(E) L'ensemble J(T"; 2, 2)
LemME 7.11. Soit E, de type (2,2), alors ¢ est équivalente & une représen-

tation ¢' de la forme suivante:

10 * x
1 * %
~ ¢ =
(7.14) g~¢ 10
0 1
1 ¢y * ¥
Posons, en effet, ¢ = 1 Siz ;3 Si ¢1=0 et ¢3= 0 on sait que ¢~¢'
10 ¢ * 0 1
= 1 (1) ;3 Puisque E,/E; est trivial ona ¢;=0 alors dimI'(E,) =3, ce
0 1

qui est absurde. De méme il n'arrive pas au cas ¢; %0 et ¢3=0. Si ¢; %0,
¢3% 0 et si ¢, =0, nous pouvons poser
1 ¢ ¢35 ¢5

1 0 ¢

1 ¢
0 1
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et nous pouvons supposer que ¢;, ¢; (resp. ¢, ¢:) sont linéairement indé-
pendants, sinon ¢ est réduit aux cas déja considérés. Si ¢, et ¢, sont linéaire-
ment indépendants, ¢, et ¢, le sont aussi (cf. la démonstration du lemme 7.10)
et par suite on sait que E, est de type (1, 2, 1). Nous pouvons donc supposer
que @5, ¢, (resp. ¢., ¢4) sont linéairement dépendants et ensuite que ¢;=0.
Dans ce cas ¢, =0 car E, est de type (2,2). Puisqu’on peut écrire comme suit:

Q= aPi+ F¢s, @2 = BP1+ 1¢s

1 ¢ ¢ ¢5
on obtient ¥y =0. On peut donc poser ¢ = 1 g z“‘ ol ¢, = ¢+ a¢;. Mainte-
1
0 1
nant on sait que
1 ¢ atger 95 1000
a 1 %0
‘P 7 1 0 ¢3+ "‘2'¢1 ou f= 2
! # o 1
0 1
Par conséquent on n’a qu’a considérer une ¢ telle que
1 ¢ ¢3 ¢
., 10 ¢ _ _
¢ = 1 ¢ ¢3x0, ¢1=0.
0 1

~ 0 ¢
£ 10
0 1
1200
oll ¥5=¢5— ¢+ ¢ et ol f= 1 (1) }) avec fie F(¢;). Lorsque ¢1x0, ¢2x0,
1
0 1

¢3 % 0, d'aprés le méme raisonnement que celui de la démonstration du Lemme

7.2 ¢ est équivalente a une représentation ¢’ de la forme suivante:

1 ¢ ¢ ¢
i 2] on @0
0 1
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Dans ce cas aussi il n’est pas difficile de démontrer que ¢' est équivalente a

une représentation ‘de la forme (7.14) et le lemme est démontré.

10 ¢ ¢
Notations 4. Si ¢ = 1 9;“ %2 est une représentation de IT nous écrivons
3 0 1
_[% ¢ = _ (%1 %4 : £z =
¢ —[ 4 %J et ¢ = (¢ 992) (matrice des éléments de A (cf. commencement du
§6)), ¢; étant clairement un homomorphisme de A dans C. De méme nous
) 10 A1 /s
désignerons par f =[;‘ )ffj] la matrice f= 01 {3 {)’2
0 1

Posons d(¢) =d\(E,) = dim {¢,, &2, ¢3, Talc.

LeEMME 7.12. Soit ¢ = :’Z 22] Si ¢i,=0 pour un indice i, alors
_ ! !
-~ [ N ", . . o
¢ [‘F; %J on ¢i =¢; pour i1, et ou ¢, =0.

isque [ )[4 0 [ A4 LT i ;
En effet, puisque [fa fzJ [f§ f;J"[f3+f§ Lot s ], il est facile de voir
que
FT7Y

par f:[.J;; Jf:’ l tel que /i =0 (i 2) et que fi, € F(¢;,).

Le lemme suivant est facile 2 démontrer.

€1 ¥

s e‘,] une représentation de 1. Alors on a les

LemME 7.13. Soit ¢ :l

équivalences suivantes .

90:-% ‘P4]~[‘rnz ‘r”z’lN[‘F‘l ‘rrll,\,"r”l ‘;5.;+£¥¢1]~[ ¢1 ¢y J
Cy Ca Oy Py Ca2 ¢y Ly Lot afy. ot afy G2+ afy

LEMME 7.14. Soit ¢ = lé; :’;;J Si d(¢) £ 1, alors E, est décomposable.

En effet, si d(¢) =0, d'aprés le Lemme 7.12 le lemme est trivialement
verifié. Soit d(¢)=1. Alors, d’apres les Lemme 7.12 et 7.13. 90~[8 g]

L.
100 0
1 (i (}(;), et E, est décomposable.
0 1

! P
i ;,‘r ‘ telles que d(¢) =2, d(¢')
'

LemMmE 7.15. Soient ¢ = [ :’;; ;:J et ¢! = l::

=2. Alors, si ¢~ ¢ on a d(¢)=d(¢').
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Démonstration. Soit ¢ 7 ¢'. Posons F = (i i ), ou f, g h, k sont des
(2.2)-matrices. Puisque ¢(8)*F(x+b)=F(x)+¢'(d) pour bl et x€ A, on
obtient I'égalité suivante
(7.15) (f(x+ D)+ @(b) » h(x+b) g(x+b)+¢(b)k(x+ b))

: h(x+b) k(x+b)

_(f(x) f(x)?’(b)+g(x))
T\n(x) R(x)@'(b) +k(x)

’
pour be IT et x € A, o <p=(:: z:) et sﬂ':(zg 22) On sait d’abord & = (h;j)

est constant. Puisque

E(x+b0)=h-¢'(b) + k(x),
on a

. _( hu b SD:(b) S":(b) 3
(kt](x+b)) = (hzl hzz) . <§0;(b) sa;(b))'*‘ (kx](x)).

D’aprés le Lemme 2.1 on obtient alors
hiu B ?75 50_: _
R G 1) (51 1) =
ie. k¢ =0.

Nous considérons séparément plusieurs cas suivants:
(1) d(¢")=4. Alors ¢, et ¢} sont linéairement indépendants. D’apres
(7.16) on a les égalités suivantes:

hu:ﬂ + hzl?g =0, By S_f’; + hzzvS;.:x =0.

Par suite on sait que =0 et que % est aussi constant. Alors d’apres (7.15)

l'application f de A dans GL(2, C) est aussi constante et on obtient finalement :
g(x+b)+¢B)ck=f-¢'(b)+g(x)

pour b€ IT et x€ A. Par conséquent on a ¢ +k=f+¢' et §=f+¢ * k" ce qui
entraine que d(¢) =d(¢') =4 car det (k) * det (/) =det (F) = 0.

(2) d(¢') =3. D’aprés le Lemme 7.13 on peut supposer que <ﬁ{ et ¢; sont
linéairement indépendants. Aprés cela nous pouvons raisonner comme dans lc
cas (1) et on obtient d(¢) =3.

(3) d(¢")=2. Si d(¢)=3, alors, dapres (1) et (2) d(¢') =d(¢) en
ramplagant le role de ¢’ par ¢ ce qui est absurde et le Lemme est ainsi
démontré.
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D’apres le raisonnement du (1) dans la démonstration du Lemme 7.14 on

sait que le lemme suivant est vrai:

: _[¢: ¢4 [ ¢ ¢ :
LEMME 7.16. Soient 90—[ o, %] et ¢ -[ & %J deux représentations de
IT telles que ¢, et 3 soient lindairement indépendants. Si ¢ ~ ¢', il existe deux

matrices f et k< GL(2, C) telles que
[T k=¢.

Réciproquement, s'il existe deux f, ke GL(2, C) telles que la condition ci-dessus

soit satisfaite, alors ¢ ~ ¢'.

LemMmE 7.17. Si ¢ = gt gj] est décomposable, alors d(¢) < 2.

En effet, puisque E, est de longueur 2, si E, est décomposable E, est iso-
morphe & Ei@ E, ou E; et E. sont de longueur <2. ie. ¢ est equivalente a

une des représentations suivantes :

1¢;:0 0 100 0 1000
100 1¢ ¢\ . 1 0¢;
(1) 1 o]0 @ o] on ® 14 ]
0 1 0 1 0 1
1¢,0 0 10 ¢ 0
100} _| 10¢
Dans le cas (1), A 10
0 1 0 1
1000 10090;
10@l | 10¢
Dans le cas (3), 10, 10
0 1 0 1

Dans tous les cas on obtient d(¢) < 2.

Remarque. Si d(¢)=2, E, n'est pas toujours décomposable. Nous ren-
contrerons ce cas dans la suite.

LemME 7.18. Soient ¢ et ¢' deux représentations de IT telles que d(¢)
=d(¢') =4. Pour que ¢ ~¢' il faut et il suffit qu'il existe deux matrices
/s ke GL(2, C) telles que ¢ *f =k~ ¢'.

En effet, c’est un corollaire du Lemme 7.16.

ProposiTioN 7.9. Il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre le sous-ensemble J,(T"; 2,2) de J(T7; 2,2) des E, tels que d(¢) =4 et lespace
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quotient E(5) de S.,« par la relation d’équivalence définie comme suit :
(vly Va2, V3, vl) ~ (1){1 v;) Z);, U:)

si et seulement s'il existe deux matrices f, k= GL(2, C) telles que f* ( Ut v.;) ok

V3 U2
(3 5)
V3 V3

LemME 7.19. Soit ¢ = 22 Z:] une représentation de II telle que d(¢) =3.

Alors ¢ est équivalente & une représentation ¢' ou ¢'' de la forme suivante:

g~ = Z; ;i:] <+ (1) ou

o=l fool~15 0l e
De plus ¢' + ¢,

En effet, on peut supposer, d’aprés le Lemme 7.13, que @€ {¢1, &, Pslc,

soit @4= a¢,+ bp:+ c¢s. Supposons, d’abord, que ab+c % 0. Soit f= (‘11 —cb)

o= * Su@a+ [ _(* ‘Ps
€GL(2,C). Alorson a f gﬂ—(fg@l s N ) (% ) =¢'. D’aprés

le Lemme 7.16 on sait que ¢ ~¢'. Supposons, maintenant que ab+c =0. Alors
4= ap,+ bp: — abp, et on voit, d’apres le lemme 7.13, que

[ G a0 s I o 2]

ce qui est les cas (2). Nous allons démontrer que ¢' + ¢'". D’apres le Lemme
7.16, pour que ¢' ~ ¢'" il faut exister deux matrices f, k€ GL(2, C) telles que
So'k=¢" ou

n

o=(55) e o= (5 2

Or, f¢'k = ( j SulGukat akee) if w(Prkiz + Gaen) ) Par suite on obtient les

égalités suivantes:

{f11k12=0, Siokn =0
Suke+ fiz s k2= 0.

Maintenant il est facile de voir que det (f) =0 ou que det (%) =0 ce qui est

absurde et le lemme est démontré.

Notations 5. Soit N(m, C) le sous-groupe de GL(m, C) des matrices de la
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ci. *
forme (0 "cm)'
Prenons une matrice uz = (‘; g ) € GL(2, C). Definissons une représentation

p de GL(2, C) dans GL(3, C) par la formule suivante:

& af B

olp) =\2ar ad+ Br 285)

r ore &
Nous pouvons verifier que p(u -+ /) =p(p) « p(y') pour p, u'e GL(2, C) et que
o(u) € GL(3, C).

LemME 7.20. Soit ¢ =| %] ¢ = ¢ %] deux représentations de 1T
telles que d(¢) =d(¢') =3. Pour que ¢ ¢' 1I faut et il suffit qu'il existe deux
matrices f et ke N(2, C) telles que

fog k=g
- — (01 ¢ -5 ¢ ¢
oulonaposégﬁ-(O w) o = (01¢)

En effet, si f, ke GL(2, C) satisfont a la condition f/+¢ + k=¢', alors on
peut voir aisément que f, k€ N(2, C).

Nous avons donc démontré la proposition suivante :

ProrosiTiON 7.10. Soit J3(T" 2, 2) le sous-ensemble de J(T"; 2, 2) des E,
tels que d(¢) =3 et que ¢ est de la forme (2) dans le Lemme 7.19. 1l existe
alors une correspondance bi univoque bien déterminée entre Ji(T"; 2, 2) et Uespace
quotient E(6) de S,,; par le relation d’équivalence definie comme suit:

(1, v2, v5) ~(v1, V5, v3) si et seulement il existe deux matrices f, ke N(2, C)

telles que
L[V Vs, V1 U3
()= (08
LemMmE 7.21.  Soient ¢ = (Z:‘ Z;f] et g:’:[:;‘ ([3] deux représentations de

IT telles que d(¢) =d(¢') =3.  Pour que ¢ ~ ¢' il faut et il suffit qu'il existe un

nombre ¢=0 et une matrice f€GL(2, C) tels que I'égalité suivante soit satisfaite:

¢! )
(7.17) ¢ |=c-o(f) | ¢
¢ O
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Démonstration. Supposons que ¢ ~¢'. D'aprés le Lemme 7.16 il existe
deux matrices f et k€ GL(2, C) telles que

(7.18) fr9k=¢.
’égalité (7.18) s’écrit par les composantes comme suit :
(7.19) (fu(‘z'x ku+ ;U_sakzx) +f21(§nku + ‘Z’zkzl) fu(@km*- gakzz;) +f12(§f3k12 +S§2k22))
’ So( @1l + @3kan) + S Qakis + O2kn)  far(@1Ria+ Pskn) + [Pk + Oo k)
= (p’,
Puisque la (1.2)-composante et la (2.1)-composante sont égales 2 ¢} et puisque

@1, ¢2, ¥, sont linéairement indépendants on obtient les égalités suivantes:

lekn =J1"* ke
(7.20) l Seko+ foku =fuke+ fi2* ke
f22k21 =f12 * ko

En résolvant les équations (7.20) par rapport aux %; on voit aisément qu'’il
existe un nombre ¢ =% 0 tel que

E=c+.

D’apres (7.19) on obtient, par un calcul facile, 'égalité (7.17). Si, réciproque-
ment, 'égalité (7.17) est satisfaite on peut raisonner tout a l'envers et le lemme
est démontré.

ProposiTiON 7.11. Soit Jo(T”; 2, 2) le sous-ensemble de J(T"; 2, 2) des E,
tels que d(¢)=3 et que ¢ est de la forme (1) dans le Lemme 7.19. Il existe
alors une correspondance bi-univoque bien déterminée entre vJs(T"; 2, 2) et
Uespace quotient E(7) de S, s par la relation d'équivalence définie comme suit:

(01, s, v3)~ (V1. 03, 03) si et seulement s'il existe um nombre ¢~ 0 et une
matrice f € GL(2, C) tels que

v{ v
(”; )=5'0(f)( (23 )
V3 V3

LeMME 7.22. Soit ¢ = Zji o _:_) %4 ], B %0, alors E, est décomposable.

En effet, posons f=(% (B))’ k=(_13 g), ¢'=[—g¢‘ ﬁ?”z]' Alors on ob-

tient I'égalité suivants:
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fe¢ k=g
D’apres le Lemme 7.16 on sait que ¢ ~ ¢'. D’autre part il est clair que E,, est

décomposable. Le lemme est ainsi démontré.

LemMmE 7.23. Soit 90=[Z;: Q%TB%] tel que B°+4a x0. Alors E, est

décomposable.
En effet, 'équation %+ % — « =0 ayant deux racines différentes 6 et &' la
/
K )EGL(Z, C). Prenons f ="'k et posons ¢ = (6°+ a) @1+ (20+B)¢s

11
et ¢} =(8"+a)@ + (26'+ B)¢s. Alors on obtient

rg = (5 2)

¢ 0 , ,
0 ¢ ], le lemme est démontré.

matrice & = (

Puisque E, est décomposable pour ¢'=

LEMME 7.24. Soit ¢ = Z; 22] telle que d(¢)=2. Supposons que E, soit
indécomposable. Alors ¢ est équivalente a une représentation ¢' de la forme
suivante :
! !
~ o | P Y
(7.21) ¢ ¢_[¢; A
Réciproquement pour une représentation ¢' de la forme ci-dessus telle que d(¢')

=2, E, est indécomposable.

Démonstration. Utilisant le Lemme 7.13 plusieurs fois, on voit qu'une
représentation ¢ dont d(¢) =2 est équivalente 4 une des représentations dans

les Lemmes 7.20 ou 7.21. Puisque E, est supposé indécomposable et puisque

¢ 0 ¥ o1 R ¢3 2 _
@, %] o, O] il suffit de montrer que ('0—[% a%+8<ﬁa] tel que B°+4a =0
est équivalente a une représentation de la forme (7.21). Pour cela, posons
1 0
f= < _B 4 ), k=" ¢1= — g% + ¢5 alors on obtient I'égalité suivante:
2
- !/
Fegek= (99,
Y (% o)

d’od le lemme résulte. Réciproquement si ¢ est de la forme (7.21) et si E, est

décomposable il doit exister deux matrices f et k< GL(2, C) telles que

(G 5) =5 )
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ol (,5_1’, 55 sont linéairement indépendants. Pourtant il est facile, dans ce cas, de
voir que det (f) =0 o} det (k) =0, ce qui est absurde et le lemme est ainsi
démontré.

LEMME 7.25. Soient ¢ = Zz %3] et ¢’=[$§ S(’;:fx] deux représentations de
IT telles que d(@) =d(¢) =2. Pour que ¢ ~¢' il faut et il suffit qu'il existe trois
nombres ¢, c¢' et ¢ tels que ¢+ ¢' % 0 et que

(7.22) {;02=0'0"‘791+8’¢3

S_”-z'c =c* ¢
Démonstration. Supposons que ¢ ~ ¢'. Alors il existe deux matrices f et
ke GL(2, C) telles que

fe@ek=¢.
Par un calcul facile nous pouvons verifier que f et 2 sont de la forme suivante:

r=(55) #=(75)

oll a, 8, 7, & sont des nombres complexes convenablement choisis. 1l est mainte-

nant facile de voir que

{ 01 = a®B0¢; + a(Be + 10) 5
¢s= aBogs

En prenant ¢ = afid, @ =¢', e =c¢'(Bc+ rd) on obtient les égalités (7.22). Puisque
le raisonnement ci-dessus sera fait tout réciproquement le lemme est démontré.

D'aprés les Lemmes 7.24 et 7.25 nous avons démontré la proposition
suivante :

Prorosition 7.12. Soit J.(T”; 2, 2) le sous-ensemble de J(T"; 2, 2) des E,
tels que d(¢) =2. Alors il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre l'ensemble J.(T"; 2, 2) et lespace quotient E(8) de S, . par la relation
d’équivalence définie comme suit:

(01, 1)~ (%1, v3) si et seulement s'il existe 3 nmombres ¢, c', a tels que
c+c'x0 et que

/
{ = CUy

’
vy =¢ " c'v2+ av.
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(F) L’ensembles J(T"; 1, 3) et J(T"; 3, 1).
ProrosiTioN 7.13. Il existe une correspondance bi-univoque bien déterminée

entre J(T*; 1, 8) et la variété grassmannienne Gn,s.

ProrosiTiON 7.14. En premant lespace fibré vectoriel dual U'un de I'autre

il existe une correspondance bi-univoque entre J(T"; 1, 3) et J(T"; 3, 1).

Nous ne donnerons pas la démonstration des Propositions 7.13 et 7.14
parceque nous démontrerons dans le paragraphe suivant des propositions qui

traiteront 'ensemble J(T"; 1, m) et J(T"; m, 1) pour m quelconque.

Notation 5. Soit D,,, la variété de drapeaux constituée par des chaines
(Vi, ..., V,) de sous-espaces vectoriels V; de C” tels que Vi - -CV, et
que dim V;=Z pour i=1, 2, ..., 7.

Nous énumérons deux propositions suivantes dont nous ne donnerons pas

la démonstration.

ProrposiTiOoN 7.15. J(T7; 1,2,1; 2,1, 1) se munit d’une structure d’un

espace fibré vectoriel holomorphe de fibre C*™* et de base Dn,,.

ProrosiTION 7.16. [l existe une correspondance bi-univoque bien déterminée
entre J.(T?; 2, 2) et Dy,2.

Pour terminer ce paragraphe nous résumons dans le théoréme suivant les

résultats obtenus.

TutoriME 4. L'ensemble E(T"; 4) des espaces fibrés vectoriels holomorphes
indécomposables de fibre de dimension 4 sur un tore complexe T" admettant
des connexions holomorphes est complétement classifié de la facon suivante en

utilisant les notations introduites dans ce paragraphe.

E(T”?; 4)~E(T"; 1)x N(T”; 4).
E(T*; 1)~T'": La variété de Picard de T".

N(T”; 4) = Ulz>mi:4J(T”; my, ..., m),

nTL?\o
(T my, ..., m)NI(T? my, ..., m;)=(/> si(my, oo, m)x(mi, ..., mi).
JOmy, . .., m)=3(T"; my, ..., my) est classifié comme suit:

J(1, 1,1, 1) ~E(2): Un espace fibré vectoriel holomorphe de fibre C*™* et de base
E(1) (cf. Th. 3).
J(1, 1, 2)=¢ (vide).

https://doi.org/10.1017/50027763000006693 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000006693

140 AKIHIKO MORIMOTO

J(1,2,1)=3(1,2,1; 1,2, 1)UI(1,2,1; 2,1,1) (Somme disjointe).

J(1,2 1; 1,2 1)~E(3): Un espacz fibré vectoriel holomorphe de fibre C** et de
base Pn-1* Py-y (Prop. 7.5).

J(1,2,1; 2,1, 1) ~E(4): Un espace fibré vectoriel holomorphe de fibre C"? et
de base Dy, (Prop. 7.15).

J(2,1,1)~J(1,2,1; 2,1, 1).

3(2,2) =32, 2)UTa(2, 2) U2, 2) UT(2, 2)  (Somme disjointe).

Ji(2, 2) ~E(5): Un espace quotient de Sy, .

J4(2, 2) ~E(6): Un espace quotient de S,,s.

Ji(2, 2) ~E(7): Un espace quotient de S, ;.

J2(2, 2) ~Dan,.: Une variété de drapeaux.

J(1, 8)>~J(8, 1) =Gp,3: Une varitté grassmannienne.

§ 8. Classification de J(T”; 1, m) et de J(T”; 1,..., 1).

Notation 1. Soit ¢ une représentation unipotente de I7 de degré m. Soit
I'(¢) l'espace vectoriel complexe défini dans le Lemme 5.2 et prenons un élément
¢er(e). Soit (&(x), ..., &nlx)) les composantes de &(x) € C™. Désignons
par I';(¢) le sous-espace vectoriel de I'(¢) des éléments ¢ tels que &i+1(x) = - - -
=&m(x) =0 pour tout x= A. Si £ Ti(¢), alors on voit que &; est constant.
L’application p; de I;(¢) dans C définie par pi(£) =¢; est clairement une appli-

cation linéaire. Il est aussi clair que le noyau de p; est égal a 'espace Ii-1(¢).
On sait donc que

(8.1) dim I(¢)/Ti-1(¢) £ 1.
De plus, puisque 7' (¢) = I(¢) D Fn-1(@) D + - - DTi(¢) D T(¢) = (0), on a

(8.2) dim I'(¢) = ﬁldim T:(@) [ Ti-1(9).

D’apres (8.1) et (8.2) on sait que dim I'(¢) =m si et seulement si dim I3(¢)/

Ti-1(¢) =1 pour tout ¢=1,2, ..., m. Ceci étant dit, nous allons démontrer le
lemme suivant:

LeMME 8.1. Soit © une représentation unipotente de IT de degré m+ 1 telle
que E,c J(T"; 1, m), alors ¢ Secrit comme suit:
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1 ¢ @z * « P
1 0- 0
(8.3) @ = S
.0
0 1
0 @1, ..., Pm sont linéairement indépendants. Réciproquement pour toute
représentation ¢ de II de la forme (8.3) telle que ¢1, . . . , Om soient linéairement
indépendants E,= J(T"; 1, m).
1 SO} K oo e e %
1 ¢
Démonstration. P = (¢i) = R =(3 o) Re
monstration. osons ¢ = (@;;) = A S
.o
0 1

marquons d’abord que ¢ % 0 car E, contient 'espace fibré vectoriel E, comme
un sous-espace fibré vectoriel, ot ¢'¥ = ( é 9;%) Puisque dim 7"(E,) =1 on sait
que E,/E; ~ E,, ou E; désigne comme toujours le plus grand sous-espace fibré
trivial de E,. Puisque dim I'(E,) =m, on peut appliquer la remarque faite

dans la Notation 1 et on sait que
(8.4) dim I'i(¢')/Ti-i(¢') =1 pour i=1,..., m.
Nous allons maintenant montrer que 501 = 9’7? == svpi" =0. En effet, puisque

Tm(¢") [ Tm-1(¢') % (0) il existe un élément £& Iu(¢') =T (¢') tel que &m = 0.

On sait alors que
Em-1(% +8) = Em-1(x) — ¢7'(B) pour tout be Il et x€ A,

ce qui entraine que <;“T”=0. De la méme maniére nous pouvons montrer que
T= P ... =¢'=0. Puisque ¢} 0 il existe un nombre  tel que ¢% = k¢?.
On sait que 2=0, car 975 = kai =0. Montrons maintenant que ¢' est la matrice
l'unité. Supposons qu’on ait démontré que ¢;; =0 pour tout couple (4, j) tel que
2=<1<j=1, et démontrons que ¢;;+1=0 pour tout :</+1. Pour cela con-

sidérons la représentation ¢ suivante

B AT 21250 1 Sil 0 :Sﬁ(z)-l 5f
1 ¢m 1° o
,e _ !
: €141 (1) ¢'1.—1
0 1 \ 0 1
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ol I'on a posé ¢1=@pn, ..., Cr-1=Cu, C1=C1+1, Poi1=01 « o« » Phir1= 11,
Par le méme raisonnement que dans la démonstration de ¢ =0, on sait que
g1="++=¢11=0. 1l est facile de voir que @, ..., ¢;—; sont linéairement
indépendants a cause que dim I'(E,) =1. Comparant les (1, /4 1)-composantes
des deux membres de I'égalité

@(b) » (') =¢(') - ¢(b),
on obtient 1'égalité suivante:

01(D) * pi(B') + @a(B) * PoB') + + + - + @-1(B) * P1-1(d")

(8.5)
= @1(8') « p1(B) + Pa(B') » P2(B) + + * * + @11 (b') * P1-1(b)

pour b, b' e II.

D’oli on obtient I'égalité suivante:
@1 AN+ --- +¢l—x Ngi-1=0,

(cf. Notation 1 §7). Puisque ¢1, . .., #;-1 sont linéairement indépendants on
peut écrire ¢;= l_f__‘ta{?’j pour i=1,...,1-1, dou ¢ = gafw (cf. Lemme 7.1).
Puisque oy, - . . J,=<1)?1_1 sont linéairement indépendantsjzt puisque ¢;=0 on
obtient donc af:=0 dou ¢i=0 pour i=1,...,I1—1 et le lemme est ainsi

démontré.

Notation 2. Soit ¢ une représentation de II de la forme (8.3). Nous dé-

signerons par ¢(b) la ligne (¢:1(d), . . ., ¢m(b)) et par ¢ laligne (¢y, . . ., ¢m).

LeMME 8.2. Soient ¢ et ¢' deux représentations de II telles que E,, E.,
eJ(T"; 1, m). Pour que ¢ ~¢' il faut et il suffit que la condiltion suivante

soit satisfaite

(8.6) (1, 0oy Embe={g1, . ., e
Démonstration. Soit ¢ 7 ¢' i.e.

(8.7) o(b) « f(x+b)=f(x)*¢'(b) pour bell et xE A.

On sait d’abord que f(x) = (fij(x)) eN(m+1, C) (cf. Notation 3 §7), et que
fii(x) est constant pour 1=1,..., m+1 Posons

/-5 )
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D’apres (8.7) on sait que fo(x+b) =fo(x) pour b Il et x A. 1l en résulte
que f, est constants. Nous obtenons encore par (8.7) 'égalité suivante:

Silx+b) +@(b) « fo=¢"(b) + filx) pour bell, x< A.

Ceci entraine que @ + f = ¢ et par conséquent on obtient I'égalité (8.6). Puisqu'on
peut raisonner tout réciproquement le lemme est démontré.

D’aprés les lemmes 8.1 et 8.2 nous avons démontré le théoréme suivant:

THEOREME 5, ]I existe ume correspondance bi-univogue bienm déterminée
entre 'ensemble J(T”; 1, m) et la variété grassmannienne Gn,m des sous-espaces
vectoriels complexes de dimension m dans C”, en particulier si n<m, J(T"; 1, m)
est vide.

Nous pouvons démontrer la proposition suivante comme dans le cas m=2

(cf. Proposition 6. 4).

ProposiTION 8.1. En prenant le dual 'un de lUautre il existe une corre-

spondance bien-déterminée entre Uensemble J(T"; 1, m) et U'ensemble J(T"; m, 1).

Notation 3. Pour simplifier les notations nous désignerons par J(T"; 1X m)
I'ensemble J(T"; 1,...,1) ou 1 parait m fois. Soit ¢ une représentation
. i ey (1«
unipotente de I7 de degré m+ 1. Nous poserons ¢ = ( 0 1 ) = ( 0 S”m)' Alors
il est clair que ¢V et ¢*” sont aussi des représentations de IT de degré m. Si,
de plus, ¢ s’écrit comme suit:

X,

1 ¢ ¢ =+ Pm)
1 ¢’ :
(8.8) ¢ = L. "o I’
. P
- ¢
0 1
0 ¢ ¢f + + - ¢m
0 ¢ :
0
alors nous poserons ¢ = exp . ‘F*
. 2
. Y1
0 0

LemME 8.3. Soit ¢ une représentation unipotente de II de degré m+1 telle
gque E,e J(T"; 1x(m+1)), alors ¢ est équivalente & une représentation ¢' de
la forme (8.8):
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1 ¢ - - ¢

1 . .

(8.9) T Y= : o
.91

0 1

ou ai % 0 et ou f est une matrice constante. Réciproquement pour une représen-
tation unipotente ¢ de la forme (8.8) telle que ¢, 0 l'espace fibré E, = J(T";
1x (m+1)).

Démonstration par récurrence sur m. Supposons quon ait démontré le
lemme dans le cas ou le degré de ¢ <m-+1. Soit f; une matrice de GL(m, C)

telle que
10 - - - ‘P;n—x
-
fileeW e fi= B 1

!

. %
0 1

— -1
ot ¢i % 0. Posons ¢’ = (f(;‘ (1)) Q. (](;‘ 0)- Alors ¢' s’écrit comme suit:

’

1 ¢ - - - ‘P;n—l Gm-1

1 .

I — [
7= 1¢l o
1o
0 1

Puisque ¢ = 0 il existe un nombre % tel que ¢’ = k¢} et nous pouvons supposer

que k=1 ie. ¢} =¢]. Supposons qu'on ait trouvé une matrice f telle que

1@ Choy ey
1. -
.. y;g’
Pr=fTleglef= o P
1 ¢
0 1 )

et montrons qu'il existe une matrice f' telle que
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1 (21 * Sa;n-l SD:I,I—I\
1 . :
o
. . +1
(8.10) Frrlegn . pr= . . %
B
o
1 ¢
.0 1

Pour cela considérons la représentation suivante
R (S T
1 - (8 ‘Fﬁ
v P
S
1 &
0 1
En comparant les (1, /+ 2)-composantes des deux membres de 'égalité ¢(b) » ¢(&')

=¢(b') *+ ¢(b) (b, ' € IT), nous obtenons I'égalité suivante:
F1(B) * ¢1'(8) + 94(B) » ¢1_1(8) + - - -+ ¢Ub) * ¢1(b)
= Q1) « ¢1'(8) + ¢2(8') + ¢11(B) + - - - + A« ¢1(D),
dou on a ¢i(b) + ¢1'(B') — ¢L(b) + @' (B) + ¢i(b) * ¢1(b) — ¢U(Y') + ¢1(8) =0 d'ou
encore on a
GAG+ENG=0 ie GA @ —¢h=0.
Par suite il existe un nombre « tel que (E' - ;; = a(,:f d’ou

o = Q1+ a¢l.

Dans ce cas il n'est pas difficile de trouver une matrice f' satisfaisant a la
condition (8.10) et par conséquent on peut trouver une matrice f telle que
(8.9) soit satisfaite. L’énoncé réciproque est aussi facilement démontré par
récurrence sur m et le lemme est démontré.

Dans la suite nous ne considérons que les représentations ¢ de la forme
(8.8) telles que ¢; 0. Nous appelerons donc telle représentation ¢ une représen-

tation typique.

LeMME 8.4. Soient ¢ et ¢' deux représentation typiques. Si ¢ ~ ¢', alors

@~ @
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En effet, si ¢ 7 ¢' on sait facilement que f(x) eN(m+1, C) pour tout
f(l) *

0 Cm+1).
Alors on obtient I'équivalence suivante: ¢ ¢’ et le lemme est démontré.

x€ A et fii(x) est constant ¢; pour ¢=1,..., m+1. Posons f=(

Le lemme suivant est facile a prouver.

LemMme 8.5. Pour tout mombre b;, b; ; i, j=1,..., mon a

0a * * * am 0 b+ + * bm
0 . : 0 . .
exp T . leexp T .
: a :
0 0

b
0 0

0 ai+bi - * * am+bm
0. - :
= exp o . .
. a+bh
0 0

LeMME 8.6. Soient ¢ et ¢' deux représentations typiques de II de degré
m+1. Si 50_,* =W pour i=1, ..., m, alors il existe des fonctions holomorphes

fi, - -« fm sur A telles que

(8.11) $7¢
1 /i *fm
1- :
ou = 1 . |» Réciproquement si la condition (8.11) est satisfaite
N
0 1

on a ¢F=¢* pour i=1,..., m.

En effet, puisque p;=¢;* —¢¥ € A* nous pouvons prendre une fonction

0 gl . . . gm

0 - :
g€ F(p) pour i=1,..., m. Posons f=exp " . .| Dapres le

. &1

0 0
Lemme 8.5 on obtient I'’équivalence (8.11). L’énoncé réciproque étant aussi

démontré de la méme fagon le lemme est démontré.

LeMME 8.7. Soient ¢ et ¢' deux représentations typiques de degré m-+1
telles Z)ue a =W pour i=1,..., m. Supposons. qWon ait une équivalence
suivante

$7¢

Alors il existe un nombre ¢ % 0 tel que f s’écrit comme suit:
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lfl.' . .fm
1 . .
=l )
N
0 1

Démonstration. On peut voir d’abord que f(x)eN(m+1, C) pour tout
x€ A et que fii(x) =c¢ est constant pour tout 7=1,..., m+1. Supposons

maintenant qu’on ait démontré que f doit étre de la forme suivante:
1 f'1 « o . fm_2 g k
1 .

Sm-2 h
Sm-2

o=

. N
0 1
Démontrons que g=~h, ce qui complétera la démonstration du lemme.

Comparant les (1, m)-composantes des deux membres de ’égalité

(8.12) @(b) » f(x+b) =f(x) + ¢'(B) (bel xe A),
on obtient
(8.13) g(x+ b} + ¢i1(b) * fm-2(x+ B) + 2(B) frn-s(x + )+ - - -

+ Pm-2(b) f1(x+ b) + Pm-1(b)
= Om1(B) + f1(%) Orur(B) + fo(%) * Orm_s(B) + - - -
+ frm-2(2) €1(b) + g (x).

De méme en comparant les (2, m+ 1)-composantes des deux membres de
I'égalité (8.12) on obtient:

(8.14) h(%+ D) + ¢1(B) frn-2(%+ b) + o(b) frn-s(x +B) + - - -
+ Cm-2(B) fi(x + b) + Pm-1(b)
= @m-1(B) + £1(2) Prn-s(B) + fo( %) * Prs(B) + - - -
+ fm-2(2) @1(B) + h(2).

Combinant (8.13) et (8.14) on sait qu’il existe un nombre a tel que

(8.15) h=g+a.

Maintenant comparons les (1, s+ 1)-composantes de l'égalité (8,12), Nous

obtenons alors:
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(8.16) k(x+8) + @1(B)h(x+ D) + ¢a(B) frn-o(x +B) + - - -
+ O D) fil % + B) + ©m(D)
= On(b) + 11(2) Oy (B) + fo(%) * Org(B) + - - -
+ frm-o(2) 03(b) + g (x) ¢1(B) + k().

Or, le premier membre de (8.16) est égal a

(x+b) + 01(b) fru-1(x + b) + 02(B) frn-2(x + b)Y+ - -
+ Om—1(B) filx+ D) + (D) + a:(b)

d’otr on obtient

1¢ ¢ Pmy P+ apy ... !
1 . Pm-1 (1 ‘{il . Sp-m
SN x+D) = f1(x) - y
. Sf;l 21
0 A 0 1
ol
1A fm28& k)
1 - Sm-2 &
o P fm-2
fl__ . . .
. N .
1 f
0 1

Il résulte du Lemme 8.6 que (¢m+ ag))* = W Puisque (@m+ a@))* = ¢4 + ay
on obtient

xR _

E’r: +api=¢n = 577;;
ie. ap;=0 et par suite a =0 car ¢; 0. Par conséquent nous avons montré
que k=g et le lemme est démontré.

LeMME 8.8. Soient ¢ el ¢' deux représentations typiques de degré m—+1

telles que ;’,; =;$70F pour i=1,...,m—=1 St ¢ T ¢, alors il existe un nombre
a tel que
;;E: ﬁ + ag,

Démonstration. Puisque ¢(b) * f(x+b)=r(x)*¢'(b) on sait d'abord que
F(x)eNwm+1, C) pour tout x € A et que f;; sont const. pour =1, ..., m+1.

. f(l) * c % A / ) .
Si l'on pose f= ( 0 ¢ ) = ( 0 f(z))’ on obtient les deux équivalences suivantes:

(1) ~ (1) . (1) ~ (1)
‘[ /(l)q ’ ‘:[ f(ﬁ)(f 4
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Utilisant le Lemme 8.7 on peut supposer que

1 fl ot fm—z fm—l g

1 Sm-2 h
v Sz
f= .o N E
B SR
1 N
0 1

D’aprés le méme raisonnement que celui du Lemme 8.7 on peut trouver

un nombre « tel que % =fm-1+ «. Posons

11 fim 8
1- Sm-1
P T |
B : fl
0 1

alors on obtient:

1op- o Omat1 m+apy " )
1 s Le o
. : 7" - ) :I
A 0 -
0 1
D’apres le Lemme 8.6 on a finalement
(8.17) (om+ ag)* = ¢h

Le premier membre de (8.17) étant ¢ + a¢: le lemme est ainsi démontré,

LEMME 8.9. Soient ¢ et ¢' deux représentations typiques de degré m+ 1.

Si ¢ ~¢'"", alors il existe une représentation typique ¢" telle que ¢"~¢' et que
ol *=¢0f  powr i=1,2, ..., m—1

Démonstration. Puisque ¢V’ ~ ¢’ il existe un nombre ¢ tel que ¢} = c¢;.

Posons
Nr=gagte s
1 0 1 (rr;’ F o e e *
c 1 .0 N
ou f= ¢ Alors on voit que V¢! = I o] est
L el
0 {:HI 0 1
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une représentation typique de IT et que ¢" =%<p§ ie. <ﬁ_{’ =¢;. Supposons qu’on

ait démontré qu’il existe une représentation typique
R K
1. c

o'~ (l)‘Pn —

0

telle que ¢/'* = ¢F pour i=1,..., L

présentation typique “*V¢" telle que ¢'~ V¢! et que

1ol - -9 @
1 o
{+1. Pour cela posons ¢ =
gl
0 1

Puisque ¢ ~¢'™ on obtient ¢ ~ Po.

Den telle que

* )

. @
-
(7]

g
1

Nous allons montrer qu'il existe une re-

¢p}7*=g;;; pour z=1,...,
1¢ - © Q1)
1 3 .
t“"f’= R R
.Y
0 1

Il résulte alors du Lemme 8.8 que

¢fv1=¢*+ a¢, pour un nombre a. Posons maintenant ¢/, =& + a¢; et

I3 1 ! !
(100 .0 0----0 0----0 0----0---. 0 \
10---0 «0---0 «@0---0 &l0---0at
10--- 02x0--- 0 ka®0--- 0 ka0
10--- 0 3¢ 0--- 0 kaf0--- 0 ka
1 .
f= ) k;n-al--laf3 ,
'km-z;t-lo(z
'(m-{-l)a
\ 0 i

ol ki=Fkisi+i+1, ki=k_1+k, bo=ki=k)
lence suivante:

(1 ¢ - - -9« "
1 Ll 19011 .-
B = oy
Lol
0 1) 0
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ott “*Ve! est aussi une représentation typique. Puisqu’on peut faire ce procédé

jusqu'a ! =m—2 le lemme est démontré.

LeMME 8.10. Soient ¢ ei ¢' deux représentations typiques de degré m+1
telles que ﬁ" =W pour i=1, ..., m—1. Alors pour que ¢ ~ ¢' il faut et il
suffit qu’il existe un nombre « tel que

(8.18) =0k + ay

"En effet, la nécessité résulte du Lemme 8.8. Supposons que (8.18) soit
satisfaite. On a q?i;*— = sv_,’}2+ a¢i= (gm+ ag)*.  Alors il résulte du Lemme 8.6

z

que l'on a I'équivalence suivante:

Lo gy (19 e Omtaf

lsil. 12 1 A 1 qil' P

: : . .’ ~ ¢ ' : 7 ) . .

Kz : o . %

0 1 0 1 0 1
(10---0a 0
1. :

ou f= .o . |- Le lemme est ainsi démontré.

. '0
\ 0 "1

D’aprés les Lemmes 8.9 et 8.10 nous pouvons démontrer le théoréme
suivant :

TutorEME 6. Soit = l'application de J(T"; 1 x (m+1)) dans J(T?; 1 xm)
définie par n(E,) = E,». Alors J(T"; 1x (m+1)) (J(T"; 1xm), C*™, x) se

munit d’une structure d'espace fibré vectoriel de fibre C" .

§9. Remarques diverses sur des espaces fibrés vectoriels en général.
Dans ce paragraphe nous étudierons des espaces fibrés vectoriels holo-
morphes sur un tore complexe qui n'admettent pas nécessairement des con-

nexions holomorphes. Nous allons démontrer la proposition suivante.

Prorosition 9.1. Soit L un espace fibré wvectoriel holomorphe de fibre C
sur un tore complexe. Soient E et E' deux espaces fibrés vectoriels holomorphes
sur le tore complexe admettant des connexions holomorphes. Supposons que

LOFE soit isomorphe a E'. Alors L admet aussi une connexion holomorphe.

Démonstration. Soient E=E,®- - -QE;, E'=E{®- - - ® E} les décompo-
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sitions de E et E’ en les facteurs indécomposables. Alors on peut supposer que
L ® E, soit isomorphe a E; (cf. [3]). D'aprés le Théoreme 3 de [6] nous
pouvons trouver deux espaces fibrés L, et L, de fibre C admettant des con-
nexions holomorphes et deux espaces fibrés vectoriels F et F' admettant aussi

des connexions holomorphes tels que
Ei=L,QF, Ei=Li®F',

et tels que det (F) (resp. det(F')) soit un espace fibré trivial I de fibre C, ol
det (F) désigne I'espace fibré associé 2 F par la représentation det de GL(7, C)
dans C* = GL(1, C), GL(7, C) étant le groupe structural de F. Puisque L ® E;
~ E{ on sait que L L, @ Li* @ F= F' et par suite que

(LQLQL* ~1,

7 étant la dimension de fibre de F car det (L® F) =L ® detF. 1l nous donc
suffit de démontrer le lemme suivant (peut-étre bien connu).

LeMME 9.1. Soit L wun espace fibré vectoriel holomorphe de fibre C et de

base M. Si L est trivial pour un entier r x 0, alors L admet une connexion
holomorphe.

Démonstration. Soit {U.} un recouvrement suffisamment fin de M tel que
L soit trivial sur U, et soit {g.2} le systéme de fonctions de passage de L par

rapport au recouvrement {U,}. Posons maintenant comme suit :

.£ <argz<%n},

Ci={zeC*| ]

Cz={z€C*

- %n‘<argz<~§—n}-

Il est évident que C*=C;\UC,. Puisque L" =T il existe une application holo-
morphe g. de U, dans C* telle que

Gus(x) = gu(x) * g(x)™! pour tout xe& U, N Us.
Soit Us, = g5'(C1) et soit U, = g3'(C2). 1l est clair que
Uu = Ual V) Uaz.

Soit g, la restriction de g« a U, et soit g.p; celle de gus 2 U, N U, pour

1/r

&, j=1, 2. Considérons une branche f,, des racines r-puissance g, de &, et-:

POSONS Zu;p; = far * f5} * Casp;  Puisque cq;5; est une application holomorphe (a
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fortiori continue) de Us; N Uy, dans C* et puisque ci,s;=1 on sait que ¢ 3, est
une application constante sur chaque composante connexe de U, N U;;. 1l en
résulte que L admet une connexion holomorphe (cf. Prop. 14 [1]) et le lemme

est démontré.

ProrosITION 9.2. Soit E un espace fibré vectoriel holomorphe indécomposable
sur un tore complexe admetiant une connexion holomorphe. Soient L et L' deux
espaces fibrés vectoriels holomorphe de fibre C tels que L @ E soit isomorphe a
L'® E. Alors L= L'

Démonstration. D’aprés le Théoreme 3 de [6] on peut écrire:
E = L1 ® El

ou detE; =~ I et ou L, soit un espace fibré de fibre C. Puisque L ® L, ® E;
~L'® L ®Q E; entraine L® E:=~L'Q Ei;, on voit, d’aprés la proposition 9.1,
que L ® L'* posséde une connexion holomorphe et par suite, d’aprés le Lemme
5.3 de [6] on sait que L L'*~1T ie. L=~L' et la proposition est ainsi

démontrée.

Remarque 1. La Proposition 9.2 n’est pas vraie si I'on ne suppose pas que
E soit indécomposable. Par exemple prenons un espace fibré vectoriel de fibre

C tel que L*~ I et que L ne soit pas trivial. Posons
E=E & (LQ® E)

ot E; est un espace fibré vectoriel holomorphe admettant une connexion holo-
morphe. Alors on sait que LQ E~ E.

Remarque 2. Quand on veut classifier les espaces fibrés vectoriels holo-
morphes qui n’admettent pas nécessairement des connexions holomorphes, on
fabriquera d’abord des espaces fibrés vectoriels de la forme L® E, ot E est un
espace fibré vectoriel & connexion holomorphe et ou L est un espace fibré
vectoriel arbitraire de fibre C. D’aprés les Propositions 9.1 et 9.2 on voit qu'il
existe, dans un sens, beaucoup d’espaces fibrés vectoriels qui n’admettent pas
des connexions holomorphes. On se demande donc: “Est-ce que tout espace
fibré vectoriel est, par hasard, fabriqué par le procédé comme ci-dessus?”
Malheureusement cette conjecture n’est pas vraie méme si la base est un tore
complexe de dimension 1 ou plus fortement méme si la base est une courbe

elliptique. Par exemple prenons un espace-fibré vectoriel holomorphe E de fibre
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C? sur une courbe elliptique dont le degré est égal a2 1 (pour la notion de degré
de E voir Atiyah [2]). Par un calcul facile des classes de Chern des espaces
fibrés de la forme L ® Ei;, on peut voir aisément que E ne peut pas étre écrit
sous la forme E=L ® E; comme plus haut.
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