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Introduction

Si X est un ensemble mesurable au sens de Lebesgue dans un espace

euclidien En et Y est un ensemble mesurable au sens de Lebesgue dans un autre

espace euclidien Em, alors X x Y est mesurable dans En+m = En x Em et sa mesure

est egale au produit de la mesure de X et celle de Y. Mais il n'existe pas de

telle relation simple ni pour la capacite d'ordre general ni pour la mesure de

Hausdorff de dimension generate. Dans le present memoire nous essayons

d'evaluer la capacite des ensembles produits au moyen de la capacite ou de la

mesure de Hausdorff des ensembles composants.

Le premier paragraphe est consacre aux preliminaires. II s'agira d'un espace

metrique localement compact et des noyaux logl/p, 1/ρ* et log+ lip, oύ p est

la distance et, en general, / + signifie max (/, 0). L'etude des potentiels pour

des noyaux plus generaux dans un espace localement compact est courante dans

la theorie du potentiel, mais dans le present memoire nous nous limitons stricte-

ment a ce qui sera necessaire dans les paragraphes suivants une discussion

sera faite d'un point de vue general dans un memoire en preparation.

II est bien connu que la dimension capacitaire est egale a la dimension

hausdorffienne dans Γespace euclidien. Ainsi la connaissance de la valeur de

mesure de Hausdorff est utile en determinant la valeur de capacite. II y a

d'assez nombreuses recherches sur la mesure de Hausdorff des ensembles

produits. Nous donnerons dans 1.6 un expose rapide des resultats connus sur

ce sujet. En particulier, nous citons ici un phenomene pathologique trouve par

Besicovitch-Moran [4] disant que, etant donnes a et β, 0 < a, β ^ 1, il existe

un ensemble ferme X de dimension a sur Γaxe des x et un ensemble ferme Y de

dimension β sur Γaxe des y tels que la dimension de 1 x 7 soit egale a

m i n d + α:, 1 + 0).
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L'objet des §§2-31) est d'evaluer la capacite des ensembles produits. Le

seule travail qui a explicitement traite ce probleme est [10] par Deny-Lelong

qui montre qu'un ensemble cylindrique dans Γespace euclidien En (n^3) est

de capacite exterieure d'ordre n - 2 nulle si et seulement si Γensemble a base

est de capacite exterieure d'ordre n - 3 (ou capacite logarithmique exterieure si

n = 3) nulle. La capacite des ensembles produits est minoree dans §2 et majoree

dans §3, au moyen de la capacite ou de la mesure de Hausdorff des ensembles

composants.

Soient X et Y des ensembles compacts. Le resultat de Besicovitch-Moran

mentionne ci-dessus suggέre qu'il n'existe pas de limitation superieure pour la

dimension d e l x Y si on ne tient pas compte des dimensions des deux espaces

dans lesquels l e t 7 sont respectivement places. En efϊet, on montrera dans

§ 4 que, si XC En et Y C Em, on a

dim(X) + dim(F) *=dim(Xx Y) ^ min (w + dim (Y)y m + άim(X))

et que, etant donnes ay 0 < a ^ n, et β, 0 < β ^ m, on peut trouver un compact

XCEn de dimension a et un compact YCEm de dimension β tels que dim (Xx Y)

~mm(n + β, ?n + a). Besicovitch et Moran ont evalue la mesure de Hausdorff

mais nous compterons la capacite d'un ensemble de Cantor generalise.

Ce travail a son origine dans le probleme de trouver des criteres pour

qu'un ensemble soit effile en un point. De fait nos resultats sur revaluation de

la capacite des ensembles produits peuveπt s'appliquer au probleme d'effilement,

mais on prendra une autre occasion pour cette application il faudra etendre

une condition de Wiener-Brelot pour Γeffilement.

§ 1. Potentiel, capacite et dimension

1.1. L'espace Ω dont il s'agira sera un espace metrique localement compact,

et les noyaux seront les fonctions particulieres de la distance p(P, Q) :

( d ) et o ' c i b ) ( 0 < « < θ 3 )

Les potentiels pour ces noyaux, engendres par une mesure de Radon positive

finie μ a support compact, sont definis par

l) Un resum4 de rasultats partiels a ete donne dans Bull. Amer. Math. Soc, 59 (1953),
pp. 453-454.
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Φ{P, Q)dμ{Q)
Ω

et notes U'ί(P) et Uί(P\2) et ils sont appeles le Q-potentiel ou le potentiel

logarithmique et Va-potentiel respectivement une mesure de Radon μ sera

toujours positive ήnie a support compact dans ce memoire et son support sera

note Sμ.

On definit Yenergie (/ι, μ) par

> Q)dμ(P)dμ(Q)

et designe par © Γensemble des mesures dont Γenergie est ίinie. Nous designons

par $χ Γensemble des mesures de masse totale unite dont le support est contenu

dans un ensemble X.

Posons pour un compact KC Ω non vide

FF(/Π=inf (/A μ).

A cause d'un theoreme de choix (voir [5], par exemple), il existe au moins une

mesure μo €Ξ &κ qui rend Venergie minimum. De plus, par le raisonnement

habituel on peut demontrer la

PROPOSITION 1. On a

U'^KP) =E WKK) part out sur Sμo

et

U'ΛP) ^ W{K)

sur K sauf sur un Fo dont la masse est nulle pour toute μ e (&.

Pour la demonstration voir [17; 19].

1. 2. On dit qu'un noyau satisfait au principe du maximum c-dilatό [c ^ 0)']

si pour toute μ on a

sup Ui(P) £

On va demontrer la

PROPOSITION 2. Le noyau p'^iP, Q) (a > 0) satis/ait au principe du maxi-

2) En outre, on considerera dans 1.7 le noyau logA 1 > - m a x (log 1 p, 0) et designera

le potentiel pour ce noyau par
3 ' Une terminologie dans [8].
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mum 2*'dilate.A) Pour le noyau logl/p(P, Q)f on a

(1.1) sup£/o

μ(P) ^supί/S(P) + ;u(J?)

pea pe v

En eίϊet, pour P $ S μ on designe par PiGSμ un point tel que p(P, Pi)

= inf|θ(P, 0). Alors

ς>evμ

p(Λ 0) ^ p(P, Pi) + p(P, 0) ^ 2p(P, Q),

et done

ou

Uί(P) = ( log (J~r>λdμ(Q) ^ Ut(Pι) + μ(Ω) log2,

dfoύ la proposition.

En vertu de cette propriete de nos noyaux, les potentiels font beaucoup

de caracteres communs avec le potentiel newtonien. Cependant, nous ne nous

interessons dans la suite qu'aux proprietes dont nous aurons besoin dans les

pragraphes 2 et 3.

1. 3. Nous definirons deux especes de capacite. D'abord nous poserons pour

un ensemble compact K

V™* = sup UUP) et Vi(K) = inf V(f* (a ^ 0)

si K n'est pas vide, et Vϊ(φ) = oo. D'aprέs la proposition 1, on a Vt(K) ^ W(K).

D'autre part, on trouve Vί(K) ^ W(K), car pour toute ^ e %κ

W(K) * f Uμ

Λ(P)dμ(P) * sup UμJP).

Ainsi on a la

PROPOSITION 3. W(K) = VΪ(K).

On pose pour un ensemble quelconque X

Ciβ)*(-ϊ) = exp[-inf Vf(K)l (α=0) ou {inf Fί(ϋC)}"1 (or > 0),
KCΪ Ke

oύ UL est un ensemble compact, et Γon pose

i \a)*(G)

4> C'est un cas particulier du critere 3 du n° 2 de [8].
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oύ Y est un ensemble relativement compact dans Ω et G est un ensemble

ouvert. Les deux fonctions des ensembles seront appelees Va-capacite intέrieure

restreinte et Xa-capacite extέrieure restreinte de X respectivement. Ici on ne

derniit pas C{

e

a)*(X) par inf C/α)*(G) on peut demontrer qu'un ensemble est

α:-polaire si et seulement si son <*-capacite exterieure (restreinte) est nulle

voir 1.4.

Pour definir une autre espece de capacite nous posons

VlΛ) = sup UUP) et VJK) = inf V(*]

si K # φ et Va(φ) = oo si K = φ, et definissons Ya-capacitέ intέrieure par

Cί α ) (X)=exp[- in f VO(K)1 (a = 0) ou {inf VJK)}'1 (a > 0)
λ'CJΪ A'CJf

et Ya-capacitέ extέrieure par

pS
i c Λ' r; 3 r

comme plus haut.

Les #-capacites (restreintes resp.) sont autrement appelees les capacites

t'restreintes resp.) dordre a. Elles sont des fonctions croissantes des ensembles,

et

C{ia)(X) £ C(ia)*(X), C'ed)(X) £ Ce*}*(X) (a ^ 0).

On a aussi la

PROPOSITION 4.5)

{Cia)*(X))ίίΛ^{Ci9)*(X)}li!i

9 {Cr(X)}m^{C^(X)}ι!:i pour 0 < a < β,

et

C; 0 ) * m ^ {ClΛ)*(X)}ιlΛ

9 C?](X) * {CfHX)}11* pour a > 0;

les relations analogues sont vraies aussi pour Cea)>'(X) et Cea\X) ia ^ 0).

D'apres la proposition 2, on a C^(X) ^2Cf(X) et C^0)*(X) ^.2C{e0)(X),

et pour α > 0 o n a C * }*(Z) ^2«Cf'{X) et C^HX) <=:2aC{ca)(X). Done on

obtient la

5 ) Voir, par exemple, p. 52, prob. 71 de Pόlya-Szegό: Aufgaben und Lehrsatze aus
der Analysis, I, Berlin (1925), ou les theoremes 184 et 192 de Hardy-Littlewood-Pόlya:
Inequalities, Cambrige (1952).
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PROPOSITION 5. Pour tout X, C\a)*(X) = 0 (C«α)*(.Y) = 0 resp.) si et seulement

si C ί β ) ( Z ) = 0 (Ciβ)(Jf) = O resp.).

Par consequent, tout critere pour qu'une capacite restreinte soit nulle est

valable aussi pour la capacite correspondante et Γinverse est vrai; on ne

donnera done des critέres que pour C, et Ce.

On peut etablir sans aucune diίficulte la

PROPOSITION 6. Soient {Bn) (Λ = 1, 2, . . . ) des ensembles borέliens. Les

έgalitέs Cία>( £„) = 0 (a ^ 0) entratnent Cία)( U Bn) = 0. II en est meme de C(

e

Λ).

Le detail de la demonstration sera publie ulterieurement.

On dira que X est a-capacitable (a-capacitable au sens restreint resp.) si

C: α ) U ) - C(

e

Λ)(X) (Cί β ) * m - Cia)*(X) resp.),

et on ecrira la valeur commune Cia)(X) (C ( β )*(X) resp.). Evidemment tout

ensemble ouvert est α-capacitable aux deux sens. On peut demontrer aussi

que tout ensemble compact est α-capacitable {a ^ 0) aux deux sens.

PROPOSITION 7.

C r ( O et C y ( C a ) * )

En effet, on prend une suite d*ensembles ouverts {Gn} telle que Gn\K et

que Γadherence G% de Gn soit compacte et contenue dans Gn-i (n = 1, 2, . . . ).

Soit μn e t?Gna une repartition qui rend (μn, μn) = inf iμ, μ). On peut extraire

une suite partielle {μnii)> grace a un theoreme de choix, qui converge vague-

ment vers une mesure μ^E: I$R. Alors on a Iim(/iMA, μniζ) ^ (^o, ^o). D'autre

part Oίo, μo) ̂  (μnk, μnk) car μύ e tyGna pour tout n, et done lim(/in,tι βnk)

= (Λto, Mo). Comme (μ\ μf) ^ (^«A , A««*) si /ι 'e 5x, on en conclut que (μo> μo)

= inf (μ, μ) = W(K). II resulte d'apres la proposition 3 que

* CίT(K) £ C(<ί)(Gnk) £ C{

- 1 = (̂ n,,, μnky
ι pour or > 0

et

d̂ oύ Γegalite

CJΛ )*m C^*(/n pour
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Pour demontrer C(*\K) = Ci^ί/O, on prend i ^ e g ^ . telle que ViV < VΛGa

n)

H et on choisit {vnii) qui converge vaguement vers ^ o eδκ. Alors lim£/%(.P)

^ J7V (P) dans £ et done Urn Vl?fc ^ Vl"\ d'oύ lim F«(GS) ^ V.l/Π. Par conse-

quent Ciβ)(/Π ^ Cί β )(/Π. L'inverse est evident et on en deduit l'egalite C\9)(K)

Si les ensembles sont dans un espace euclidien En> nous avons la

PROPOSITION 8. Tout ensemble analytique relativement compact dans En est

cc-capacitable (a ̂  0) au sens restreint.

Pour la demonstration, nous renvoyons a [1] (voir aussi [7]).

l 4. Un ensemble X relativement compact dans Ω sera appele a-polaite

(a ^0) s'il existe un potentiel U*(P) qui est egal a oo en chaque point de X.

Un ensemble quelconque sera appele ar-polaire si tout sous-ensemble relativement

compact dans Ω est αr-polaire.

PROPOSITION 9. Lya-capacitέ extέrieure d'un ensemble a-polaire X est nulle.

On peut supposer que X est relativement compact dans Ω. Supposons qu'il

existe un potentiel U'ίiP) qui est egal a co en chaque point de X. Comme

U^(P) est semi-continu inferieurement, Γensemble Gn = {P) Ui(P) > n) est

un ensemble ouvert contenant X. Soit v une mesure quelconque de (V̂ , Alors

de la relation

n<\ m(P)dv{P)^\ UKP)dμ(P)

on tire Πnegalite supUl(P) > n, d'oύ C α)(Gn) έ 1/n et done C{

e

a)(X) =0.
PεQ

L'inverse de cette proposition est vrai mais ne sera pas demontre ici on

n'aura pas besoin de ce fait dans ce memoire. Cependant, la proposition suivante

nous fournira des ensembles αr-polaires elle est une generalisation du theoreme

dit dΈvans ou dΈvans-Selberg.

PROPOSITION 10. Tout ensemble compact K d'a-capacitέ (restreinte) nulle

porte une mesure /.t de masse-unitέ telle que ί7«(P) = co en chaque point de K.

La demonstration peut etre faite comme d'habitude. Certainement K est

alors αr-polaire une reunion denombrable d'ensembles compacts d'αr-capacite

(restreinte) nulle est aussi α- polaire. Des propositions 1 et 3 on tire la
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PROPOSITION 11. Soit K un ensemble compact. Pour tout ε > 0, K porte

une mesure μ de masse totale unitέ telle que

UμΛP) ^ ^ j r j p - Partout sur K.

1.5. La dimension capacitaire intόrieure (extέrieure resp.) d'un ensemble

quelconque X dans un espace metrique localement compact est definie par

inf{* Cί a ) ( Z ) = 0 (C(

e

a)(X)=0 resp.)}

et notee dimcι(X) (dimCe(Z) resp.); cette definition se fonde sur la propo-

sition 4. A cause de la proposition 5, il ne faut pas definir la dimension par

rapport aux capacites restreintes.

Or nous definirons la mesure de Hausdorff d'un ensemble quelconque X

dans Xespace euclidien En de dimensions, n Considerons

i n f Σ —Λ si αr = O

ou
m{*\X) = inf Σ (diamHkY si a > 0,

oύ {Hk) est un recouvrement denombrable de X tel que tout diamϋZfe soit < e.

Nous appellerons lim m^iX) la mesure de Hausdorff de dimension a et la noterons
ε->0

niΛX) (a ^ 0). La mesure interieure ma(X) est definie par s\ipma(K) par

rapport aux ensembles compacts K contenus dans X. Si un ensemble X est

Wα-mesurable et ma(X) < °°, alors m*{X) = mAX).

Nous avons les relations suivantes entre les capacites et les mesures de

Hausdorff.

PROPOSITION 12. Soit X C En. Si ma(X) > 0 alors Ce^iX) > 0 pour tout

β,0^β<a,et si mAX) > 0 alors Cγ\X) > 0 pour tout 0, 0 ^ β < a.

On trouve une demonstration du premier enonce dans [6] et [20]. Si

mAX) > 0 il existe un compact KC X tel que ma(K) > 0. D'apres le premier

enonce C{/](K) > 0 pour tout β, 0 ^ β < a. Par la proposition 7 on a Cf\X)

Inversement on a la

PROPOSITION 13. Soit X C En. Si Cl

e

a)(X)>0 (oc^O) alors

et si Cia)(X) > 0 alors m*{X) = oo.
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Une demonstration du deuxieme enonce se trouve sous une forme plus

generale dans [18]. Ensuite supposons que C{

e

a\X) > 0 soit XiQX relative-

ment compact tel que Cea){Xi) > 0. Puisque ma{X) est une mesure exterieure

reguliere, il existe un ensemble relativement compact Gζ D Xi tel que mΛGδ)

~mAX\)> Comme Gs est capacitable au sens restreint d'apres la proposition

8, C(ia)(Gδ) ^ C{

e

a){Gδ)>0 et, en vertu du deuxieme enonce, ma(Xi) = mΛGz) = oo.

On deflnit la dimension hausdorffienne dim;, (X) d'un ensemble X dans un

espace euclidien par

inf{α: ma{X)=Q},

et la dimension hausdorffienne intέrieure dim;» (X) par

inf {a m*(X) =0}.

On tire des propositions 12 et 13 la

PROPOSITION 14. dimce (X) = dim/, (X) ^ dimπ (X) = dim^ (X) pour tout

X dans un espace eucldien. Si ma(X) > 0 powr tout a > 0 tel que mAX) > 0,6)

toutes les dimensions sont έgales.

Les abreviations ά\mc(X) et dim (X) auront les significations evidentes.

1. 6. Les propositions 12 et 13 montrent que la connaissance de valeurs

de la mesure (ou mesure interieure resp.) de Hausdorff des ensembles produits

est utile en etude de la capacite exterieure (interieure resp.) des enseαilie-

produits, ϊl y a d'assez nombreux travaux sur celle-la nous citons ίci

Hausdorff [16], Randolph [25], Besicovitch et Moran [4], Moran [22; 28],

Eggleston ill; 12], Freilich [14; 15], Federer [13] et Marstrand [21].

Nous aΠons faire un expose sur certains de leurs resultats. Soit Z un

ensemble dans le plan x+iy et soit X un ensemble sur Γaxe des x. Designons

par Zx Γintersection de Z avec la droite de Γabscisse x. Marstrand [21] a rnonυ e

que si p est un nombre positif tel que pour tout x θ. X on ait m?,(Zx) > pr alors

il existe une constante absolue c > 0 telle que Γinegalite

cpmΛX)

soit vraie pour tout a > 0. De cette relation on tire immediatement

6) V o i r l a fin d e 1.6. E v i d e m m e n t m<t(X)>0 e n t r a l n e m?(X)>0 p o u r t o u t β,O^
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man{Xx Y) ^cmΛ(X)?

et

(1.2) d i n u U x Y) ̂  dinu (X) 4-dinu (Y)

une generalisation de cette relation sera donnee dans le corollaire 3 du theo-

reme 2.

L'inegalite dans Γautre sens n'est pas vraie en general. Les resultats

suivants ont ete obtenus par Besicovitch et Moran [4]. Si X est un ensemble

raα-mesurable sur Γaxe des x et sa dim/, est egale a a et si Y est un ensemble

Wp-mesurable sur Γaxe des y et sa dinu est egale & β, alors

(1.3) dim* ( Z x Γ ) ^ H min (*, β)

et, pour a et β, 0 < a, β -ύ 1, quelconques, on trouve des ensembles fermes X

et Y qui realisent Γegalite. Si, de plus, 0 < mΛX) < ™ et 0 < m^Y) < >̂ et

si la densite inferieure de Y par rapport a la mesure mp est positive en tout

point de Y, alors

dinπ ( I x 7 ) = dinu (X) + dim* (Y) = a + β.

Si mι{X) < oo, on a

(1.4)

Meme si ĴΓ est un segment et Y est un ensemble plan wi-mesurable, il y a un

cas oύ

(1.5) m1{X)mι(Y)<m2(Xx Y);

la question pour Γexistence de tel exemple avait ete posee par Randolph [25],

Freilich [14] a retabli (1.5) et Moran [23] et Federer [13] ont obtenu

certaines inegalites pareilles & (1.4).

Un ensemble X est appele un a-ensemble s'il contient un ensemble compact

de m«-mesure positive finie. La question a savoir quand un ensemble mΛ-

rnesurable X de mΛX)- °° est un ^-ensemble a ete etudiee par Besicovitch

[2 3] et Davies [9]. Us ont montre que c'est le cas de tout ensemble ana-

lytique mais non pas toujours Test. Done VlΛX)>0 si X est analytique et

mJX)>0.

1. 7. Pour Γutiliser dans certaines evaluations de capacite, on considέrera

une autre espέce de capacite logarithmique. On designe par Uo(P) le potentiel

https://doi.org/10.1017/S0027763000021966 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000021966


CAPACΪTE DES ENSEMBLES PRODUITS 105

corre-

et

pour le noyau log1" l/p(P, Q), et par Vo(K) et Vo(K) les quantites

spondantes a V$:(K) et V0(K) respectivement. Nous definissons C^^'iX) et

CίO)(X) encore par exp[-inf V*(K)Ί et expC- inf VΌ(/jf)] respectivement; la

signification de cT^'iX) et CeO)(Z) sera manifeste.

La proposition 1 est vraie aussi pour U'i(P) et on indiquera ce fait comme

la proposition V.

On a evidemment

C 0 )(X),

Ce^iX) -== CPHX), CeQ)(X) έ

et

), Cio)(X) έ c

Un analogue de la proposition 5 est vrai pour C On a aussi la

PROPOSITION 15. Cio)(X)=0 (Cie)(X)=0 resp.) si et settlement si Cf](X)

= 0 (C{

e

0)(X)=0 resp.).

Supposons que C/01(/Π > 0 pour un compact KC X. Nous designons le

diametre de K par d< •*>. Si la distance de P a Sμ est έ 1, on a

pour μ e 5A: quelconque, et si la distance est < 1, on a

Ul(P) = uUP) + ( logι4ι έ FL0) + log (1 + d),

d'oύ KoC^) < oo.

Ensuite on suppose que C(

e

0)(Xι) > 0 pour un ensemble J i C I relativement

compact dans Ω. Soit GD Xi un ensemble ouvert de diametre d(G) < oo. De

la meme fagon que ci-dessus on a

et done

Λ(0)/ -y \ . Ce (Xl)

1 + d(Xi)

oύ d(Xι) est le diametre de Xι. Ainsi Ce}(X) ^ c'f(Xi) > 0.
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§2. Minoration de la capacite des ensembles produits

2.1. Soient Ωi et Ω> des espaces metriques localement compacts, et soit

Ω = Ωi x Ωι Γespace produit si pι(Pu Qi) et ^(A, Qz) sont les distances respec-

tives dans Ωι et i?3, la distance entre P = (Plt P2) et Q= (Qu Q2) dans # est

par p(P, 0) = v p i ^ ^ y + ^ ί ^ ; ^ ) .

LEMME 1. Soient Ωi et Ω2 des espaces mέtriques localement compacts. Soit

Z un ensemble ouvert dans Γespace produit Ωi x Ω i, et soit X un compact dans

Ωi. Posons ZPl = {P2l (PUP>)^Z) et supposons que C{?)(ZPl)&b (β^O)

pour tout Pi e X. Alors on a

(2.1) Cia^)(Z)^a-a/2β-? '2{a + 0)(a+y/2bC{«)(X) pour a, β > 0,

(2.2) C'-'HZ)

On a aussi

(2.3) C{a)(Z)^Cίa)(X)7) pour a^O

si ZFι % φ pour chaque P i E l ; il ne faut pas que Cw(ZPl) ^ b > 0.

Les memes relations sont vraies pour la capacite restreinte.

On peut supposer que b > 0 et Z n'est pas vide. En premier lieu nous

considerons le cas oύ a et β sont positifs. Soit 0 < b' < b. Pour chaque point

Λ e l , on peut trouver un compact KPιCZPι tel que C{?)(KPι) > b1. Si on

prend un voisinage ouvert vPl de Pi assez petit, vPχ x KPχ est contenu dans Z.

Un nombre ίini de tels voisinages, soient va), . . . , vin) couvrent X. Soient

K{1\ . . . , Km les compacts correspondants a va\ . . . , v{n) alors Ci?)(KU))>b'

(.7 = 1 , . . . , n). On considere Γensemble (va) x ΛΓ(υ) U ((^(2) - v(1)) x iί ( 2 ))

U((v<Z)-v(2)-va))xKw)U. . .U((υ{n}-Uv{i))xK<n)). Choisissons vj e ^ υ >

telle que ί7ϊj(Pz) < lib9 en tout point P2 de i?2. Designons par μj la restriction

d'une mesure quelconque μ e 5A- a ^(/) - U ^(ί), et posons Σ (^ x >̂) = λ. Alors

/I e 5z et

Remarquons que, pour 5 > 0 et t > 0 quelconques,

7> (2.3) signifie (2.2) si et seulement si
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't>s't

nous designerons la quantite a droite par γ. En posant s^pJPuQi* et

2, ©2), on aura

sπ v r
peΏ j=i * bf PieΩi

Comme μ 6Ξ ?$χ peut etre choisie arbitrairement, on a, en faisant b1 -* b,

1 ^ r

Pour etablir (2.2), il suffira de remarquer que, pour λ = Σ ( # / x *v) ci-dessus,

ί/oλ(P)-Σ|ί f log-2~-~-τ^Γ~7-τ^(
j = l * JQ^Ω, βl(Pi, Ql) + P2{P2, W2f

= S 4 ( f logT-J=ί^ίdμJdvJ+ I U'ί(
J = IOJΩ2JΩ1 H - ( ί ? 2 / P i ) 2

oύ j/y est choisie telle que Up(P2) ^ log-rr dans i?2.

Pour demontrer (2.3), on prend Σ (v{j) - U v{t)) x ϋ ί ( ; ) C Z comme ci-dessus

cette fois il ne faut que de KιJ)*φ. Soit μ = Σ / v e gλ et ŷ G ^ o ) . En posant

λ = Σ (w x z>/), on aura

et pour a > 0

p*(Pu Qι

On peut faire le meme raisonnement pour la capacite restreinte.

LEMME 2. Soit Z C Ωι x i22 &?? compact, et soit X C i?i w;2 compact tel que,

pour chaque Pγ e X C^^Zp,) ^ 6 ($ ̂  0).
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(2.4) C'^HZ) ϊk a-a/iβ-?/Ha + βV^bC^ίX) pour a, £ > 0,

(2.5) Ci0)(Z)

On a aussi

(2.6) C(

si ZPl * φ pour chaque P± e X; il ne faut pas que C(^(ZPχ) ^ b > 0.

Les memes relations sont vraies pour la capacitέ restreinte.

En effet, d'apres la proposition 7, on peut choisir une suite d'ensembles

ouverts {Gn) telle que C(ct+?)(G«) * C ( α + 'υ(Z). En vertu du lemme precedent

on a C(Λ+?)(GM) ^ r " ^ C ( ^ ( Z ) si or, 0 > 0, d'oύ (2.4). Les autres inegalites

peuvent etre demontrees de la meme maniere.

De ce lemme on tire immediatement le

TH^OREME 1. Soient Ωι et Ω2 des espaces mέtriques localement compacts,

XCΩi et y C i ? 2 des sous-ensembles quelconques, et C{*]{X) et CΫ\Y) les

capacitέs intέrieures d* ordre a et d 'ordre $ respectiυement. Alors, pour V ensemble

produit X x Y dans Vespace mέtrique produit, on a

(2.7) C^KX>cY)^a'ai2β^/Ha^β)iΛ+^2Ctia)(X)C^(Y) pour *y 0>O,

(2. 8) C^(XxY)^ 2VC/ O ] (X)CF ) (Γ), S )

(2.9) Cia)(XxY) ^ Ci^iX)^ pour a ^ 0 et pour Y non vide.

Les memes relations sont vraies pour la capacitέ intέrieure restreinte.

Cependant, il reste ouvert si le fait com me le lemme 1 est vrai pour un

ensemble arbitraire Z et pour la capacite interieure (restreinte).

De ce theoreme on tire

COROLLAIRE 1.

dime- (XxY) ^ dimc, (X) + dimd (Y).

En vertu de la proposition 14 on obtient

COROLLAIRE 2. Si X et Y sont des ensembles dans espaces euclidiens,

(2.10) άimhi(Xx Y) ^ dim/,; iX) + dinu/ (Y).

THEOREME 2. Soient Ωι et Ω2 des espaves localement compacts, soit Z un

81 Voir 7).
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ensemble relativement compact dans Ωι x Ω >, et soit XCΩ{. Si ZPι — {P > (Pi, Pj

S Z} et.C^ίZpJ ^b (j9 ^ 0) ίowr fowf Pi G Z, afors ow a

(2.11) C'^](Z) *cc-*l2β-?It(cc + β)la+mbCcΛ)(X) pour or, 0 > 0,

(2.12) Ci

On a aussi

(2.13) C^ α ) (Z)^C; α l (Z) S ) jtowr α fe 0.

L^s memes relations sont vraies pour la capacite extέrieure restreinte.

En effet, soit G D Z un ensemble ouvert, et soit Pf e Z un point fixe

quelconque. A chaque point (P*, P2) G G, on peut trouver un ensemble produit

ouvert dans G. Un nombre denombrable de tels ensembles ouverts {Gi) couvrent

la section {(Pi, P2) (P*, P2) 6 G } de G, et, pour b' < b, la capacite d'ordre
n

0 de la section {(P*, P2) I (P*, P 2 )G UG/} est plus grande que £' si n est

assez grand. Ainsi, pour chaque point, Pi G JY", il existe un ensemble produit

ouvert GPL tel que la projection GPι de GPι sur i?i contienne P3 et la capacite

de la projection GPι de GPχ sur Ω* soit > ^'. On pose G = U GPl c'est un sous-

ensemble ouvert de G. Si on prend un compact Kι quelconque dans U GPιf on
PifΞX

a Cla+?)(G) ^γ~ιb'C{a){Kι) dapres le lemme 1. On en voit que C**?)(G)
^ C ί β + P ) ( G ) ^ r~ιb'C{a)( U G ^ ) ^ r~ιb'C{eΛ)(X). II s'en suit Πnegali te C ί β + 1<)(G)

Piev

^ r ' ^ C ^ H X ) , d'oύ on obtient Ceα4"?)(Z) ^ r" ι^Ciα )(X). Les autres relations

seront demontrees de la meme maniere.

De ce theoreme on a

COROLLAIRE 1. Les memes relations que dans le theoreme 1 sont vraies

pour la capacite extέrieure (restreinte).

COROLLAIRE 2.

dimceiX x Y ) ^ άimce (X) + dim^ ( Y).

A cause de la proposition 14 on a

COROLLAIRE 3. Si X et Y sont des ensembles dans espaces euclidiens,

(2.14) diπu(Xx Y)

C'est une generalisation de (1.2) au cas oύ les dimensions des espaces euclidiens

contenant X et Y respectivement sont generales.
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2. 2. Dans ce numero nous nous occupons du cas oύ un espace composant est

En, et nous considerons la mesure de Hausdorff des ensembles composants dans

En au lieu de la capacite. Nous voulons obtenir des resultats analogues aux

theoremes 1 et 2, ou bien des inegalites plus precises sous forme d'integrale

prise par rapport a la mesure de Hausdorff. Cependant, nous ne pouvons

demontrer que certaines relations peu satisfaisantes dans ce qui suit.

TH^OREME 3. Soit X un ensemble dans Vespace euclidien En, mΛX) sa

mesure intέrieure de Lebesgue et Y un ensemble dans un espace mέtrique locale-

ment compact Ω. Alors on a

(2.15) Cί Λ + P )<Z x Y) ^γin, β)mn(X)CΪ\Y)

pour β > 0 quelconque, et si mn(X) < <*> on a

(2.16) C^iXx Y) ^ r(nt 0)mn(X)[log-+-~

ou γ(n, β) est une const ante positive qui ne depend que de n et β ̂ 0 et Ci°\Y)

est la capacitέ dέfinie dans 1.7.

Si mn(X) = υo et CiO)(Y) > 0, on a

(2.17) Cίn )(Xx Y) = °o.

Les memes inέgalitέs sont vάlables pour les capacitέs intέrieures restreintes

C Γ + P ) * et c ί 0)*.

Nous demontrerons les inegalites seulement pour C/,' le raisonnement

s'applique aussi pour C*. Un point de En sera represents par P\ et un point

de Ω par P2 P= (Pίy P2) sera dans En x Ω. On peut supposer que Y # ψ et

que mn(X) > 0. En premier lieu considerons le cas β > 0. Soit KCX un

ensemble compact de mesure mn(K) positive ίinie, et soit * e Qy. Definissons

une mesure μ(E) sur les ensembles mesurables au sens de Lebesgue dans En

par

mn(EΠK)
~mn(K)

Soit an Γaire de la sphere-unite dans En En* designant par an(r)rn~ι Γaire de

Γintersection de K avec la sphere σiPu r) de rayon r et de centre Pi, on a
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1 _' C Γ an(r) rn'1 drdvi Q>)

Si on pose la derniere integrate egale a Kin, β), Γinegalite s'ecrit

Ainsi il en resulte (2.15).

Considerons ensuite le cas /9 = 0. Soient K, μ et v comme ci-dessus. On a

nin{K) J Q Jo (r2-}-^2)'2'2 m,t

= W Ϊ Λ W J Q Λ J 0 I T +7^P2~ *

oύ To est le rayon de la boule dont le volume est egal a m?AK) : anή
ι!n

— mn(K). Si on remarque que

(TX72ΎαT2 = ; ---2 pour tous <x ̂  1 et t > 0,

on aura

= 5
. 1 /-, , / o > 1 1 + nmn(K)

d'ou

On enconclut (2.16) si m-AXX™. Si c!0 )( Y) > 0 et w«(X) = 00, la quantite

a droite tend vers 0 lorsque mn(K) -> c o on y tient compte de la proposition

15. Done (2.17) est demontre.

COROLLAIRE. Soit X un ensemble dans En aυec mn{X) > 0 et Y un ensemble

dans tin espace metriqiie localement compact Q aυec C\yΛ Y) > 0 (β ^ 0). Alors
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I v Λ. X X ) s* \j.

2.3. Puisque Cin)(X) = Q pour tout ensemble X dans En, le theoreme 1

n'assure pas que Cin+9)(Xx Y) est positive, pendant que le corollaire precedent

montre que Cin+lt)(X x Y) > 0 si mn(X) > 0 et si C^iY) > 0. A ce propos

nous etablirons le

THEOREME 4. Soit X un ensemble de m*(X) >0 (0 < a ^ n) dans En, et

Y un ensemble de C ί p ) ( D > 0 (β^O) dans un espace mέtrique localement

compact Ω. Alors

I c(X, cct β)C?\Y) si β>0,

c(X9 cc, 0)-c'(X, or, 0)logCί0 )(y)

ou c(X, or, β) et c'(X, a, β) sont des constantes positives qui ne dependent que

de X, a et β^ 0.

On a une meme relation pour CT-

D'abord nous citons le theoreme 1 de [20] dans un cas particulier.

LEMME 3. Soit μ une mesure de masse totale unite a support compact dans

En et soit μ(P, r) la μmesure de la boule B(Pt r) de centre P et de rayon r.

Pour tout entier k > 0 nous dέsignons par Ak Vensemble des points tel que chaque

point P satisfasse a μ(P, r) > kra pour un certain nombre r = r(P)>0. Alors

la μ-valeur de Γ\Ak est nulle.
k

Nous allons demontrer le theoreme. Soit KQX \xn ensemble compact de

mΛK) positive finie. Nous definissons une mesure pour les ensembles boreliens

dans En par

mΛKΠB)

et definissons Ak comme ci-dessus; c'est un ensemble ouvert. En vertu du

lemme 3 on trouve un Ak0 tel que

L'ensemble Kι = K-Ak<> est compact et ?na(Ki) > ma(K)/2. En chaque point

PT de K\ on a μ(Pu r) ^ for* pour tout r > 0. Si on pose
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et designe par μι(Pu r) la /^-valeur de B{PU r), on aura

r) . ma(K) /ΛPu r) . ma(K) . . o , .

c'est vrai en tout point Pi de ϋfj pour tout r > 0. Si la boule JB(Pi, r) contient

un point P[ e ϋk, la boule JB(Pj, 2r) contient JB(Pi, r) et on trouve

en chaque point Pi de En pour tout r > 0, En utilisant cette relation, on a, en

P = (Pi, P2) dans is* x î , pour i/G^y quelconque

dβidv / fl, Γ , Γ̂  TβΛPu r) ,

^ + 1 ^ si /9>0,

oύ c est une valeur positive qui depend de F, a et /9 et done de X, # et β.

Puisque v est arbitraire, il en resulte le theoreme dans le cas β > 0.

Considerons le cas β = 0 et prenons d > 0. Si la distance de Pi a /id est

en P = (Pi, P 2 ). Si la distance est < δ, en designant par d le diametre de Ku

on a

- (δ+d)* ^

Done en tout point P de En x

(δ + dy
I n ft{δ + d) Ir) J.1+0C

α +1 f I ( ' ί

log (14- v 2 ) 4 - log"

--4.-ΓoJ-~- + l o g ( l + V 2
C i v ^ /
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On peut choisir δ > 0 arbitrairement par exemple, si on pose δ = d,

C(ia)(Xx Y~\(cc) ( -\r v , \r \ ^ •*•

~ δ~a + a2*+1ko{log (1 + V 2 ) + log* (2rf)} - α^**1*,, log CίO)( F )

Ainsi le theoreme est demontre.

On peut obtenir une meme relation pour Cΐ de la meme fa^on.

Enfin on pose

Question. Supposons que Cf'ΛX) > 0 pour tout a' < a et que C?\Y) > 0.

Alors, Ci«+P)(Xx Y) est-elle toujours positive?

C'est le cas par le theoreme 4 pour un ensemble XC En de mJX)>0

meme si C\

§ 3. Majoration de la capacite

3.1. La proposition 13 et Γegalite de (1.3) montrent qu'il arrive que, pour

certains ensembles fermes X, Y Q Eu

dime (X) + dime (Y) < d i m c ( X x Y).

Dans le paragraphe 4 on trouvera d'autres tels exemples qui montrent qu'il

n'existe aucune limitation superieure finie pour la dimension capacitaire des

ensembles produits qui ne depend que des dimensions capacitaires des ensembles

composants. Done nous ne pouvons pas trouver une majoration de la capacite

des ensembles produits au moyen de la capacite ou de la mesure de Haussorff, sauf

dans ertains cas particuliers dont nous allons nous occuper dans ce paragraphe.

THEOREME 5. Soit X C En (n^l) un ensemble borέlien de ma(X) < °° tel

que la densitέ infέrieure

soit positive en tout point Pi G X, ou ma(Pι} r) signifie la m^-mesure de la partie

de X dans la boule B(PU r). Soit Y un ensemble β-polaire ( β έ O) dans un

espace mέtrique localement compact Ω. Alors X x Y est un ensemble (<x + β)

polaire dans En x Ω.

En effet, on peut supposer que X et Y sont relativement compacts dans

En et Ω respectivement. Soit P E S Q une mesur*e telle que ί/p(P2) = °° partout

sur y, et soit Pi un point quelconque de X Prenons ri > 0 tel que
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pour tout r G (0, ri), et posons μ(2?) = rwΛ(Z3 Γ\X).

Lorsque la z^-mesure de P2 est nulle, on a, en P~(PUP2)ELXX Y,

dmj Pu r) , , Qλ Γ Γ ma(Pi,r)r ,

L±j3)rf(Λ) f j Γ
2 " )a Jo

si /? > 0, oύ d est le diametre du support Sv. Si j9 = 0, on a

Comme £7£(P2) = «>, £7Sϊ;ί(P) = c» (β ^ 0) en P = (P 1 } P2) e X x y si

Supposons ensuite que la ^-mesure de P2 G Y soit positive : v{{P2}) = o > 0.

Alors en fi x P 2 e 1 x F on a, pour ε > 0 quelconque,

n*(Pi, r) ^ Γ dmΛPu r)

mλPu r)

Jo

lorsque ε -» 0 si β > 0. Si /3 = 0 on a encore

Ul-(P) »

lorsque ε -• 0, car
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Ainsi Z7ϊϊp(P) = *> en tout point de X x Y et done X x Y est un ensemble

(α-fβ)-polaire.

3.2. Dans ce numero on considere le cas particulier oύ X est un cube

non-degenere dans E?%. Nous trouverons une majorante de C;Λ+P)*(Xx Y) au

moyen de C?y*(Y) et de la longueur des cotes de X.

On commence avec le

LEMME 4. Soit X un cube fermέ de cδtέ I dans En (n ^ l ) , et soit μ la

mesure dέfinie par /ΛB) = mn(B Π X)/mn(X) pour les ensembles borέliens B.

Soit Ω un espace mέtrique locάlement compact et soit v une rέpartition de masse-

unitέ dans Ω. Alors, en P = (Pi, P2) G X x Sv, on a

si 0>O,

ow cn est une constante positive dέpendant seulement de n.

II est visible qu'il existe une constante cn qui depend seuelement de n telle

qu'en tout point Pi de X on ait

pour tout r e [ 0 , / ] .

En premier lieu supposons que la z>-mesure de P2 soit nulle. On aura en

l dμ(Pu r)

μ(PuD , / , R)C
l μ(Pur)r

Jo " ι (Z2 + p 2 ) ι n + p ) / 2 + /n Jo (r 2 + p 2 ) ^ + ^ 2 + l

~ ln
 ) J(r2

o

dv

"^γifΓp)(«+β)/2"J ^ " p ? " ^ ^"Ίp/2y(^+?T72"^p( ^>2) ~ 1} si β>0,

et si β = 0 on aura
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ncn ' C r f1/p dt ΠCn

Dans le cas oύ la ^-mesure de P2 est positive, on peut montrer que £7«ΐp(P)

= °υ de la meme maniere que dans la demonstration du theoreme precedent.

Ainsi le lemme est demontre.

Remarque. Si le diametre d de Y est fini, on peut montrer pour toute v

portee par Y que sur I x S v

U%ϊl(P) ̂  k{n, β, /, d) U}(P2) pour 0 > 0,

ou A(w, β, I, d) est une constante positive qui depend de w, β, I et J.

THEOREME 6. Soit X un cube fermέ de cote I dans En (w ^ 1) et soit Y un

ensemble dans un espace metrique localement compact Ω. Alors, avec la meme

constante cn que dans le lemme prέcέdent, on a

(1 -L. ; 2 \ ( « »-P>/2

Γ ^ y ± ± ± 2(3.1) CΓ^UxF)^-

et

(3.2) Cί n ) * U x Y) * — -— ±^J-^ si (3 = 0.

^ to memes inέgalitέs pour Cΐ.

En premier lieu supposons que C^5*( F) > 0. Soit if un sous-cornpact de Y

tel que Ci ̂ ί / Π > 0. Soit e > 0. Dans le cas β > 0, il existe, d'apres la propo-

sition 11, une repartition vQ de masse-unite telle que

sur

Notons A«(J5) -nin(B Π X)IΓ. Alors par le lemme precedent on a

c«{ί7iϊβ(P2)-1)7(1+ / 2 ) ( Λ + P ) / ί

Nous integrons des deux cotes par rapport a une mesure v G 5xχv, Le theoreme

de Fubinί donne lieu a

f ui^diμχ
J Ω

i -h ε

Ω

I \— Lj
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II en resulte que
Π _L /2

C(n+r'*{Xx K)4 i + M

Puisqu'un ensemble compact dans X x Y est contenu dans le produit de X et

un certain ensemble compact dans Y, nous avons enfin

*»\-vrir

Considerons le cas ou C] β)*(Y) = 0. Alors tout sous-ensemble compact K

de Y est ,9-ρolaire et, d'apres le theoreme 5, XxK est (n + i9)-polaire, d'oύ

C(Γι'^(Xx ff)=0 et done Cί w+p)*(Jf x Y)=0.

Dans le cas β = 0, on fait un raisonnement analogue en utilisant la propo-

sition 1' dans 1.7 et on obtient (3.2).

Pour demontrer les inegalites pour la capacite exterieure, considerons un

eDsemble Y\ C Y qui est relativement compact dans Ω. Etant donne e, 0 < e < l ,

il existe un ensemble ouvert GDYi tel que 0^(0 < CΓ*( Yi) + e si β > 0 et

£,ί0)*(G) < C/0)*( Yi) + e si /5 = 0. Prenons un cube Zi de cote /+ e contenant X

dans son interieur. Alors Xi x G contient I x 7i, et on a

€{en+m(X x Yi) ^ Cί M+P)*(Xi x G)

^n 1_

si β > 0 et
_\2\n/2

e \X X Yi)

si β = 0. Comme un sous-ensemble de X x Y qui est relativement compact

dans Enx Ω est contenu dans un certain ensemble produit de forme X x Yu

on peut facilement en deduire les inegalites cherchees.

Remarque. Dans (3.1) et (3.2) les quantites a droite ne tendent pas vers

0 lorsque / -> 0. En effet, si on prend pour X un segment de longueur /, et pour

Y un carre dans un plan, alors pour β, 0 *= βf< 1,

0 < Cί 1+β)*( Y) ^ Cί 1 + w ( X x Y).
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3. 3. On demontrera une generalisation du theoreme de Deny-Lelong [10]

cite dans Γintroduction.

THEOREME 7. soit X un cube fermέ dans En (w ^ 1) et soit Y un ensemble

dans un espace mέtrique localement compact Ω. Alors Cin^?)iX x Y) > 0 si et

seulement si C?\Y) > 0 (β ^ 0). // en est meme de Ce

A cause de la proposition 5, il revient au meme de considerer C et de

considerer C*. Le theoreme 3 et la proposition 15 montrent que si Ci?){ Y) > 0

(β ^ 0) alors C\n+?)(Xx Y) > 0, et le theoreme β et la proposition 15 assurent que

si Cί 3 ) *(Y)=0 ( C / ) + ( y ) = 0 resp.) alors C{Γ*]*{Xx D = 0 (Clf+^iXx Y) =0

resp.). II reste seulement a demontrer C(

e

n+!i)(X x Y) > 0 de Γhypothese

Done nous supposons que C{e^^Y) > 0 (β ^ 0). Alors on peut trouver un

ensemble 7 i C Y relativement compact dans Ω tel que C«*}*( Yi) > 0; si /3 = 0,

d'apres les propositions 5 et 15 Cc0)*(Yi)>0. Soit G un ensemble ouvert

quelconque contenant Y\ et soit Xo Γinterieur de X. L'ensemble Xo x G est

ouvert et d'apres le theoreme 3

Cί w+P)*(X0 x G) k> γin, β)ΓιW:(G) ^ γ(n, β)ΓιC/}*( Y,) > 0 si β > 0

et

C(in)*(XQ xG)^ γ ( n , 0)ln λ > 0.

Cela etant, soit V un ensemble ouvert quelconque contenant X x Yu et soit VPί

la section de V de Γabscisse Pi : VPl = {P2 (Pi, P 2 )G F}. Puisque X est

compact, il est facile de voir que d = Π Vpj est un ensemble ouvert dans i2.

Evidemment GΊ contient y et les inegalites ci-dessus sont vraies pour Xo x Gi.

Ainsi Cin+?)*(V) qui est feCΓ'^XxGi) possede une minorante positive

finie qui ne depend que de Cl

e

y'*{Yi) > 0, wet/. Puisque CίWt?)*(X x y )

^ CiΛ+l>)*(Xx yi) =inf C/n+?)*( K), on conclut que C Γ m ( X x y ) > 0.
r

§ 4. Dimension des ensembles prodυits

4.1. Soit X un compact dans un espace euclidien En et soit Y un compact

dans un autre espace euclidien Em. Le corollaire 2 du theoreme 1 enonce que

(4.1) dim(X) + dim(y) ^ d i m ( X x Y).
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Si on renferme X par un cube dans En, il resulte du theoreme β que

dim (X x Y) ^ n + dim (Y). Pour la meme raison on a dim {X x Y) -ύ m

+ dim (X), et done

(4.2) dim(Xx Y) £ min {n + άim (Y), m-fdim(X)}.

II est evident qu'il existe certains cas qui donnent lieu a Γegalite dans (4.1).

Dans ce paragraphe on construira un exemple qui realise Γegalite dans (4.2).

THEOREME 8. Etant donnέs des enliers n et m et des nombres af 0 < a ^ n,

et β, 0 < β === mt il existe un compact X C En de dimension a et un compact

Y C Em de dimension β tels que

dim(Xx Y) = min{n + β, m + a).

Nous demontrerons ce theoreme dans 4.3-4.5.

4. 2. Dans ce numero nous repetons la definition, donnee dans [24], des

ensembles de Cantor generalises dans En (τι ^ 1). D'abord nous nous occupons

de Ei.

Soient ki, k2y . . . des nombres entiers superieurs a 1 et soient pu P», . .

des nombres finis quelconques egalement superieurs a 1. On pose l(I = l/(kqpQ).

Soit / un intervalle de longueur d> 0. On enleve de / (kq — l) intervalles de

meme longueur tels qu'il reste kq intervalles de meme longueur lQd. On appelle

cette operation la ^-operation appliquee a /. On commence par appliquer Γl-

operation h [0, 1], on applique la 2-operation a chacun des intervalles 7iv

(1 ^ v ^ ki) qui restent, puis on applique la 3-operation a chacun des intervalles

72χ (1 *= A ̂  kiko) qui restent, et ainsi de suite. On appellera Γensemble limite

restant un ensemble de Cantor gέnέralisέ dans Eu et le notera F=F{k(h pQ).

Dans £„ = {(*!, . . . , xn)h soit Fj = F(kκJ\ pq

j)) un ensemble de Cantor

generalise defini sur Γaxe des xj. Nous appellerons Γensemble produit

F= F] x . . . x Fn u n ensemble de Cantor gέnέralise dans En (n^2). II s e r a

appele symέtrique si Fi= . . . =F«.

Dans [24] Γauteur a demontre le theoreme suivant:

Soit F = F(kqt pq) x . . . xF(kQ, pq) un ensemble de Cantor gέnέralisέ

symέtrique dans En (n^l). Pour quit soit d'a-capacitέ nulle (0 ^ a < n), il

faut et il suffit que
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ou

(4.4) Σ /r i xn — °° (tf=0).

ίΓl (fc * * * kq)
n

4. 3. Demonstration du thέoreme 8. En premier lieu considerons le cas

a < n et β < m. Prenons dans En un ensemble de Cantor generalise symetrique

F- F(kQ,pq) x . . . x F(kq,pQ) de dimension a, et prenons dans Em Ft = F(kQ)pq)

x . . . xFίk'q, pq) de dimension j9; kQ> pQ, kQ et ίg seront determines ulterieure-

ment. Les quantites pour Fr correspondant a des quantites pour F seront notees

avec Γaccent '. On peut supposer, sans limiter la generalite, que n + β ^ m 4- a.

Nous allons evaluer la capacite d'ordre m-\-ct\ 0 < af < a, de Γensemble produit

F x F'.

Nous designons les coordonnees dans En par xlf . . . , xn et dans Em par

x'u . . . , xnu Designons par {IQ

j)} les intervalles qui restent lorsque la q-

operation est appliquee sur Γaxe des XJ, par λQ leur longueur et par δQ la

longueur des intervalles enleves lors de la ^-operation

; L_ Λ Ps
Q kl . •". kQpi pq' Q~ Aq~l ka-\~ ~ hi"'' 'kq-l{kQ

Nous avons les quantites correspondantes et les relations analogues sur Γaxe

des Xj*.

Soit μ une repartition de masse-unite sur F x F1 et soit Um+ΛP) le

potentiel engendre par μ dans F x F'. Nous posons

μilq^ X . . . X Iqΐi X ϊqV X . . . X C ' ' ) = μQ{vU , Vn, v'u t I'm).

Considerons les points {P^} , A: = 1, . . . , kΐ ft?-.i(ftβ-l)w*Γ * ϊ - i ( * i - l ) w

= M7, tels que la projection de chaque point sur tout axe coincide avec un

certain point place au centre d'un intervalle qu'on enleve lors de la ^-operation.

On designe par (Piα ), IQ\\ x . . . x 7#i x IqV x . . . x /J/"!/) la distance de P{

K

Q)

"• -«ί7Vι A . . . Λ lq\,a A 1 q\,^> Λ . . . Λ 1 q\m> . o l

/f(<7)Γτ, 7, T/ 7/ ^ -^ Λ ί P(η) T(1) v v 7 ( w ) v T(1) * v v 7 ί ; Λ ) M
•"/c V Z Ί J . y V n i V\, . . , V m ) = β \ - t κ . , / ί 7 V i X X I q ^ n x ^ ί / V i ' X . . . X 1 q \ > m '*

on a

β(i\vu - - - > vn, in, . . . , r>mJ
q)ί t ϊ Λ\m+a'

Posons ^ egal a la moyenne des valeurs {C/m+αΛPi^)}, « = 1, . . . , Afe. Alors
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ki-' kq kί' kq'

(4.5) II ^ -ηr-f- Σ Σ μQ(vU - . . , Pn, Pi, * - . , Pm)
I V l q v l f . . . , v w = i v j ' , . . . , v , , ' = l

Prenons un intervalle quelconque 7^\ x . . . x 7^, dans En \ soit J^ii, π i x

. . . x Iq

n-i,Λn Γintervalle qui le contient. Nous considerons les 3n - 1 intervalles

{I(q-i,n x . . . x Iqn-i,pn} Q î sont les voisins de Iqli,*x x . . . x Ig

n-i.*n- Si deux

de ces 3W cubes sont en face Γun de Γautre, nous faisons coϊncider par translation

les couches de profondeur λQi placees vis k vis et situees respectivement dans

ces deux cubes; on obtient ainsi un intervalle de hauteur 2λq-\ — λq. On

superpose de la meme maniere tous les couples de cubes qui se font face. Ainsi

on obtient un cube Ai de cote 3λ<3-1-2λ(] qui contient dans sa partie centrale

le cube Iq%,Λχx . . . x 7 ^ , *„. Designons par f(Q) la transformation qui

coincide sur chacun des 3n cubes ci-dessus avec la translation indiquee f(Q) -Q

pour ί e 7^-1, Λ1 x . . . x Iq

n-i,*n> Le cube Ai contient ( 3 ^ - 2 ) * cubes de

{Iq

ιix x . . . x IqVn) et leurs translates.

Cela etant, soit SQV = SqV(vi, . . . , » » ) la surface du cube de cote δq + λq

dont les cotes sont a distance δr/2 de 7 ^ x . . . x IqVn et pareils aux cotes de

celui-ci, soit AqV = AQV(pi, . . . , * « ) le cube ferme de cote 3(dq + λQ) dont les

cetes sont a distance δq/2+(δQ +λQ) de 7 ^ x . . . x IQVn et pareils aux cotes

de celui-ci, soit SqV = S{

qV(vu . . . , Pn) sa surface, et ainsi de suite. Pour tout

k ^ 2kq, SQV contient Ai strictement dans son interieur. Nous employons la

meme notation S(

QV pour Γimage reciproque de SQ

Q

k

] par f{Q). Alors S{

qk=φ

pour k ^ 2kQ. A partir de Iι

Q

ιllt ~Λ x . . . x lq

n2ιt nnt nous faisons le meme procede

et deίinissons AQ

qlι,k et Sq

Qlι,k, ensuite AQ%,k et Sq

Q22tk jusqu'^ A\V et S[V Nous

deίinissons Afk' et S/jξ*', 1 ̂  / ̂  17, de la meme maniere dans Em.

4.4. Choisissons maintenant une serie kit ku fe, fe, . . . rapidement

croissante prenons, par exemple, #1 = 2, k\ = if1, fe = k[ki\ . . . , et posons

pq = k(

G

n/a)-\pq = kq

(ml']-19) Alors

„ 1 / _ _ 1

et

9 ' C'est Γexemple donne par Besicovitch-Moran [4] dans le cas n = tn = l
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i ^ s , , * 1
(\~ ft,-i)""*, = " ' = U . • • • ft,., )*"•*,

( # ! Λ<7-1) kq \kι ' Λtf

Comme

Σ τ !*--.^-Σl-» ( Σ ^ ^ ^ — resp.)

et

= v
d k 9 ) n - a i άi (fa

pour cti, 0 < on < a, quelconque (pour βlt 0 < βi < β} quelconque resp.), la dimen-

sion de F ( F ' resp.) est egale a a (β resp.).

Nous allons voir que la capacite d'ordre m + a' de F x F1 est positive.

D'abord nous determinons un entier rq tel que

' ' ' ) < . . . <rQ(δ'Q+λ'q)

Pour les {P™} contenus dans le produit de S$ } = S i ^ U , . . . , pn) et A(

qVq'

= A$g(v[, . . . , v'm), on pose

Pour ces points on fait la somme

Σ N . —cynicyί \Λ\\m[ * \ _ on+mf rq-τ I \ m

#=2jjjuiyii+sr-2 Wr,+ 1)> [-JΓ) -2 (——) rq

^ nW+2m i ( _ώ_ \ _ Δ

Pour les autres {P{

K

Q)} contenus dans SqV x Aq

Q)Lq>> on pose

Pour ces points on fait la somme
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, 9n {2(r,
{

Nous notons que (s + l)m - sm £ (2m - Ds"1'1 pour s fe 1, et obtenons

2 n¥mιc>m i \ 2fo>' i nn+ΐm 1 / 1 1 \

Σ .., fe (^ — 1 ) <Λ 1 ^ __£ _±^f_± 1 \

Si on pose Σ«* = Σβό' + Σ3<ίo
), on aura

avec une constante c = 2Λ+2m+2tt7α:'.

Ensuite nous determinons un entier tq tel que

Pour tous {P{

K

Q)} contenus dans le produit de S$ ^Sffivu - - , vn) et de

- AQ%(vu . - * , i>m), nous posons

et, pour les autres {Pκ9)} contenus dans SQV x A^lkq', nous posons

Pour tous ces points, nous faisons la somme

+ {(2 2)» - (2 1)M}

^ 9n+πt(9n -, \ ί (̂ g + 1) . 2 ^ 1 \

2 c ( 2 n - l )

Soit Mq le plus petit entier tel que 2kQ(δq + λ'q) ;= uQ{δq + λq). Pour les points

{PlκQ)} contenus dans AQ% x -A<?2*β', on a
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+

2c(3n-_2n) _

j tn-a'
_1_ C r>4/Z-2α' + l ^ _

z^) 0,7 ^ — α:f vo<7 + /^) \0q-\-λQ)
ϊ.w/ot-1 -1

^cyln2a + l
, ί-ώ i.^-Λ'/t,1 u' \m/p(m-»n-α') r,fm-n + a'/ T t \n-la

72 #

*,-i)" 1 / βft;,

oύ

Puis, pour les points {P{

K

Q)} contenus dans (Aq%q- A(

q%) x Aq%q>, on a

V _ v1 2 Λ

l3Jh + 11"- (.2«„til" .
2/"+c" " ' ' ' '

oύ vq est le plus petit entier tel que vquq ^ 2kq. II vient que

n-m-a' vq-ί
Λ 2 » - 1 N p W

\oq-jrλq)

On considere les trois cas: n - m - a1 > 0, =0, < 0. Nous aurons respective-

ment

Dans le premier cas
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Dans le deuxieme cas on peut supposer que log vq ^ 1 et on obtient

feg i π c r „ ^ 2 ^ log 4 f e < 7 ^ 2 ^ σ Iπσ 4 M

^ om+3« u^tni u u \nz}a. jji « _ 6\Rι ' Rq-i)
^ I kq \R\ ' Rq-l) Rq lOg , , , yή/α" "

Dans le troisieme cas

2m+3«-i χ

_̂_r

La somme Σ l / ( 4 9 ) ) m + α / pour tous les {P{

K

Q)} contenus dans AQ%q x Aq%q'

est egale a Σ ^ + Σ i

4. 5. Nous continuerons et terminerons revaluation. Soit wq le plus petit

entier tel que ^-i + 4-i = u>q(dq + λg), xq le plus petit entier tel que 2{dq-i + λq-i)

ύXqKδq + λq), aίnsί de suite et enfin uq le plus petit entier tel que 2kq(δq + λq)

^ Uq{dq-i + 4-i) Pour les points {P{

K

Q)} contenus dans Aq%kq x (ΛqQ2[t 2 - AQ

Q2[f i),

nous posons

4 i
et obtenons

1 ί kfmwn Lfm(On.
x ^ 2 m ( 3 m — 2 m ^' ι ^—

^ w Δ ) Rq tΛ)q I •« . ^ ^ ^ ^ ^ i" -*• ' \

/ jsf i^ Λf \77Ϊ + Cί I 7/ΪTOt J

2771/r\TΠ c\7ϊl\ τ,t 771Λ ,7ft Uq

\0 —Δ ) Rq Wq
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Pour les points {P{

K

Q)} contenus dans Aη%kq X (AηVitZ - Aqq2\,ϊ) on aura

Et ainsi de suite.

Pour t o u s l e s (Pι

κ

η)) contenus dans A{q,\kqx (Aη

Q2ΊfUq'+ι - Aq

Q2[tX) nous aurons

f o '

-2 ) + (4 -3 )2 f . . .

( 4 ' " - 3 m ) Σ + . . . + ( ( « ; + 2 ) ' " - ( M ; + l ) m ) Σ Js"" 1 -"
S = 2 S ^ M ( i '

*τ Ϊ-W«-" <2mΣ (s + 1)"«-V-"1-*' 4- U (5 + 2)*V-l-
0^-1 + / 7 _ l ) S = l S=l

r>3m + «-α' + 2 r,'m^ M ' «-«'

KUci Λ ά) Uq ) - — 7T7^' ""T7Γ"-Tm + ά'

r>4̂ 2 + 3/J-3a'+2 j ' m iJ*-*'

= (n - a')(oQ + λq)
a'{oη-i H- ^ _ ! ) m

£ C2(ki kq-i)n*''*til(k[ ' ' U-z^kpik'a"1

avec r 2 -2 4 m + 3 n " 3 α / + 2 /(^-^ ; ) pour assez grand q.

Pour les points {P'f} contenus dans AQ

Q)

2kΊ x ( A ^ i ^ * ' ^ - ^ ί , ^ ^ ! ) on a

la somme

\ΔΛ ) \Uq\0q-\-\~ λq-ι)) ι

( 3 ( ^ + l ) f I / ( 2 ( ^ + 1 ) + l )

oύ ^i-i est le plus petit entier tel que Vq-iUq-i ^ 2kq~i. II vient que

c)7i Ί >t i i m r>m r>2m vq' - l -ι cyn+zm-in uι m
sp*r ^ ΔfZq kq _J, J. SΓΛ 1 _ ^ _ _ _ _^ ^ί'^7
^ 2 J < 7 _ I — f-a/ " ι — , m £ a , 2-Λ α ' + i = " V i a ' , */ ~ •"'",/" \ 7 τ ί f α

2 « - r 3 m f « ; ' m
^ _ _ _ ^ / ^

7 α'( ̂  + ̂  )α/( C7+l;I i Γ
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La some Σ l / ί J ^ ) " 1 * " ' pour tous les {P(

κ

a)} contenus dans Aq%q x A?2itUq'+i

est egale a

q-\ + 2LJ<7-1 S3 Γ3I kί ' ' ' Rq-l) RqKRi Rq-l) Rq-lRq ,

oύ ca est une constante ne dependant que de n, m, a, β et a'.

Nous continuons ce procede. Dans le cas m+a1 <n on a enfin

Rl - R2) KX V #1 Λ l )

4_ ^ l * * * ̂ - 2 ^ 'ft. * " * Kq-Z) , (ft * * * kq-z) , I
(k k \n'Λ-a.f'ia.) ~r 77,' 7? yn r 7T 7 wΓ(ϊ-~Λ//α") | '

oύ Co est une constante qui depend seulement de n, m, a, β et a1.

Dans le cas m + a1 = w,

KRi' - kq~z) Rq-ί

V«i * * Rq-i) Rqv Vft «^-l) Λ<7 (ft * * «<7-l)

+ 1*Ί .*i-*^ / l"ϋ_ + (fa feg-2)"2/α~" l 0 (k, k,
KRl ' ' ' Rq—i) KRi * * * Rq—2/

+ Σ -(^r- ^Ci":- log (fa' *:•)+Σ^ ^ S

Le premier cas revient & ce cas.

Dans le cas m + α' > w,

+ > Z 1 J .

\ /vj flj)

Dans tous les cas le premier terme a droite tend vers zero et les deux

series sont convergentes lorsque q -* °°, car k\ = /?K /̂̂ -i = k\kί\ a1 < or et m 4- α'

<n + β. Par consequent, les moyennes {%}, </ = l, 2, . . . , sont uniformement

bornees par une valeur ίinie r*. Par suite pour chaque # il existe κQ tel que

i/Si+e'iPi^) <c*. On en deduit que la capacite d'ordre m + a1 de F x F1 est

positive. En effet, si CΓ I + α / )(Fx F') = 0, il existerait d'apres la proposition 10.

une repartition μ0 sur F x F' telle que U^+AP) = ° ° e n chaque point de F x F'.

Puisque Pι

κf vient arbitrairement voisin de Fx Ff lorsque q-* °°, £/«+«*(P]^

- oo avec ί7, ce qui est absurde. Ainsi C(Jn+*'\F x Ff) > 0.
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Enfin, si n + β ^ m + a et a - n, alors β = ml on peut prendre pour F et

F' un cube dans En et un cube dans E?n respectivement. Si a < n et β = rw,

nous prenons un ensemble de dimension a dans En pour F, par exemple un

ensemble de Cantor generalise choisi dans 4.4, et un cube dans Em pour F'.

Alors la dimension de Fx F( est m + a d'apres le theoreme 6. Ainsi le theo-

rem e est completement demontre.
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