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Introduction

Si X est un ensemble mesurable au sens de Lebesgue dans un espace
euclidien E, et Y est un ensemble mesurable au sens de Lebesgue dans un autre
espace euclidien E,,, alors X X Y est mesurable dans En+m = E» X En et sa mesure
est égale au produit de la mesure de X et celle de Y. Mais il n’existe pas de
telle relation simple ni pour la capacité d’ordre général ni pour la mesure de
Hausdorff de dimension générale. Dans le présent mémoire nous essayons
d’évaluer la capacité des ensembles produits au moyen de la capacité ou de la
mesure de Hausdorff des ensembles composants.

Le premier paragraphe est consacré aux préliminaires. Il s’agira d’'un espace
métrique localement compact et des noyaux log1/p, 1/0* et log™ 1/p, ol p est
la distance et, en général, /¥ signifie max (f, 0). L’étude des potentiels pour
des noyaux plus généraux dans un espace localement compact est courante dans
la théorie du potentiel, mais dans le présent mémoire nous nous limitons stricte-
ment 4 ce qui sera nécessaire dans les paragraphes suivants; une discussion
sera faite d’'un point de vue général dans un mémoire en préparation.

Il est bien connu que la dimension capacitaire est égale a4 la dimension
hausdorffienne dans I'espace euclidien. Ainsi la connaissance de la valeur de
mesure de Hausdorff est utile en déterminant la valeur de capacité. Il y a
d’assez nombreuses recherches sur la mesure de Hausdorff des ensembles
produits. Nous donnerons dans 1.6 un exposé rapide des résultats connus sur
ce sujet. En particulier, nous citons ici un phénoméne pathologique trouvé par
Besicovitch-Moran [4] disant que, étant donnés « et 3, 0<a, 8 =1, il existe
un ensemble fermé X de dimension & sur I'axe des x et un ensemble fermé Y de
dimension 3 sur laxe des y tels que la dimension de X x Y soit égale a
min (1+a, 1+ B).
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L’objet des §$§2-3" est d’évaluer la capacité des ensembles produits. Le
seule travail qui a explicitement traité ce probléme est [10] par Deny-Lelong
qui montre qu'un ensemble cylindrique dans l'espace euclidien E, (n =3) est
de capacité extérieure d’ordre » —2 nulle si et seulement si 'ensemble 4 base
est de capacité extérieure d’ordre z# — 3 (ou capacité logarithmique extérieure si
n =3) nulle. La capacité des ensembles produits est minorée dans §2 et majorée
dans §3, au moyen de la capacité ou de la mesure de Hausdorff des ensembles

composants.

Soient X et Y des ensembles compacts. Le résultat de Besicovitch-Moran
mentionné ci-dessus suggeére qu'il n’existe pas de limitation supérieure pour la
dimension de X x Y si on ne tient pas compte des dimensions des deux espaces
dans lesquels X et Y sont respectivement placés. En effet, on montrera dans
§4 que, si XC E, et YC En, on a

dim (X)+dim (Y) £dim (X x V) € min (n+dim (Y), m+dim (X))

et que, étant donnés a, 0 < a £m, et B, 0 <3 = m, on peut trouver un compact
XCE, de dimension « et un compact Y C E,; de dimension 3 tels que dim (XX Y)
=min(n+ B3, m+a). Besicovitch et Moran ont évalué la mesure de Hausdorff
mais nous compterons la capacité d’'un ensemble de Cantor généralisé.

Ce travail a son origine dans le probleme de trouver des critéres pour
qu’'un ensemble soit effilé en un point. De fait nos résultats sur I'évaluation de
la capacité des ensembles produits peuvent s’appliquer au probléme d’effilement,
mais on prendra une autre occasion pour cette application; il faudra étendre

une condition de Wiener-Brelot pour I'effilement.

§ 1. Potentiel, capacité et dimension

1.1. L’espace 2 dont il s’agira sera un espace métrique localement compact,
et les noyaux seront les fonctions particulieres de la distance o(P, Q) :

1

(D(P, Q):log- {)a(P Q)

et < a < ),

1o
p(P, @)
Les potentiels pour ces noyaux, engendrés par une mesure de Radon positive
finie # A4 support compact, sont définis par

1l Un résums de risultats partiels a été donné dans Bull. Amer. Math. Soc., 59 (1953),
pp. 453-454. '
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et notés U;(P) et Ui(P)® et ils sont appelés le O-potentiel ou le potentiel
logarithmique et Va-potentiel respectivement; une mesure de Radon . sera
toujours positive finie 4 support compact dans ce mémoire et son support sera
noté S,.

On définit 'énergie (,, p) par
{{oP, @ duP)du@)

et désigne par ¢ 'ensemble des mesures dont I'énergie est finie. Nous désignons
par Fx I'ensemble des mesures de masse totale unité dont le support est contenu
dans un ensemble X.

Posons pour un compact K C 2 non vide

W(K) =inf (g, u).

VE N
A cause d’un théoréme de choix (voir [5], par exemple), ¢/ existe au moins une

mesure pm € Fx qui rend l'énergie miniaum. De plus, par le raisonnement

habituel on peut démontrer la

ProposiTioN 1. On a

UyP) = WK partout sur S,,

li

et
UNP)= WK)

sur K sauf sur un F, dont la masse est nulle pour toute p € €.
Pour la démonstration voir [17; 191.

1. 2. On dit qu'un noyau satisfait au principe du maximum c-dilaté (¢ = 0)*
si pour toute ;. on a

sup Us(P) = csup Ui P).

rew PSSy

On va démontrer la

ProrosiTion 2. Le novau p” (P, Q) (a > 0) satisfait au principe du maxi-
Y En outre, on considérera dans 1.7 le noyau log* 1'p=max (log1l.p, 0) et désignera
le potentiel pour ce noyau par UK(P).

3' Une terminologie dans [81.
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mum 2°-dilaté.® Pour le noyau log1/o(P, Q), on a

(1.1) sup US(P) = sup U§(P) + u(2) log 2.
PEQ PES,

En effet, pour P& S, on désigne par P € S, un point tel que p(P, P) -

=inf p(P, Q). Alors
Q&%

o(P, Q) £ p(P, P)+p(P, Q) 220(P, Q),
et donc

sy (1 el 1 I
U,(P)—SQ Py W@ =2 jg Agy Q) =2 ULP)

ou

ULP) = jglog;(—l%—@dﬂ(m < ULP) + u(2) log?2,

d’ou la proposition.

En vertu de cette propriété de nos noyaux, les potentiels font beaucoup
de caractéres communs avec le potentiel newtonien. Cependant, nous ne nous
intéressons dans la suite qu'aux propriétés dont nous aurons besoin dans les

pragraphes 2 et 3.

1.3. Nous définirons deux espéces de capacité. D’abord nous poserons pour
un ensemble compact K

Vi*=sup Us(P) et VIH(K)=inf V?*  (a20)
PES,

LEFK
si K n’est pas vide, et Vi(¢)= oo. D’apres la proposition 1, on a VI(K) = W(K).
D’autre part, on trouve V&(K) = W(K), car pour toute u € Fx
W(K) < | ULP)du(P) < sup UA(P).
Q PES,
Ainsi on a la
ProPOSITION 3. W(K)=VXK).
On pose pour un ensemble quelconque X

Ci"*(X)=exp[-inf VJ(K)] (a=0) ou {inf VIK)}™" (a>0),
KcXx Kcx

ou K est un ensemble compact, et 'on pose

C&*(X) =supinf C*(G)  (a20),

YCX GOY

4 C’est un cas particulier du critere 3 du n® 2 de [8].
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ol Y est un ensemble relativement compact dans £ et G est un ensemble
ouvert. -Les deux fonctions des ensembles seront appelées U'a-capacité intérieure
restreinte et Va-capacité extérieure restreinte de X respectivement. Ici on ne
définit pas Ce”*(X) par Girjlf'Cf"’*(G) ; on peut démontrer qu'un ensemble est
a-polaire si et seulement si son a-capacité extérieure (restreinte) est nulle;
voir 1.4.

Pour définir une autre espéce de capacité nous posons

Vi =supUHP) et V,(K)=inf V¥
PEQ

LeFx
si Kx¢ et Vol¢p)= o si K=¢, et définissons I'a-capacité intérieure par
Ci¥(X)=expl—inf Vo(K)] (a=0) ou {inf V.(K)}™ (a>0)
KCcXx KCX
et Ua-capacité extérieure par

C(X) = sup inf C{(G) (a 20)

YCY GDOY
comme plus haut.
Les a-capacités (restreintes resp.) sont autrement appelées les capacités
{restreintes resp.) d’ordre «. Elles sont des fonctions croissantes des ensembles,
et

CiV(X) = C*(X), C(X)<CoX),
Ci™(X) £ CI(X), CP(X) < Co"(X) (a = 0).

On a aussi la
ProrosiTiON 4.5
{CI* (X)) 2 {CEP*F( XM, {C(XMWMW* 2 {C (X)) pour 0< a < 3,
et
COXX) 2 {Ci"M( X)), C(X) ={C® (XN pour a>0;
les relations analogues sont vraies aussi pour Ce¥(X) et C&(X) (a 2 0).

D’apreés la proposition 2, on a C;”*(X) = 2C"(X) et CVM(X) <2C(X),
et pour « >0 on a C{¥*(X) £2°C;(X) et C;”"(X) <2°C:*(X). Donc on
obtient la

5 Voir, par exemple, p. 52, prob. 71 de Pélya-Szegd: Aufgaben und Lehrsitze aus
der Analysis, I, Berlin (1925), ou les théorémes 184 et 192 de Hardy-Littlewood-Pélya:
Inequalities, Cambrige (1952).
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ProposITION 5. Pour tout X, C;**(X) =0 (C*(X) =0 resp.) si et seulement
si Ci(X) =0 (C2(X) =0 resp.).

Par conséquent, tout critére pour qu'une capacité restreinte soit nulle est
valable aussi pour la capacité correspondante et l'inverse est vrai; on ne
donnera donc des critéres que pour C; et Ce.

On peut établir sans aucune difficulté la

ProrosiTION 6. Soient {Bn} (n=1, 2,...) des ensembles boréliens. Les
égalités Ci¥(Bn) =0 (a 2 0) entrainent Ci(\U Bs) =0. Ilen est méme de C&.

Le détail de la démonstration sera publié ultérieurement.

On dira que X est a-capacitable (a-capacitable au sens restreint resp.) si
CiY(X)=C¥(X) (CI*(X) = CP™*(X) resp.),

et on écrira la valeur commune C*(X) (C'**(X) resp.). Evidemment tout
ensemble ouvert est a-capacitable aux deux sens. On peut démontrer aussi

que tout ensemble compact est a-capacitable (a > 0) aux deux sens.

ProrposITION 7.
((K)=C{"(K) et CH*K)=C*K) (a =0).

En effet, on prend une suite d’ensembles ouverts {G,} telle que G,\\ K et
que l'adhérence G7 de G» soit compacte et contenue dans Gu-; (n=1,2,...)

Soit un € Fe,e une répartition qui rend (un, #a) = inf (g, 2). On peut extraire
REF®

une suite partielle {us.), grace a un théoréme de choix, qui converge vague-
ment vers une mesure € Fx. Alors on a iléi%}('“”k’ ) = (o, o). Dautre
part (o, 20) = (ptmy, umg) car uy € Fg,e pour —’tout n, et donc 'ltijr;(unk, Unge)
= (uo, o). Comme (g, ') = (ptn,, sn,) si ¢/ € Fx, on en conclut que (uo, o)

= iné (g, #)=W(K). 1l résulte d’apreés la proposition 3 que
REFSK

(a0, )= VIHE) ' =Ci""(K) £ C&*(K) £ C(Gn) £ CH*(GS)
=V*Gh) " = (e ttmy) ™ pour a >0
et
e-(uo.u-o) = Cio)*(K) = Céo)*(K) < C(O)*(Gnk) < e—!u.nk, "'"k),
d’ou I'égalité

Ci(K)=C&®*(K) - pour a 0.
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Pour démontrer C{*(K) = C{(K), on prend v, E Fe,a telle que V¥ < V,(G%)
+ % et on choisit {vx,} qui converge vaguement vers v &€ Fx. Alors E}rg U n( P)
& U™(P) dans 2 et donc lim Vi, 2 Vi), dou lim Va(G7) & Va(K). Par consé-
quent C:¥(K) = C{*(K). L'inverse est évident et on en déduit I'égalité C;”'(K)
=C&(K).

Si les ensembles sont dans un espace euclidien E,, nous avons la

ProrosiTionN 8. Tout ensemble analytique relativement compact dans E, est

a-capacitable (« = 0) au sens restreint.
Pour la démonstration, nous renvoyons a [1] (voir aussi [7]).

1.4. Un ensemble X relativement compact dans £ sera appelé a-polaire
(a 2 0) ¢'il existe un potentiel U4(P) qui est égal & © en chaque point de X.
Un ensemble quelconque sera appelé a-polaire si tout sous-ensemble relativement

compact dans 2 est a-polaire.
ProrosiTiON 9. L'a-capacité extérieure d'un ensemble a-polaire X est nulle.

On peut supposer que X est relativement compact dans 2. Supposons qu’il
existe un potentiel U3(P) qui est égal 2 o en chaque point de X. Comme
U%(P) est semi-continu inférieurement, 'ensemble G,={P ; Ui(P) > n} est
un ensemble ouvert contenant X. Soit » une mesure quelconque de 3{q,. Alors

de la relation
n<f Uﬁ(P)dv(P)=j UL(P) du(P)
Q Q

on tire l'inégalité sup UiP) > n, dot Ci”(Gx) €1/n et donc C¥'(X) =0.
L’inverse de cette proposition est vrai mais ne sera pas démontré ici; on

n’aura pas besoin de ce fait dans ce mémoire. Cependant, la proposition suivante

nous fournira des ensembles a-polaires; elle est une généralisation du théoréme

dit d’Evans ou d’Evans-Selberg.

ProrosiTioN 10. Tout ensemble compact K d’a-capacité (restreinte) nulle

porte une mesure 12 de masse-unité telle que UL(P) = « en chaque point de K.

La démonstration peut étre faite comme d’habitude. Certainement K est
alors a-polaire; une réunion dénombrable d’ensembles compacts d’a-capacité
(restreinte) nulle est aussi a-polaire. Des propositions 1 et 3 on tire la
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ProrosiTiON 11. Soit K un ensemble compact. Pour tout ¢> 0, K porte

une mesure ;. de masse totale unité telle que

partout sur K.

1.5. La dimension capacitaire intérieure (extérieure resp.) d’'un ensemble

quelconque X dans un espace métrique localement compact est définie par
inf{a ; C{*(X)=0 (C&(X)=0 resp.)}

et notée dimg (X) (dime (X) resp.); cette définition se fonde sur la propo-
sition 4. A cause ‘de la proposition 5, il ne faut pas définir la dimension par
rapport aux capacités restreintes.

Or nous définirons la mesure de Hausdorff d'un ensemble quelconque X

dans V'espace euclidien E, de dimensions. » Considérons

m®(X) = inf 2”‘”““1’*1 ————— si a=0

{(Hg) k
log diam H;
ou
mS(X) = inf > (diam Hg)*® si a>0,
{Hk) &

ot {Hp} est un recouvrement dénombrable de X tel que tout diam Hj soit <e.
Nous appellerons 121_15.1 mi(X) la mesure de Hausdorff de dimension « et la noterons
me(X) (@ 20). La mesure intérieure m.(X) est définie par sup m.(K) par
rapport aux ensembles compacts K contenus dans X. Si un ensemble X est
mo-mesurable et m,(X) < o, alors m.(X) = m.(X).

Nous avons les relations suivantes entre les capacités et les mesures de

Hausdorff.

Proposition 12. Soit X C Ex. Si m.(X) >0 alors C(X) > 0 pour tout
B, 0<B<a, et si mi(X)>0 alors CF(X) >0 pour tout 5,0 < § < a.

On trouve une démonstration du premier énoncé dans [6] et [20]. Si
m.(X) >0 il existe un compact K C X tel que m.(K) > 0. D’aprés le premier
énoncé CS(K) >0 pour tout 8, 0 < < a. Par la proposition 7 on a C{¥(X)
2 CM(K) =CP(K) >0.

Inversement on a la

ProposiTioN 13. Soit X C En,. Si CE(X) >0 (a2 0) alors me(X) = o,
et si C¥*(X) >0 alors m.(X) = <.
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Une démonstration du deuxiéme énoncé se trouve sous une forme plus
générale dans [18]. Ensuite supposons que C¢*'(X) > 0; soit X; C X relative-
ment compact tel que Cs*(X,) > 0. Puisque m.(X) est une mesure extérieure
réguliére, il existe un ensemble relativement compact G; D Xi tel que m.(Gs)
=m.(X). Comme G5 est capacitable au sens restreint d’apres la proposition
8, C*(Gs) = Cy(Gs) >0 et, en vertu du deuxieme énoncé, m.(X;) = m.(Gs) = .

On définit la dimension hausdorffienne dimy (X) d’un ensemble X dans un

espace euclidien par
inf{a ; m.(X) =0},

et la dimension hausdorffienne intérienre dims; (X) par
inf{a ; m.(X) =0}.

On tire des propositions 12 et 13 la

ProrosiTioN 14.  dimee (X) =dimy (X) = dimei (X) =dimpi (X) pour tout
X dans un espace eucldien. Si m.(X) > 0 pour tout a > 0 tel que m(X) > 0,°

toutes les dimensions sont égales.
Les abréviations dim. (X) et dim (X) auront les significations évidentes.

1.6. Les propositions 12 et 13 montrent que la connaissance de valeurs
de la mesure (ou mesure intéricure resp.) de Hausdorf{ des ensembles produits
est utile en étude de la capacité extérieure (intérieure resp.) des ensemlie
produits. II y a d’assez nombreux travaux sur celle-la; nous citons ici
Hausdorff [16], Randolph [25], Besicovitch et Moran [4], Moran [22; 23],
Eggleston [11; 12], Freilich [14; 151, Federer [13] et Marstrand [21].

Nous allons faire un exposé sur certains de leurs résultats. Soit Z un
ensemble dans le plan x+ 4y et soit X un ensemble sur 'axe des x. Désignons
par Z. Uintersection de Z avec la droite de I'abscisse x. Marstrand [21] a mont: =
que si » est un nombre positif tel que pour tout ¥ & X on ait m,(Z,) > p, alors

il existe une constante absolue ¢ >> 0 telle que l'inégalité
Mars(Z) = cpma(X)

soit vraie pour tout « > 0. De cette relation on tire immédiatement

6 Voir la fin de 1.6. Evidemment mq(X ) >0 entraine m3(X ) >0 pour tout S, 0= 8 <«
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Mmesp(X X Y) 2 cma(X)mﬂ(Y)
et
(1.2) dimp (X X Y) = dimp (X) + dims (V) 5

une généralisation de cette relation sera donnée dans le corollaire 3 du théo-
réme 2.

L’inégalité dans l'autre sens n'est pas vraie en général. Les résultats
suivants ont été obtenus par Besicovitch et Moran [4]. Si X est un ensemble
m,-mesurable sur I'axe des x et sa dim; est égale 4 « et si ¥ est un ensemble

m-mesurable sur 'axe des » et sa dimy est égale 4 B, alors
(1.3) dim (X x Y) € 1+ min (a, 8)

et, pour « et 3, 0<a, B =1, quelconques, on trouve des ensembles fermés X
et Y qui réalisent U'égalité. Si, de plus, 0 < m(X) < o et 0 < mp(Y) < = et
si la densité inférieure de Y par rapport a4 la mesure m; est positive en tout

point de Y, alors
dims (X X Y) =dims (X)) +dims (V) =a + 8.

Si mi(X) < «, on a

(1.4) m(X)mg(Y) £ m1p(X X Y) 2092 (X ) map(Y).

Méme si X est un segment et Y est un ensemble plan mi-mesurable, il y a un
cas ou

(1.5) m(X)m(Y) <m(XxY);

la question pour l'existence de tel exemple avait été posée par Randolph [25].

Freilich [14] a rétabli (1.5) et Moran [23] et Federer [13] ont obtenu
certaines inégalités pareilles a (1.4).

Un ensemble X est appelé un a-ensemble s'il contient un ensemble compact
de m.-mesure positive finie. La question & savoir quand un ensemble #2.-
mesurable X de m.(X)= o est un a-ensemble a été étudiée par Besicovitch
[2; 3] et Davies [9]. IIs ont montré que c’est le cas de tout ensemble ana-
lytique mais non pas toujours l'est. Donc 7m.(X) >0 si X est analytique et
m(X) > 0. .

1.7. Pour lutiliser dans certaines évaluations de capacité, on considérera

une autre espéce de capacité logarithmique. On désigne par U/:(P) le potentiel
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pour le noyau log" 1/p(P, @), et par Vi(K) et VoK) les quantités corre-
spondantes 2 V& (K) et Vo(K) respectivement. Nous définissons C\¥7(X) et
C(X) encore par expl —inf Vi(K)] et exp[—inf Vo(K )] respectivement ; la
signification de CX'*(X) et C(X) sera manifeste.

La proposition 1 est vraie aussi pour U P) et on indiquera ce fait comme
la proposition 1'.

On a évidemment
CM(X) = CM(X), CV(X) 2 CM(X),
CI*(X) = CO(X), CV(X) < CR(X)
et
CM*(X) 2 COH X, é;-m(X) = CV(X),
COX) 2 CH(X), CN(X) = CV¥(X).
Un analogue de la proposition 5 est vrai pour C. On a aussi la
ProposiTIoN 15. C(X) =0 (C(X) =0 resp.) si et seulement si C "(X)
=0 (CY(X) =0 resp.).

Supposons que C{"(K) >0 pour un compact K C X. Nous désignons le
diameétre de K par d < ». Si la distance de Pa S, est 21, on a

Us(P) =Slog+ ‘1) dpn=0
pour u € ¥k quelconque, et si la distance est <1, on a
OHP) =TSP+ _logedu = Vi +log (1+d),
P&

d'ott Vo(K) < oo.
Ensuite on suppose que C¢(X;) > 0 pour un ensemble X; C X relativement
compact dans 2. Soit G D X; un ensemble ouvert de diameétre d(G) < . De

la méme fagon que ci-dessus on a

1 1 .
log . zlog-—--- -~ +log(14+d(G)),
g eme) =% o) T
et donc

«os C2(Xy)
(X) = 1+d(Xx)°

ot d(X,) est le diametre de X;. Ainsi CX(X) = C(X) > 0.
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§2. Minoration de la capacité des ensembles produits

2.1. Soient 2, et 2. des espaces métriques localement compacts, et soit
02 =0, x 2, espace produit; si pi(P;, @) et p:( P:, @) sont les distances respec-
tives dans 2; et 9., la distance entre P= (P, P:) et Q@ = (), @) dans 2 est
par o(P, Q) =Vol( Py, Q)+ 05( Py Q).

LemMme 1. Soient 2, et 2: des espaces métriques localement compacts. Soit
Z un ensemble ouvert dans lUespace produit 9, x 2., et soit X un compact dans
Q1. Posons Zp, ={Py; (P, P.YEZ} et supposons que C(Zp) 2b (320)
pour tout P X. Alors on a

2.1 C*PZ) 2 a7 (a+ BT EHCT (X)) pour a, B>0,
(2.2) C'™(Z) = J2bCV(X).

On a aussi

(2.3) CNZ)=C™(X)"  pour a=0

st Zp, % ¢ pour chaque P, € X; il ne faut pas que C"(Zp,) 2 b> 0.

Les méemes relations sont vraies pour la capacité restreinte.

On peut supposer que >0 et Z n'est pas vide. En premier lieu nous
considérons le cas ol a et B sont positifs. Soit 0 <& <b. Pour chaque point
P, € X, on peut trouver un compact Kp, C Zp, tel que C”(Kr,) > . Si on

prend un voisinage ouvert vp, de P, assez petit, vs, X Kp, est contenu dans Z.

Un nombre fini de tels voisinages, soient »*, ..., »'” couvrent X. Soient
K", ..., K" les compacts correspondants 2 », . . ., ™ ; alors C"(K7)>p
(7=1,...,n). On considere lensemble (v x K") U ((v* = oV) x K®)

n~-1

U@ =P =Y x K®)YU ... U™ = Ud'?) x K™). Choisissons »; € Fxw
i=1

telle que Uy(P;) < 1/b' en tout point P, de 2,. Désignons par y; la restriction

. j=r n
d’'une mesure quelconque 2 € Fx a v — U o™, et posons >, (u; X ;) =4, Alors
i-1 =1
IEFz et

. z dpi( Q1) dvi( Q)
U,,LQ(P = E R Y i P N S
(P ;= XQJQI {pi( P, Q1)+ 03( Pa, @)} TP

Remarquons que, pour s > 0 et ¢ > 0 quelconques,

" (2.3) signifie (2.2) si et seulement si C:9(X)x2b.
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s"t3 <5t‘ )I‘

5/2‘93/)
((X—f— 3)(a+1)/2 ;

)

(8?4 g2)le+siz — {1+(§)2}(an 3

nous désignerons la quantité a droite par 7. En posant s=p (P, @) et
t = p( P2, @), on aura

'“\

S ) 5( dpi(Q)  dvi(Q)
Ceo1(Z) = ﬁgg Uu+5(P = ggr_gjgzj‘m ol (P, @, ) P)(sz Q)
£7S p Uu (.P])U[s (Pz = b; SUpU (Px
€Q reQ

Comme u & §x peut étre choisie arbitrairement, on a, en faisant &' - b,

1 T

C#(Z) = bC(X)

l"\

Pour établir (2.2), il suffira de remarquer que, pour A = >,(u; X »;) ci-dessus,
J=1

1 * 1
. . .
UuNp) = Z 5 Qzjg’log P 00+ B 00 dui(Q1) dvi(Q,)

-1 0:/ o1 P
—J=1 2 S‘QZJ‘QI og 1+ (p /P )2 d/,l}dy_,—{- 2 UO(Px)
+ }EU'E’(P)W(X)
Z Ji=1
1 1 1., 1 1
=5 log s + 5 Us(P) + , logrs

ou »; est choisie telle que Ui’ (P;) = 1og ~1—- dans 2,.
n Jj=1
Pour démontrer (2.3), on prend 33 (" — U 2") x K C Z comme ci-dessus ;
J=1 l:l

cette fois il ne faut que de K’ x¢. Soit ;= zﬂje Fx et v; € Fxe. En posant
j=1
A=y X v;), on aura
=1
Uy 2| tog—ptodn(@) = kP
Ja, 01( P, @) ’

et pour a« > 0

ULP) = o ;1‘(‘133-@—1 -du(@,) = UNP).

On peut faire le méme raisonnement pour la capacité restreinte.

LemMme 2. Soit Z C 21 X Q2 un compart, et soit X C 2, un compact tel que,
pour chaque Pre X, C"'(Zp) 2 b (3 20). Alors
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(2.4) C*NZ) 2 a3 P a+ 3 TEC(X) pour a, 30,
(2.5) CNZ) 2 V2bCW(X).
On a aussi
(2.6) c*N(Z) = C*(X)
st Ze, % ¢ pour chaque P, E X, il ne faut pas que C*(Zp) 2 b > 0.

Les mémes relations sont vraies pour la capacité restreinte.

En effet, d’aprés la proposition 7, on peut choisir une suite d’ensembles
ouverts {G} telle que C*"™(G,) i C*"™(Z). En vertu du lemme précédent
on a C"(G,)) =r'pC"*'(X) si a, $>0, dott (2.4). Les autres inégalités
peuvent étre démontrées de la méme maniére.

De ce lemme on tire immédiatement le

TutoriME 1. Soient 2, et Qs des espaces métriques localement compacts,
XC 0 et YC Q5 des sous-ensembles quelconques, et Ci*(X) et C{’'(Y) les
capacités intérieures d’ordre o et d’ordre 3 rvespectivement. Alors, pour ’ensemble

produit X X Y dans I'espace métrique produit, on a

(2.7) CIM(X%Y) 2a 37 (a+ ) MEC(X)CP(Y)  pour a, 30,
(2.8) COXxY)a2vC¥(X)CO(Y),”
(2.9) NXXY) » CN(X) pour a = 0 et pour Y non vide.

Les mémes relations sont vraies pour la capacité intérieure restreinte.

Cependant, il reste ouvert si le fait comme le lemme 1 est vrai pour un
ensemble arbitraire Z et pour la capacité intérieure (restreinte).

De ce théoréme on tire
CoROLLAIRE 1.
dime (X X V) a dimg (X) + dimg; (V).
En vertu de la proposition 14 on obtient
CoroLLAIRE 2. Si X et Y sont des ensembles dans espaces euclidiens,
(2.10) dimp (X X V) 2 dimpi (X) + dimg; (V).
THEOREME 2. Soient 2, et Q» des espates localement compacts, soit Z un

8 Voir 7).
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ensemble relativement compact dans 2. x 2s, et soit XT 2. Si Zp, ={Ps; (P, P))
eZ})et.C(Zp,) &b (32 0) pour tout P X, alors on a

(2.11) NZ) = a PR (a4 ) TPBC (X)) pour «, 3> 0,

(2.12) Co(Z) 2 V260 (X).

On a aussi
(2.13) Ci¥NZ)=aC¥(x)® pour «=0.
Les mémes relations sont vraies pour la capacité extérieure restreinte.

En effet, soit GO Z un ensemble ouvert, et soit P; & X un point fixe
quelconque. A chaque point (P, P,) € G, on peut trouver un ensemble produit
ouvert dans G. Un nombre dénombrable de tels ensembles ouverts {G;} couvrent
la section {(P{, P,) ; (P{, P,) € G} de G, et, pour b <D, la capacité d'ordre
g de la section {(Pf B) ; (P, P) e QG"} est plus grande que ' si # est
assez grand. Ainsi, pour chaque poir;, P, € X, il existe un ensemble produit
ouvert Gp, tel que la projection G}l de Gp, sur 2, contienne P, et la capacité
de la projection Gz, de Gp, sur 2: soit > #. On pose G =P\é\_Gp1; c’est un sous-
ensemble ouvert de G. Si on prend un compact K; quelco)nque dans p,\ng;" on
a C""G)=2+""0C'™(K,) daprés le lemme 1. On en voit que C“"*'(G)
2CU(E) a f‘b'c"“’g)u\,c;l) = r7'0'C(X). 11 s’en suit linégalité C*""(G)
277'0C8(X), d’olt on lf)btient CNZ) =77 'bCH(X). Les autres relations
seront démontrées de la méme maniere.

De ce théoréme on a

CorROLLAIRE 1. Les mémes relations que dans le théoréme 1 sont vraies

pour la capacité extérieure (restreinte).
COROLLAIRE 2.
dime (X X Y) = dimee (X ) + dimee (Y).
A cause de la proposition 14 on a
CoroLLAIRE 3. Si X et Y sont des ensembles dans espaces euclidiens,
(2.14) dims (X X Y) = dimy (X) +dimy (7).

C’est une généralisation de (1.2) au cas ou les dimensions des espaces euclidiens

contenant X et Y respectivement sont générales.
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2.2. Dans ce numéro nous nous occupons du cas ou un espace composant est
E,, et nous considérons la mesure de Hausdorff des ensembles composants dans
E, au lieu de la capacité. Nous voulons obtenir des résultats analogues aux
théorémes 1 et 2, ou bien des inégalités plus précises sous forme d’intégrale
prise par rapport a4 la mesure de Hausdorff. Cependant, nous ne pouvons

démontrer que certaines relations peu satisfaisantes dans ce qui suit.

TuéoriME 3. Soit X un ensemble dans lespace euclidien E., mn(X) sa
mesure intérieure de Lebesgue et Y un ensemble dans un espace métrique locale-
ment compact 2. Alors on a

(2.15) C"P(X X Y)arin B)muX)CP(Y)

pour 8> 0 quelconque, et si m,(X) < © on a
’ 1
(2.16) CINXXY)ar(n 0)my(X)|log
T [ gC§0)(y)
. =1
+log (1+V2)+ %Iog’L(r(n, O)nmn(X))J ,

o v(n, B) est une constante positive qui ne dépend que de n et 3 =0 et C(Y)
est la capacité définie dans 1.7.
Si ma(X) = et C{(Y)>0, 0n a

(2.17) C/"(XXY)= oo,

Les memes inégalités sont valables pour les capacités intérieures restreintes
+
C;_mn)* et C}O)*.

Nous démontrerons les inégalités seulement pour C;; le raisonnement
s’applique aussi pour C{. Un point de E. sera représenté par P, et un point
de 2 par P, ; P= (P, P) sera dans E, X £. On peut supposer que Y = ¢ et
que m,(X)>0. En premier lieu considérons le cas > 0. Soit KC X un
ensemble compact de mesure m.(K) positive finie, et soit » € §§y. Définissons
une mesure u(E) sur les ensembles mesurables au sens de Lebesgue dans E,
par

Ml ENK)
mn(K)
Soit @, 'aire de la sphere-unité dans E,. En désignant par a.(7)7"™' Vaire de
I'intersection de K avec la sphere ¢(P;, 7) de rayon r et de centre P;, on a
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f \ (Zn(r "_Idrdu(Q)
m,;(K) (72 + 0 (P2, Q) 32

A 1g dv(@-) r ant”'
muy(K) Jo 0°(Pr, @) Jo (14 #2)n=02

Si on pose la derniére intégrale égale a K(n, 8), 'inégalité s'écrit

UniP) =

i

dt.

Ainsi il en résulte (2.15).

Considérons ensuite le cas 3 =0. Soient K, 2 et » comme ci-dessus. On a

B _ 1 7 = an(r) ! 1 (70 anr" :
U P = ey VS, L 7 % e L, ey @
ol p n-1
_ _an B A
T ma(K) Jg DJO (14 #)n? dt,

olt 7, est le rayon de la boule dont le volume est égal & mu(K) : anri/n
=mn(K). Si on remarque que

1

sz;_ jya = \/1;{2 pour tous a=1et¢>0,

on aura
Uy™(P) = m;,a(}c)j 1Og\' 7 \/( ) }d,,
7722(7()” j loglp +)/ L 4;11dv+10g g
mf(’k) [() + j‘bp)k’g{'(‘) + \/*%;-*-l}dv—i—log:"ro;l

m,,‘t'}f j log™- ~dy+log(1+\/2)+log”ro}

i

N

IIN

an §

v \ 1 + nﬂln \
171'”(K') \Uo(Pﬂ)‘*'lOg(l‘*‘\/Z"*“n‘l g -

N

d’ou

[ . vl an f o r -y 1 - nma(K) | .
(Ci" (X xY)}) ' = 0 K ) \10g &Y +log(14+v2)+ nlog @ |

On en conclut (2.16) si m.(X) < wo. Si Ci”(Y) >0 et ma(X) = o, la quantité

A droite tend vers 0 lorsque m,(K) -> <= ; on y tient compte de la proposition
15. Donc (2.17) est démontré.

COROLLAIRE. Soit X un ensemble dans E, avec m,(X)> 0 et Y un ensemble

dans un espace métrique localement compact 2 avec C,’'(Y) >0 (3=20). Alors
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Ci"" "X xY)>o0.

2.3. Puisque C{"(X)=0 pour tout ensemble X dans E., le théoréme 1
n’assure pas que C{"**'(X x Y') est positive, pendant que le corollaire précédent
montre que C{"** (X x Y)>0 si m,(X)>0 et si C’(Y)>0. A ce propos

nous établirons le

TutorEME 4. Soit X un ensemble de m,(X) >0 (0 < a €n) dans En, et

Y un ensemble de C{"(Y)>0 (8>0) dans un espace métrique localement
compact 2. Alors

(X, a, BICP(Y) si B>0,
Ci""M(XxY)> 1

e(X, a, 0) - (X, a, 0)log C(Y)

st =0,

ou c(X, a, B) et ¢'"(X, a, B) sont des constantes positives qui ne dépendent que
de X, a et 320.

On a une méme relation pour C/.

D’abord nous citons le théoréme 1 de [20] dans un cas particulier.

LeEMME 3. Soit 1 une mesure de masse totale unité a support compact dans
E, et soit u(P, ) la u-mesure de la boule B(P, r) de centre P et de rayon 7.
Pour tout entier k> 0 nous désignons par Ar U'ensemble des points tel que chaque
point P satisfasse a u(P, r) > kr* pour un certain nombre r =7(P) > 0. Alors

la p-valeur de (\ Ap est nulle.
k

Nous allons démontrer le théoréme. Soit K C X un ensemble compact de
m.(K) positive finie. Nous définissons une mesure pour les ensembles boréliens

dans E, par

“B) = oKy

et définissons Ar comme ci-dessus; c’est un ensemble ouvert. En vertu du

lemme 3 on trouve un A, tel que

ma( Ar) < L

L’ensemble K, =K~ A, est compact et m.(K:) > m,(K)/2. En chaque point

P, de K, on a p( P, 7) < kor” pour tout »> (. Si on pose
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ma(Kl m B)

M(B) ma(Kl)

et désigne par u, (P, ) la m-valeur de B(P,, ), on aura

(P, 7)) _ me(K) pu(Py 7)) _ me(K) .
e SR 1 S ma(k) P2k

Cest vrai en tout point P; de K; pour tout » > 0. Si la boule B(P, r) contient
un point P] € K, la boule B(P;, 27) contient B(P;, ) et on trouve

wi( Py, r) < 2% Ryy®

en chaque point P de E, pour tout »> 0. En utilisant cette relation, on a, en

P= (P, P) dans E, x 2, pour » € {, quelconque

v dudy ru( Py, 7)
Uy’ (P) —'5‘ AYK, (rz_i_pl)(aﬂi)lz —-(‘1“"8)5 s‘ T;zjl;—)%mdr

a+1
= (a+ 82 A ‘Z”f t

. (1+t2)(a+w2+1dt*CUﬁ(Pl) si 8>0,

ol ¢ est une valeur positive qui dépend de F, « et B et donc de X, a et §.
Puisque » est arbitraire, il en résulte le théoréme dans le cas 3> 0.
Considérons le cas =0 et prenons §> 0. Si la distance de P, a K; est

=0,

ue(p) =

en P=(P, P;). Sila distance est < 4, en désignant par d le diametre de X,

on a
vy =f (5 Faypy +al g:“(}ﬁ’gf%;g’mdr
<5 ase vaz | af 02;;)1,2 —
= ”(gq}"gg? +a2““koS dpjmw)/ *"'—tt;iz_‘rdt
+d)
S Griaye rar el
.é~-~—5--+l—--)-; a2 {03 (P) + log (14+v2) +log™ (34 d)).

Donc en tout point P de E, x 2

UL {(pP) = ;“ +a2"’1ko{log ‘C‘}b}( v +log (1+v2)+log" (5+d)}.
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On peut choisir 6 > 0 arbitrairement; par exemple, si on pose é = d,

1
CIUXXY) & - e
07+ a2 ky{log (1+vV2)+log" (2d)} — a2*  kylog Ci¥(Y)

Ainsi le théoréme est démontré.
On peut obtenir une méme relation pour C{ de la méme fagon.

Enfin on pose

Question. Supposons que C;*'(X) > 0 pour tout ' < a et que C;"(Y) > 0.
Alors, Ci**™ (X x Y) est-elle toujours positive ?
Cest le cas par le théoréme 4 pour un ensemble X C E, de m.(X) >0

méme si C{(X)=0.

§ 3. Majoration de la capacité

3.1. La proposition 13 et 1'égalité de (1.3) montrent qu'il arrive que, pour

certains ensembles fermés X, Y C E,,
dim (X) 4+ dim: (Y) < dimc (X X Y).

Dans le paragraphe 4 on trouvera d’autres tels exemples qui montrent qu'il
n’existe aucune limitation supérieure finie pour la dimension capacitaire des
ensembles produits qui ne dépend que des dimensions capacitaires des ensembles
composants. Donc nous ne pouvons pas trouver une majoration de la capacité
des ensembles produits au moyen de la capacité ou de la mesure de Haussorff, sauf

dans ertains cas particuliers dont nous allons nous occuper dans ce paragraphe.

TutoriME 5. Soit X CE, (n 2 1) un ensemble borélien de m.(X) < o tel
que la densité inférieure
d(P] = llm _&(‘.Pglﬂtl
r->0 r
soit positive en tout point P € X, ou mq( Pi, v) signifie la mq-mesure de la partie
de X dans la boule B(Pi, r). Soit Y un ensemble B-polaire (8 =0) dans un
espace métrique localement compact 2. Alors X x Y est un ensemble (a+3)-

polaire dans E, x Q.

En effet, on peut supposer que X et Y sont relativement compacts dans
E, et 2 respectivement. Soit » € Fo une mesure telle que Uj(P;) = « partout

sur Y, et soit P, un point quelconque de X. Prenons 7, > 0 tel que
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71’}'1;;(})1, 7') > _d(Pl)
r® 2
pour tout 7 € (0, 71), et posons u(B) = m,(B N X).
Lorsque la »-mesure de P; est nulle, on a, en P=(P, R)E X X Y,

v dmy( P, 7) , * md( P, 1)y
zui(P) —-'j‘ dv . V(;z’_—rpif)%";:"ﬁzi =(a+B)SQdujD '("r2+"'02)1(‘a+m/2+1 dr

(a+p)d(P) " r*t
> ~_*'2‘*1* XQ dVL Y s ar

tdﬁ—l

(1:*_ £ )'(E+ 8)/2+1

(rx+B)d(P1

rid
L ~U;(P2)SO . dt

si B> 0, ou d est le diametre du support S,. Si 3=0, on a

ta+l
(1’_*_ t2)<i/2+1

rilp ta +1

= @ d(Px)J‘P<ndIJ SO ‘(IIEZ‘)T/Q‘H* dt

r1lp
UL (P) é%d(P;)deujol , dt

ad(P;) "/P dt ad(Py) 7
= 22+u/12 S %Ta/;sglog“(; dv

= “AP) (P +log r).

Comme Uj(P:) =, Utii(P)=w (320) en P=(P, B)e Xx Y si
D(<P2>)=0

Supposons ensuite que la y-mesure de P. € Y soit positive: v({Ps}) = vy > 0.

Alors en P X P, € X X Y on a, pour ¢ > 0 quelconque,

U HP) & o \gma(&,*r_[ - dma(Py, 7)

yots = X (r+a)a+ﬁ
@ o PY )
= (a+ B)vo (Zl_:e)la:rﬁfdf
(a+ 8)ved(Pr) 7"
I \o (r+e)¢+ﬁ+1d’
_ (a—l'ﬁ od(Pi) ti
- 2¢ 5 (14 tyeron G 0

lorsque e >0 si > 0. Si =0 on a encore
Liy 1 a Ty /€ tu
Us (P) > auoSu (r+e)“+1 dr = dvojo ma—“ dt -

lorsque ¢ - 0, car
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© tu _
J, s
Ainsi U4i;(P)= » en tout pointde X x Y et donc X X Y est un ensemble
(a + B)-polaire.

3.2. Dans ce numéro on considére le cas particulier ot X est un cube
non-dégénéré dans E,. Nous trouverons une majorante de C;{""”*(X x Y) au
moyen de C**(Y) et de la longueur des cotés de X.

On commence avec le

LEMME 4. Soit X un cube fermé de coté | dans E, (n=1), et soit p la
mesure définie par p(B)=mu(BN X)/m,(X) pour les ensembles boréliens B.
Soit 2 un espace métrique localement compact et soit v une répartition de masse-

unité dans Q. Alors, en P= (P, P,)E XXS,, on a
UEP) en{Us(P) =1} /(L BY™®2 si B>,
neally(P)/(1+1%)™" si B=0,

0% cn est une constante positive dépendant seulement de n.

Il est visible qu’il existe une constante ¢, qui dépend seuelement de 7 telle

qu'en tout point P; de X on ait
u(Py, 7) = ca?™/ 1"

pour tout 7 & [0, 7].
En premier lieu supposons que la »-mesure de P, soit nulle. On aura en
Pe X XS,

Xy du( Py, 7)
Uiis(P) "j d”j (rifﬁ;z‘;v%m-

(P, 1) " oup, N7
= 59 dv {—(iz/i?%rn;m, +(n+ B )jo (lefi- p,lm" dar }

¢ (n+B) ! cnr™t!
af (12+p’")‘"+ﬂ>ﬂ+ ) )

dy (° !
= ln 5 dv j‘o (7,2+p )m+ﬁ)/2 dr = nc"jg?j‘o _(-I‘_lz )m+ﬂ)/2 dt

¢ d c v .
= 0¥ ;‘m+m/z = pl: 2 (1+lz;m+«)/2 {UNP) =1} si B>0,

et si 3=0 on aura
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. 1/p
new at __mem
Un(P) = (1+ )2 Lgd”  t - A Ti(R.

Dans le cas ot la »-mesure de P, est positive, on peut montrer que Ui} (P)
= o de la méme maniére que dans la démonstration du théoréme précédent.

Ainsi le lemme est démontré.

Remarque. Si le diametre d de Y est fini, on peut montrer pour toute »

portée par Y que sur X x S,
UZ(P) 2 k(m, 8,1, d) Ui(Py) pour >0,
ou k(m, B, I, d) est une constante positive qui dépend de =, 8, I et d.

TuéorEME 6. Soit X un cube fermé de coté | dans E, (n=1) etsoit Y un
ensemble dans un espace métrique localement compact 2. Alors, avec la meme

constante ¢, que dans le lemme précédent, on a

(1 + 12)('1*‘5)/2

(3.1) C"PMXxY) = 1 T si >0
c"{?ﬁﬁ’*(Y{ -1]
et
2\n/2
(3.2) CMH(Xx Y) = — (LI — si B=0.
ncn log - 5O (y)
On a les mémes inégalités pour Ce.
En premier lieu supposons que C¥*(y)>0. Soit K un sous-compact de ¥

tel que Ci¥"(K) > 0. Soit ¢ > 0. Dans le cas B> 0, il existe, d'aprés la propo-

sition 11, une répartition », de masse-unité telle que

VIEK)

Us 1+¢

sur K.

Notons u(B) =m(BN X)/I". Alors par le lemme précédent on a
USSR (P) & cn{URP) — 1} /(117700

Nous intégrons des deux cotés par rapport a une mesure v € Fy.v. Le théoréme

de Fubini donne lieu a
v e — 0 N TVG s e ’ 72y (nEp)/2
[ oiatecw = oiipdn m e[ o -1} Ja

—1}r/(1+z‘~’v""1‘)/2.
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Il en résulte que
(1+l2)(ﬂ+[3‘:/2

ol ey 1

C'(n+13}*(X % K)

N

Puisqu'un ensemble compact dans X X Y est contenu dans le produit de X et

un certain ensemble compact dans Y, nous avons enfin

(1 2)mton

IiN

C;n#—ﬂ)*(X % Y) .

+

ool gy Y

Considérons le cas ou C{¥*(Y ) =90. Alors tout sous-ensemble compact K
de ¥ est A-polaire et, d’aprés le théoreme 5, X x K est (n+ §3)-polaire, d’ott
C"""(X» K) =0 et donc C{"""* (X x Y)=0.

Dans le cas =0, on fait un raisonnement analogue en utilisant la propo-
sition 1' dans 1.7 et on obtient (3.2).

Pour démontrer les inégalités pour la capacité extérieure, considérons un
ensemble ¥1 C Y qui est relativement compact dans 2. Etant donné ¢, 0<e<1,
il existe un ensemble ouvert G D Y; tel que CIV*(G) < CP*(Yi)+¢ si B> 0 et
CVMG) < C®*(Y1) +esi B=0. Prenons un cube X; de coté /+¢ contenant X

dans son intérieur. Alors Xi X G contient X X Yy, et on a

CPH(X x Y1) = C{"MH( X X G)
A+ T+ {14+ U+ e)) "

= ¥

o emmyras ~ U

1 +
ol ey
st >0 et
{14 (14 )22
1
nc»logEi’o,*(}”_i_s

si #=0. Comme un sous-ensemble de X X Y qui est relativement compact

CMM(Xx Y1) £C""(XixG) =

dans E, X £ est contenu dans un certain ensemble produit de forme X x Yj,

on peut facilement en déduire les inégalités cherchées.

Remarque. Dans (3.1) et (3.2) les quantités & droite ne tendent pas vers
0 lorsque /- 0. En effet, si on prend pour X un segment de longueur /, et poxir

Y un carré dans un plan, alors pour £, 0 £ 3,< 1,

0 < ci_1+ﬁ)*(Y) = Cg_H-.’U*(X % Y)-
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3.3. On démontrera une généralisation du théoréeme de Deny-Lelong [10]

cité dans l'introduction.

THEOREME 7. soit X un cube fermé dans E, (1t 2 1) et soit Y un ensemble
dans un espace métrique localement compact 2. Alors C;""" (X xY)>0 si et

seulement si C¥(Y)>0 (8=0). Il en est meme de C..

A cause de la proposition 5, il revient au méme de considérer C et de
considérer C*. Le théoreme 3 et la proposition 15 montrent que si C;"'(Y) >0
(B=20) alors C{"*(X x Y) >0, et le théoreme 6 et la proposition 15 assurent que
si CPF*(Y) =0 (C*(Y) =0 resp.) alors C{"* (X x Y)=0 (C* (XxY)=0
resp.). Il reste seulement a démontrer C"**(X x Y) >0 de I'hypothése

S(Y) >0 (3=0).

Donc nous supposons que C:¥*(Y) >0 (32 0). Alors on peut trouver un
ensemble Y; C Y relativement compact dans 2 tel que C:"*(Yy) >0; si 3=0,
d’aprés les propositions 5 et 15 C¥*(Y,) > 0. Soit G un ensemble ouvert
quelconque contenant Y; et soit X, l'intérieur de X. L’ensemble X, X G est

ouvert et d’aprés le théoréme 3
CHMP (X x G) = rin, II"CHHG) 2 rin, HI'CHIHYN >0 si3>0

et
C" (X x G)avin, VI - -

lo L
g ééO)*(Yl)

I )
+log(1+V2) +log" {rin, 0)nl"}

Cela étant, soit V un ensemble ouvert quelconque contenant X x Y, et soit Vp,
la section de V de l'abscisse P, : Vp,={P:; (P, P.) & V}. Puisque X est
compact, il est facile de voir que G, =I’("=)YVP1 est un ensemble ouvert dans 2.
Evidemment G, contient Y et les inégali|téAs ci-dessus sont vraies pour X, x G..
Ainsi C**P¥(V) qui est = C{"*"¥(X, x G1) posséde une minorante positive
finie qui ne dépend que de CJ*(Y;)>0, metl Puisque C" V" (XxY)
2 CIPH X x YY) = irﬂf C{""*(V), on conclut que C*"P*(X x Y) >0.

§ 4. Dimension des ensembles produits

4.1. Soit X un compact dans un espace euclidien E, et soit ¥ un compact

dans un autre espace euclidien E;. Le corollaire 2 du théoréme 1 énonce que

4.1) dim (X)+dim (Y) £ dim (X x Y).
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Si on renferme X par un cube dans E,, il résulte du théoréme 6 que
dim(XxY)=2#n+dim(Y). Pour la méme raison on a dim(XxY) =m
+dim (X), et donc

(4.2) dim (X x Y) £ min{n+dim (Y), m+dim (X)}.

Il est évident qu’il existe certains cas qui donnent lieu a 'égalité dans (4.1).

Dans ce paragraphe on construira un exemple qui réalise 1'égalité dans (4.2).

TutorEME 8. Etant donnés des eniiers n et m et des nombres a, 0 < a £ n,
et 3,0< B =m, il existe un compact X C E, de dimension « et un compact

Y C En de dimension (B tels que
dim (X X Y)=min (n+ 8, m+ a).
Nous démontrerons ce théoréme dans 4.3-4.5.

4.2. Dans ce numéro nous répétons la définition, donnée dans [24], des
ensembles de Cantor généralisés dans E, (n = 1). D’abord nous nous occupons
de E;.

Soient ki, k2, . . . des nombres entiers supérieurs a 1 et soient pi, pe, . . .
des nombres finis quelconques également supérieurs a 1. On pose I, = 1/(kyDq).
Soit I un intervalle de longueur d > 0. On enléve de I (k;—1) intervalles de
méme longueur tels qu’il reste k, intervalles de méme longueur /,d. On appelle
cette opération la g-opération appliquée a I. On commence par appliquer I'l-
opération a4 [0, 1], on applique la 2-opération a chacun des intervalles I,
(1 £ v £ k) qui restent, puis on applique la 3-opération a chacun des intervalles
Ly (1 =4 £ kik:) qui restent, et ainsi de suite. On appellera I'ensemble limite
restant un ensemble de Cantor généralisé dans E,, et le notera F= F(ky, pq).

Dans En={(%1, ..., %a)}, soit F; =F(ky, p°) un ensemble de Cantor
généralisé défini sur l'axe des x;. Nous appellerons l'ensemble produit
F=F X ...xFy un ensemble de Cantor généralis¢ dans E, (n=2). 1l sera
appelé symétrique si Fi= ... = Fp.

Dans [24] l'auteur a démontré le théoréme suivant:

Soit F=F(ky, pg) X ...xXF(ky Dg) un ensemble de Cantor généralisé
symétrique dans En (n=1). Pour qu'il soif d’«a-capacité nulle (0 £ a < n), il

faut et il suffit que
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(4.3) >j (P - pq,}: = o < a<n)
q=1 (kl ot )

ou

(4.4) oo logpe (a=0).

(ke R

4.8. Démonstration du théoréme 8. En premier lieu considérons le cas
a<n et §<m. Prenons dans E, un ensemble de Cantor généralisé symétrique
F=F(kg, pg) X . .. X F(ky, py) de dimension a, et prenons dans En F' = F(kj, py)
X ...XF(ky, py) de dimension 3; kg, pg, ky et p, seront déterminés ultérieure-
ment. Les quantités pour F’/ correspondant a des quantités pour F seront notées
avec 'accent /. On peut supposer, sans limiter la généralité, que n+ 8 = m+ a.
Nous allons évaluer la capacité d’ordre m+ «', 0 < a' < «a, de 'ensemble produit
Fx F'.

Nous désignons les coordonnées dans E, par xi, ..., X, et dans E,» par
%, ..., %xn. Désignons par {I)’} les intervalles qui restent lorsque la g¢-
opération est appliquée sur l'axe des x;, par A, leur longueur et par 6, la
longueur des intervalles enlevés lors de la g-opération;

S S S
T ki ke - - D TR ke —1 “koilkg=1)p1- - - Pg

Nous avons les quantités correspondantes et les relations analogues sur l'axe
des x;-.

Soit x une répartition de masse-unité sur F x F' et soit Ubhu(P) le
potentiel engendré par 2 dans F x F'. Nous posons

1 1 ! '
wlIW % o XTI IR o XTI = pg(vgy o . oy vy D1y« e s ).
P . ron m
Considérons les points {P{"}, k=1, . .., k- - - kji(bg—1)"F1 - kgey(kg—1)™

=M,, tels que la projection de chaque point sur tout axe coincide avec un

certain point placé au centre d’un intervalle qu’on enléve lors de la g-opération.

On désigne par (P, I x ... x IS x I ... x ITR.1) la distance de PL?
(1 n (13 .
alp X .. oxIg X Iy x .. x I, Si
(q) ’ ( (1 (1 m)
qu (I/l, c e ey Uny PVly o o oy Dm) O(Pm qu X ... X Iq‘,,, ](,,’l/'x e X I>l‘»m,)’
on a
ky---ky Ry’ kg '
0 B1y o e ey Uy Py e e ey Um)
Ummr(Pm’ = > ((]f SALLH ! n,‘ T T R
Viy eenp =1 v, oon, v’ =1 {A (Dl, e e vy Uny Vly o o oy Vm)}
Posons #, égal a la moyenne des valeurs {Un.a{P)}, £=1, ..., M,. Alors
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1 hgh Rk ' ,
(4.5) g £ Jp- 20 el oo v b1, o)
q vy, ,wn=1 vy, svn’=1
Mq 1
x .
T 7 7 To
AP, oo Uy Yy e, )T
. ? (1
Prenons un intervalle quelconque I3, X . .. X Ig,, dans E,; soit Iyl » X

L% I,‘{i’;, =, lintervalle qui le contient. Nous considérons les 3" — 1 intervalles
(I, x ... x IJ% ..} qui sont les voisins de 321, -, X . . . X Ig% -, Si deux
de ces 3” cubes sont en face I'un de I'autre, nous faisons coincider par translation
les couches de profondeur A, placées vis a4 vis et situées respectivement dans
ces deux cubes; on obtient ainsi un intervalle de hauteur 21,-1—4, On
superpose de la méme maniére tous les couples de cubes qui se font face. Ainsi
on obtient un cube A; de cdté 34,-1—24, qui contient dans sa partie centrale
le cube I . % ...xIg% . Désignons par f(Q) la transformation qui

coincide sur chacun des 3" cubes ci-dessus avec la translation indiquée; f(Q) =@

pour QE I o X ... x I .. Le cube A; contient (3k,—2)" cubes de
{IN x ... x I;Zi,) et leurs translatés.

Cela étant, soit Sy =S (w1, .. ., va) la surface du cube de coté 6,+ Aq
dont les cotés sont a distance §,/2 de I$), x ... x I%, et pareils aux cotés de
celui-ci, soit Ay’ = A (vy, ..., »n) le cube fermé de cote 3(d,+ 4,) dont les
cétés sont a distance 6,/2+ (6,4 4,) de IQ) x ... xI% et pareils aux cotés
de celui-ci, soit Sy’ =S (v1, . . ., va) sa surface, et ainsi de suite. Pour tout

=2k, S contient A; strictement dans son intérieur. Nous employons la
méme notation Sy pour l'image réciproque de S par fF(Q). Alors S =¢
pour k =2k, A partirde I{"; -, . x 1Y% .., nous faisons le méme procédé
et définissons Ay, ¢ et Sy, ensuite Aﬁ,"_’_,k et S 1 jusqu'a Al et S{¥. Nous

définissons A" et Sii’, 1 =i £ q, de la méme maniére dans E..

.. . L. i 2 .
4.4. Choisissons maintenant une série ki, ki, ks, ks, ... rapidement
. ! !
croissante ; prenons, par exemple, k=2, Bi=E" b=k ..., et posons
- ! 1] -
Pa =k, pg=k™V T Alors

1 ' 1

S I U
(kl L. kq)n/a a

Z = T "j""i‘_"s
q (k- - - ky)™?

et

% C'est I'exemple donné par Besicovitch-Moran [4] dans le cas n=m =1.
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1 _ 2
e e 2 6 A __.4_ e e
o gt kg = 0T M O ) o
1 _ ' 2
<0 =
(- = kg = 0t S G L,
Comme
S (B )" g S (i -09)"
,Ej(kl. C k" ‘,?;,1““ (qE:l(k;. A « resp.)
et
S I U 1 )
a=1 (k- - - Bg)" ™ a=1 (kg - - kq)n-ar((nla)—l)a,

- 1 (S (P p)™
=B g < (Dol < o)

pour a;, 0<a; < a, quelconque (pour B;, 0 < B; < B, quelconque resp.), la dimen-
sion de F (F’ resp.) est égale 2 a (8 resp.). )

Nous allons voir que la capacité d’ordre m+a«’ de F x F' est positive.
D’abord nous déterminons un entier 7, tel que

!
%’—<a£,+x£,<2(a£,+x;) < < B2
< ‘;" <+ D+ <. ..

Pour les {P{} contenus dans le produit de Sy =Sy (s, ..., va) et A

— ! ! ’
=A% (vi, ..., vm), ON pose

@ _ Oq
@ = .
Pour ces points on fait la somme
W _ 1——-— on m l m+a’ _ onem rq+1 m m 2‘ m+a’
40 —ZW)mM' =2"{2(7g+ 1)} (5q> =2 (T) r"(aq)
PNRSTIE SE 1 R
= (8:1+ x(l])mﬂz’ Bq (5:]+ A; )m+¢'6({zl’

Pour les autres {Pi”} contenus dans Sg}’ x A%y, on pose

0 = (rg+ D@0+ 2), (ra+2) B+ 20), . . .,

Pour ces points on fait la somme
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{20) :___Z 1 ézn {2(7q+2)}m~<2(7q+1)}m
! (4@)m*e = {(rg+ 1)+ 2y

gn {2070+ 30V = (2(r, + 2"

2(2 K, ™ — (4ky)™
{(rg+2)(8h+ 20y L e

n{ 4kq
+o..F2 {2k (3 + 2 Y™

+

Nous notons que (s+1)” —s" < (2" - 1)s™! pour s = 1, et obtenons

N

s 20TEI-1) %8 1 2rem (Lo L)

O AT s ST (G a)™ Y o N\ e T QR
2n+2m A( fq+1 )a'( 6;-{-1:1 )u' < 2n+2rrf+2¢'
a8+ 2"\ g, 0q/2 a'(0g+ Ag)" 05

Si on pose Xjg =24 + 2%, on aura
c
<— Lt _
200 (3(’,+ ]:,)ml?;
2”+2m+2°'/a’

avec une constante ¢ =

Ensuite nous déterminons un entier £, tel que
e < g DG <L < tg(Bh A £ Ag+ 8 < (B + 185+ 49) < . . .

Pour tous {P} contenus dans le produit de S =SP(v1, . .., vs) et de A

1 ] ’
= AP (1, . .., vm), DOUS POSONS

0(cq) = 6(] + Aq,

/
et, pour les autres {P”} contenus dans Sy’ X A%y, nous posons

A7 = (t,+1)(5g+1g), (2g+2)(8g+12g), . . .

Pour tous ces points, nous faisons la somme

DS L (@2 (2.1 B D)
Etn_z )mf-a' =<(2 2) (2 1) ) (5q+lq)m+a’

2kg’ (s+1)m_sm
CP_(2.1)%2m SY WL TS
+{(2 2) (2:1) } s=tqu+1 {3(62+A;))m+u
(Z+ )™ 2" LSO |
< 2" m(gn — ¢ , ; -
( 1){ (6q+lq)m+“ + (6;+A,q)m+u s=§+1 sa +1}
2¢(2"-1) .
(854 25)™ (84 + 29)*

Soit #, le plus petit entier tel que ZkZ(Bf,il- A8) £ ug(8q+ Aq). Pour les points

{P} contenus dans A, x A%k, on a
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o ¢ *_426(2”——1)
=B+ Dat ... = YU LCF N PN LA S W
2¢(3"-2") 2c<(uq+1) - ug
+ ¥ . eI TN
(a;+xq)’"2°(a + 2% e (Bl 4 AL ™ 0 (5 + Ag)
n+1 eyl
= m’ /1 o+ '““2_ i \Iv*urlrlz o
(5 +Z ) n—a (0q+l ) (5 +Xq)
- c . c 4)1—2a'+1_~ e kl’ln *
= ! )\ e’ + 2 m—nra’ n
(oh+ )02 T pn—a (05 + Ab) (8q+ Ag)
YL ymispim - By "t - R
R B ey
C24"‘2d,+1 In-g! ! ! mig(m-ntao’) g/ m-rn+a’ nila pn
+ kq (kl ct e kq—l) kq (kl ct kq—l) kq

n —
Sei(by- - - kg-)" PR Ry v - - Rg-)™ R
Fei(By o e By ) B (e ge) T R,

ol
zn/a—l a’ 62471—":1 1
ClzmaX{C(z;;/E_'l‘;l') s nea —}.

Puis, pour les points {P{”} contenus dans (AY e, — A%L,) X A%k, on a

- 1 (2E)™2" " »

20 = 2y £ g e {2+ 1" = (g 1

(Bug+1)" - (2u,+1)" (vgug+1)" = ((0g— D ug+1)"
+ T gmTa +.o..F (g =1)m+ e }

ol v, est le plus petit entier tel que v,u, = 2k,. 1l vient que

s (2k)™2" " s+ Dug+ 11" — (sug+1)"

= —_— T
T7 (u(04 + 29) )™ 551 i

(2k)"™2%uy "G (s+2)"=(s+1)"

(utl(aq::lq))"”u s=1 sn+e

i\

(2k)"27 47" onai S netemea
Gt ),,,ﬁmz S>js .

i\

On considére les trois cas: m—m —a’ >0, =0, <0. Nous aurons respective-

ment
vq:\l n—1-m-ao’ 1
—1-m=o L 7 .
32'!15 =1+ o —r l+logug, mta —n

Dans le premier cas
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" 1 2:m+m-1klm ;l -m-c’ 2 -m-a’
= (1+ Py — ) (8q + Ag)™*¥
1 3n+m-lklm2n m—a'(Zk )n—m o
=
< (14 5o o« )2 (8q+ 2y
< (1+ L 1 )zsn—m—zw_xklm(k1 . kq—l)"/a(m“"kg,

< gsn-m=2=1 (1 + — ”]1. — )(kl L kq-l)"z"‘kf,'k;'".

Dans le deuxiéme cas on peut supposer que logv, = 1 et on obtient

4k gmtanpm 4ko(3g+ 29)
1 q é aq 1 - 1vq ll q’
(Gt 1) 8 Uy = (Bt 2g)” 2R (8,+ 1)
2k - - - kg)™"

(- - - kg1)'®

2m*3nk 2m+anklm
S _—wlogv 1
YT (gt )" =

£ 2RI By - - ko) ] log

Dans le troisiéme cas

E' - 2m+3n-—x 1
T mta —n wt T (G4 A"
2m+3n~1 1
< =5
T mta —n (8g+ ) (2R84, +Ap) )™
An—1—-a’
<= —ﬁg_ra — (kl .. k;-x)mlﬂ(m+ul—”)(k1 v kq—l)”z"‘k;'.

4 '
La somme 331/(4%)™* pour tous les { P} contenus dans A{sk, X AY %ke

est égale a 35+ s

4.5. Nous continuerons et terminerons I'évaluation. Soit w, le plus petit
entier tel que 85-1+ Ap_1 £ wq(8q+ Ag), %, le plus petit entier tel que 2(84-1+ Ag-1)
£ %,(84+ A¢), ainsi de suite et enfin u; le plus petit entier tel que 2k,(8,+ 4q)
£ ul(8y-1+ Ag-1). Pour les points {P?} contenus dans Az, x (A1 — AL Y),

nous posons
49 =81+ -1, 2(8g-1+2g-1), . . .
et obtenons

I'm n n
ETA_S”l)T*“’ ézm(gm_zm){ (3, li e T 2mﬁg(;f.l+iq)z‘;g”*“’
k™ ((ag+1)" — ug™w} }
uﬂ,’"*“'(oq 1+ Ag- )
_ 2= 2T Ry {1+Z (41"

e A, (it m+¢l i+ a?

(Bq 1+Aq 1)m+¢l
(M my 1 m m
2 (3 2 )k (1+2n2 n-—ivm—a')

(6/; l+lq 1)m+a' s=1

+...+
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Pour les points {P.”} contenus dans Ay sk, ¥ (AJ”: .~ AS:.) on aura

IIN

p o

- 2'11(4711 gm)kvm m { 2*1 E’ e 1-—m—a‘l.
(A'((m)mﬁ' (62_1_*_1(7_1) f

n
m+a' N A +2
2 s=2

Et ainsi de suite.

Pour tous les {P{”} contenus dans Af'he, X (AL} uyrrr — ASYS, 1) nous aurons

* 1
Z(I—-l = 2 ('A'(‘q)),n{&r'

zmk’ﬁl . ,
= ot r*')mw L™ =27) + (47 =327
q-1 q-1

Uq’

+ ((ul+2)™ = (ol + D™ g™ }+((3’"—2'")§_,

uy’

+( m__ 3m)2‘; . +((u;l+2)m_(u'fl+1)m) E )sn—l—m—a’]

- S=uy’
o 2’”@[1'@%?“/ 27712(3_*_1)711 1 n m— 1.’+ ”21’1\(8__'_2)771 n=t=m=—n’
(6,, 14 A1)
23m+n u'+2k ;]Iul’ln al

m'nlma>__

()2 o
+ (24 +2) (n—a)(tiqlﬂql)’""

94m+3n 3a'+2klmkn a’
(7 —a')l oq+lq) (Oq 1+}~q O™
2eolly - - - ba)™ bRy - - - Bho) ™ R R

N

avec ¢ =232y — ') pour assez grand gq.
!
Pour les points {P.”} contenus dans Af7sk, X (A 2kryey — ASN, ugre1) oD 2

la somme

%1 1 (2kq) k m
ST - (k) Ra (o 1)+ 1) = (a2
a-1 (A((l))m"d \Mq( Oq L+ Z([ 1) )Ill a { Mq+ + ) uq+ )

+ Blug+ D+ D" = 2lug+ 1D + 1"

2m+a'

+ ...

(Vvq(ug—f-])—kl)m—— ((vg— D uy+1)4+1)")
T (2) 1)))l+a' {’

olt w5y est le plus petit entier tel que vy_1ug-1 = 2ky_s. 1l vient que

n+3m
2" Bl b

a' uq (Oq 1+;uq l)mfu.

271 ) nk'm2n122m vg' —1 1

Y
. a2 o

q-1 = /al(aq 1+Kq 1)'71*-4’ “ s
211 :mzknk' m

a2k (84 Ag)* (gt + Ap_y)™

onrmme na'fa g gt ' 23 o0 q )

- (kl R kq~l) kq(k( D kq_z)m * (kq-[kq)m.

’

a

ill\

I

i
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La some 331/(4%)™* pour tous les {P\”} contenus dans Afloe, X AS1, ugrs1
est égale a
* ' , 2/ '
a1+ 200 = ek - - kg kg R - - - Rg)™ P RS RG™

ol ¢; est une constante ne dépendant que de #n, m, a, B et a'.

Nous continuons ce procédé. Dans le cas m+a' <7 on a enfin

4y € {‘kk Vi 7 L R Pl
q (kl ... )n(l o’ fa) kﬂ—a' (l‘; ... k:;—l)m
<k1- kg™ (R k)T (B k)™ ‘
+ S —— -—a'lu —_— _(14___A — 1 q =70 o« o o (2
(B - - - bgoy)™7%1® + (kl S Epo)™ T < hgs) I + |

ol ¢ est une constante qui dépend seulement de #n, m, a, 8 et a'.
Dans le cas m+ af = n,
(Bie o - k)™ R (R - k)
Uy £ co{ S ! ?nu—a’laf nl—a’ + =2 . rl 0
(kl ct kq-—l) kq (kl R kq—])
(ki - - -k;-z)'"zl-”"'" (ky - - - kg-2)"1"""

log (ki - - - kg-1)

N — ! e s . !

T e by TG Ry 18 (B Rae)
Jﬁid,vﬁq R N . RS VA 7 e
(Bi - - - kge)™ 70 000 <k1. N
g-1 (B k,)"z/a n ... k:'_ m?/g—m

A tog - KD+ S| (k‘ b

Le premier cas revient a ce cas.
Dans le cas m+a' > n,

(R, - -« B, )ms=—m k:lmflﬂ—m g-1 (By - - - B)™l
q- - i

O DY .

(By - -« Bgoy)™7¥1® gl e’ (B . .. phyminte=m=anis

S

Dans tous les cas le premier terme 2 droite tend vers zéro et les deux
séries sont convergentes lorsque g —> , car ki = kY, ki = k", o' <a et m+a
< m+ 8. Par conséquent, les moyennes {#;}), ¢=1, 2, . . ., sont uniformément
bornées par une valeur finie ¢*. Par suite pour chaque ¢ il existe r, tel que
U (PJ) < ¢*. On en déduit que la capacité d'ordre m+a' de F x F' est
positive. En effet, si C;"**"(Fx F') =0, il existerait d’aprés la proposition 10
une répartition u sur Fx F' telle que Ujlo(P) = ® en chaque point de F x F'.
Puisque P.? vient arbitrairement voisin de Fx F’ lorsque g ©, Ui (P)

- o avec g, ce qui est absurde. Ainsi C;""*"(F x F') > 0.
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Enfin, si n+382m+a et a=mn, alors 3=m; on peut prendre pour F et
F' un cube dans E, et un cube dans E,, respectivement. Si a <#n et 3=m,
nous prenons un ensemble de dimension a« dans E, pour F, par exemple un
ensemble de Cantor généralisé choisi dans 4.4, et un cube dans E; pour F'.
Alors la dimension de Fx F' est m+ « d’aprés le théoreme 6. Ainsi le théo-
réme est completement démontré.
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