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EQUATIONS DE LIE INVARIANTES PAR UN
PSEUDOGROUPE DE LIE

ODINETE RENEE ABIB

§0. Introduction

Soit (&, M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal [4] transitif d’ordre
h sur une variété M différentiable, J*.¥ son équation de définition et
L son algébre formelle au point a de M.

Dénotons par I(L) I’ensemble des idéaux fermés de L et par I(J*.¥)
I’ensemble des équations différentielles R™ C J™.%, m > h, invariantes par
I et formellement intégrables, I désignant le pseudogroupe de trans-
formations associé & #. L’un des buts de ce papier est de définir une
application surjective de I(J*%) dans I(L). La surjectivité implique en
particulier que tout idéal fermé de L est I’espace des solutions formelles
en a d’une équation de Lie appartenant a I(J*%), (§2,§3). En plus,
dans le cas analytique, cette équation est I’équation de définition d’un
sous-pseudogroupe normal de % (Corollaire 2.2).

D’autre part, F'(L) étant ’ensemble des idéaux fermés de L définis
par un feuilletage (§2), F(J*¥) ’ensemble des équations différentielles
R™ de I(J*¥) pour lesquelles [I,(R™) = E soit un sous-fibré intégrable
de T(M) invariant par l'action de &% et L N J2FE = lim,(R™*™, nous
montrons (§ 3) que "application précédente envoie F(J*.#) sur F(L).

Etant donné I un idéal fermé de L on lui associe toujours une
algébre de Lie normale tronquée d’ordre  >1 (§4). Inversement, nous
montrons (Théoreme 4.1) que a toute algébre de Lie W”* normale tronquée
d’ordre h >1, satisfaisant certaines conditions cohomologiques, cor-
respond un idéal fermé I de L ayant W" comme algebre tronquée d’ordre
h. En plus I est unique a un isomorphisme prés. Ce résultat généralise
ainsi le Théoréme 6 de [1] pour le cas non-transitif.

Il est & signaler que certains de nos résultats semblent concorder
avec ceux obtenus indépendamment par H. Goldschmidt dans un tout
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autre formalisme (cf. [2], §10).

§1. Notations

Etant donné T = T(M) le fibré tangent d’une variété différentiable
M, J*T(M) désigne I’ensemble de tous les jets d’ordre % des sections du
fibré vectoriel T et J*T(M) le faisceau des sections de J*T(M) qui est
un faisceau de R-algébre de Lie [4]:

JT % J'T — J°T

[f-7*X,g-7"Y] = f-gi"X, Y] + f(X-9)*Y — g(Y- f)i*X, ol [X, Y] est le
crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y, f et g sont des fonc-
tions différentiables numériques.

Ce crochet induit un morphisme de fibrés vectoriels sur M, & savoir:

[, V:J*T x JrHIT — JeT
@ X, J*Y) — "X, Y],

Considérons D:J*"'T — T* @ J*T D'opérateur de Spencer défini par
D(f-"'X) = df ® jX.

LEMME 1.1. (2) [f-§"X,g-7"Y] = [F-5""'X, g-5*"'Y] + D(g-j*"'¥)
(f+X) — D(f " X)(g- ).

) DX, g YINZ) = [D(f -7 X)2), g-7YV + [f-§**X,
D(g- " Y)(D)Y.

La démonstration de ce résultat découle des définitions précédentes.

Désignons par 17 la projection naturelle de J**'T sur J*T; soit
acM et JoT la limite projective relative & ce morphisme des J*T. Le
crochet [, ]’ définit alors sur cet ensemble une structure d’algebre de
Lie de dimension infinie.

Etant donné un pseudogroupe de Lie infinitésimal transitif % sur
M, dénotons par J*¥ le fibré vectoriel de tous les jets d’ordre h des
sections locales de ¥ dont le faisceau des sections J".¥ est un sous-
faisceau du faisceau d’algébre de Lie J*T. En particulier, le crochet
[, ) induit le crochet de J".¢ & valeurs dans J"'.%:

[,V:J'¥ X J'? — Jr 1 .

Désignons par L  J;T la limite projective des J2.¥ par rapport a
la projection I7; L est une sous-algébre de Lie de J;T qui sera dite
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I’algébre formelle de ¥ en aeM. De plus L est une algebre de Lie
filtrée :

L=L,D>L,DL,D---DL,D---

ot L, est le noyau de la projection /7, de L sur J.¥. Posons g* = L,_,/L,,
pour & > 0. On a naturellement les suites exactes:

0 > g" > Jhy > Jil¥ —> 0

1 L

0—8S"V*QV —> 2T —> J2'T —> 0

avec V = T,(M) = L/L,.

§2.

Soit I un idéal fermé de l'algébre formelle L de &% en aecM.
Posons I, =I N L, pour 2 > —1 de sorte que p* =1,_,/I, s’identifie &
un sous-espace de g”; alors,

LEMME 2.1. (a) [ J:z) C I

(b) [p", J*LY C p* L

(e) [g" 9" = {0}
on I* =1/I,.

La deuxiéme inclusion et la transitivité de % nous donnent une in-
jection:

a:ph+l__)V*®ph,
X)) =[X,y] ol y est un élément de J:*'¥ qui se projette sur v;
d’olt une application

5: NI VEQpH - NI TVEQ

défini par:

j+1
5(f)(?)1, Vyy * 0y vjil) = Z;(_l)jﬂ—sf(v“ Vyy * vy Ugy v v 0y ,Uj+1)'vs

pour v, ---,v;,, dans V.
On obtient ainsi un complexe:

) [}
0 > pt > V* @ pr? > N2 V* ® ph-? > .
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dont le groupe de cohomologie dans AJ V* ® p* sera dénoté par HI*(I).

LEMME 2.2. Soit (Z,M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal
transitif sur M et I un idéal fermé de L; alors il existe un entier h,
tel que H»*(I) = 0 pour tous § >0 et h > h,.

Preuve. Ce résultat résulte du fait que M = [],., (®»")* est un S(V)-
module gradué de type fini.//

DEFINITION 2.1. Un idéal fermé I de L est défini par un feuilletage
dans (L, L, si le seul idéal J de L vérifiant IcJ C I 4+ L, est I lui-
méme.

EXEMPLE. Soit £ un sous fibré vectoriel integrable de 7(M) tel
que [E, Z] C Z et dénotons par JJE 1’algébre formelle en a associée a
E; alors I = L N J3E est un idéal fermé de L défini par un feuilletage
dans (L, L) ; (cf. démonstration du Théoréeme 2.1. (5.d)).

Remarque. Soient J et I deux idéaux de L définis par un feuilletage
dans (L, L) tels II,(I) = II(J) ou II,: L — T, (M) est la projection canon-
ique; alors I =J: en effet, II(I) = II(J) entraine I CJ + L, et J C I
+ L, Onalcl+JcClI+ Lyet I+ J est un idéal fermé de L; d’ou,
Icl+ J; ainsi JCI; de méme, I C J; d’ou, I =J.//.

PrROPOSITION 2.1. Soit I un idéal fermé de Ualgébre formelle L.
Considérons h, >0 un entier tel que H"*(I) =0 pour h > h,; alors I
est un idéal défint par un fewilletage dans (L, L,,).

Prewve. H“™(I) = 0 entraine que p”*! coincide avec le premier pro-
longement (p*)*! de p*. Soit J un idéal fermé de L tel que IC J C L
+ Ly,; alors I/1,, =J/J,, et p™ = q" = J,_,/J4,; POUr h > hy, ¢*** C (gM*
= (pM)* = p"*'; done, ¢**!' = p**! pour A > h,. Ainsi I/I, =J/J,, pour
h>hy; dou,JCI+1,C1+ L, pour h > hy; 00, J C My, + Ly =1
car I est fermé; ainsi on obtient I = J. e.q.f.d.

THEOREME 2.1. Soit L lalgébre formelle d’un pseudogroupe de Lie
infinitésimal transitif (£, M) et 1 un idéal fermé de L.
(1) Pour tout h >1 il existe une équation de Lie R* C J*Z telle que

R =1/, = II,(D) .

(@) St R est ’équation de Lie qui correspond da II,,,(I), on a:
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(a) [RM,JM'Z) C R™.

(b) R cC (RM* le premier prolongement de R".
® B, J"Z]C R
4) Soit h, Uentier tel que H“"(I) = 0 pour h > h,; alors R est for-
mellement intégrable et R™** est le [-iéme prolongement (R™)** de R"
pour £ > 0. De plus, I coincide avec lim, (RV).
(5) Il existe un sous-fibré vectoriel E de T tel que:

(a) E,=I1,D.

(b) [E,Z]C ¥, Ceci entraine [E,E] C E.

(¢) R"cC J'E, pour h > 1.

(d) I est défini par un feuilletage dans (L, L,) si, et seulement st,
I=LNJE.

Prewve. Montrons d’abord lexistence de E C T(M). L’inclusion,
[¢,1/1,} < I/I, entraine I/, sous-espace de L/L, =V invariant par ¢
Ceci entraine I/I, invariant par le groupe d’isotropie G' du pseudogroupe
de transformations I" associée a ¥; done, I' déplace I/, pour définir
un sous-fibré vectoriel £ de T(M); par construction on a [E, ¥] C &;
[E,E]CE: en effet, soient X,Y deux sections locales de E' au voisinage
U d’un point x de M ; soient 71X’,71Y’ dans R' tels que X, = X, et Y7,
= Y,; alors,

[11 X7, 1Y) = [X,Y'](x) estdans E,; Ona [X,Y]=[X—-X,Y-Y']
+[X, Y1+ [X,Y] —[X,Y]; En z, le deuxiéme membre est dans E,;
d’oud, le resultat; En plus, [J*"'¥ N J*HE, "'yl J"¥ N J'E pour
h > 0; ainsi L N J2F, est un ideal de L.

La construction de R* est presque analogue; l’inclusion, [J:*'%Z,
II,,..(DY c II,(I) implique que I7,(I) est invariant par le groupe d’isotropie
d’ordre h de I'; ainsi I' déplace I7,(I) pour définir un sous-fibré vectoriel
R" de J*T(M). Par construction, R* C J*# pour h > 1, R**' se projecte
sur R", [R*"',J""'¢) C R" et [R",J"¥] C R* pour h >1; d’ou, R" est
une équation de Lie d’ordre % sur T(M). De plus, la projection
I1:J'% — T(M) envoie R' sur E et R, C J.E. Parinvariance on obtient
R*cC J'E. Supposons R"**'c (R")*'; alors si R* C J*E on a R*"' C (R")"!
C (J*E)'!' = J"'E; d’ou, R* C J*E pour tout i > 1.

Montrons que R**'C (R")*'. Soit &**' = f.7""'X une section de R"*!
et Y dans & ; alors,
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[f-i*X, "Y] = [f-j""'X, i""'Y) — D(f - 7" X)(Y);

ainsi; D(E**)(Y) est une section de B*. On obtient que D envoie R"**!
dans T* ® R* et R"*' se projecte sur R*; d’ou, R"**'C (R™*' par la
caractérisation de prolongement d’équation différentielle.

Montrons (4). Soit h, entier tel que p**' = (p*)*! pour h > h, (d’apres
le Lemme 2.2., h, existe toujours). Si t* est le fibré vectoriel noyau de
IT:R" - R**!alors t: = p" pour h > 1. On a tht! = pto*! = (pro)*! = (tho)*.
De méme, pour £ > 0 on obtient, tio+¢ = (th)*¢; (t*)*¢ est un fibré vectoriel
sur M et t™+¢ C (t™)*¢ car R™** est contenu dans (R™)*¢ d’apres (2.b);
ainsi, t**¢ = (t»)*¢ pour tout £ > 0; d’ou, (R*)*! = R™*!, Si Rh+é1
= (R™)**-! on obtient (R*)*¢ = (R*)*¢* pour ¢ > 0. Nous avons donc
démontré (4).

Démonstration de (5.d). L N JoE est un idéal fermé de L qui
contient I car R* C J*E pour h >1; en plus, I(L NJZE) =1/I,=E,;
done,

IcLNJECI+ L,.

Si I est défini par un feuilletage dans (L,L) on a I =L N JE.
Réciproquement, supposons L N JE =1 et soit J un idéal fermé de L
tel que,

LNJ;gEcJCLNJZE + Ly,

alors II(L N J3E) = II(J). Soit {S*},, la suite d’équations de Lie qui
correspond & J et F le sous-fibré intégrable de T'(M). On a F, = E,,
StCc (" FNJ*¥) pour h>1, e¢e ECF. Ainsi E=F et J =1im, S
CJ;FNL=J:ENL=1; dot, I =J; ce qui implique que I est défini
par un feuilletage dans (L, L,). c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.1. Soit (£, M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal
transitif sur M et I C L un idéal fermé de son algébre formelle en a;
alors il existe un entier hy > 0 et une équation de Lie formellement inté-
grable R C J»Z telle que

(B, JoZ] © Bl

et
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3 I
I = lim (R%)*¢
Z

COROLLAIRE 2.2 [4]. Etant donnés un pseudogroupe de Lie infini-
tésimal analytique transitif &£ défini sur une variété analytique réelle M
et I un idéal fermé de L, il existe un sous-pseudo-groupe infinitésimal
LyC L défini sur M tel que

[, Xl Fy et limJi&,=1.
. h

Preuve. Considérons I’équation de Lie R™ formellement intégrable
donnée par le Corollaire 2.1. Soit .#, I’ensemble des solutions de R";
alors J™%, = R™ et R"*¢ = (RM)* = Jht'® V¢ > 0. Soit X dans %,
et Y dans &; de j™[X, Y] = [j»X, j»Y]e[RM»,J"¥] C R* on obtient
[X,Y]e %,; dou [L, ¥] C £, Ainsi £, est un pseudo-groupe infinité-
simal vérifiant le corollaire. c.q.f.d.

§3.

Les notations étant celles des paragraphes précédents, soit # un
entier tel que J™"*'.¥ = (J*¥)*! pour m > h. Done, J*¥ est une équa-
tion de Lie transitive et formellement :intégrable. Dénotons par I(L)
I’ensemble des idéaux fermés de L et par I(J*.¥) I’ensemble des équa-
tions différentielles R™ C J™.¥ formellement intégrable d’ordre m, m > h
telle que [R™, J".#] C R™. Nous allons définir une application convenable
de I(J*#) sur I(L) avec certaines propriétés.

LeMME 3.1. Soit R e I(J"¥); alors, on a:
(a) [(B™*,JM'Z) C R™
(b) [(Rm™*e*, Jr+eig) < (R™)*, pour £ > 0.

Preuve. La partie (a) découle de [R™, J™¥] C R™. Supposons:
[(@)+£+1, Jm+l+l$]/ C (&n)+4 ,

et soient g&m*ét, ™ttt et Z des sections de (R™)*¢*:, JmHR¥ et de Z.
Le Lemme 1.1 entraine:

D([$m+£+2, ”m+i+2]/)(z) — [D(§m+l+2)(z), 777n,+£+1]/ + [$m+£+1, D(777IL+£+2)(Z)]/ ,

oll 77m+e+1 — H(vm””) et Sm”“ — H(ém””)e(Rm)”“. Ainsi, D envoie
[(Bm)+ers, Jrr 2 2] dans T* @ (R™)*Y. D’autre part, ce crochet se projecte
dans (B™*¢; d’ou,
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[(m)+[+2’ Jm+l+2$]/ C (E)+I+l N
c.q.f.d.

Soit R™eI(J*"¥),aeM et I =lim,(R™*". Le lemme 3.1 implique
que I est un idéal fermé de 1’algébre formelle L en a. Ainsi, nous
considérons ’application:

IJ"#) — I(L)

1
(1) B ]

qui est surjective d’apreés le Corollaire 2.1. Soient R™ et S? deux équa-
tions de Lie dans I(J"¥) ayant la méme image dans I(L). Supposons
m>p>h,m=1p -+ £; lim,(R®)* = lim, (S?)** implique R» = R2*¢
= (Sp)*¢; RP** et (SP)** étant deux équations de Lie invariantes par I’
on obtient R%* = (S%)** pour XeM; d’oli, R™ = R?** = (§P)**., Nous
avons ainsi le résultat suivant:

THEOREME 3.1. Soit (£, M) un pseudogroupe tramsitif infinitésimal
sur M, L son algébre formelle en a et h Uentier tel que J™""' ¥ = (J"¥)*!
pour m > h; alors il existe une application surjective de I1(J*¥) sur I(L)
et si deux équations différentielles de I(J*¥) ont la méme itmage l'une
de ces équations est le prolongement de l'autre.//

Soit F(L) I’ensemble des idéaux fermés de L définis par un feuilletage
dans (L, L, et F(J*¥) I’ensemble des équations de Lie R™ de I(J*.¥)
pour lesquelles il existe un sous-fibré vectoriel £ de T(M) tel que:

[E,#]1C E; Ceci implique [E,E]CE .
II(R™) = F
Ry =lim(RM* =L N JZE .

¢

Le Théoréme 2.1 (5) et le Corollaire 2.1 impliquent:

PropPoSITION 3.1. Soit (%, M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal
transitif sur M et ae M. L étant U'algébre formelle de & en a Uappli-
cation I(J*¥) — I(L) induit une application surjective de F(J*¥) sur
F(L).

§4.

Soit (&, M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal transitif sur M,
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aeM et L =1lim, J:¥ son algébre formelle en a.
Considérons I un idéal fermé de L et posons W” = I/I* pour k > 0.
On a évidemment les propriétés:

WcV="T,M, II:Wr— W'  est surjective,
[Wre Jrig) < Wh pour B> 0.

Dénotons par p* le noyau de W* — W+, On a p**' C (p")*' pour
h>1.

LEMME 4.1. Soient I et J deux idéaux fermés de L et h > 1 tel que:
O vt =p"t =™ pour m > h.
@2 wr=un~ pour 0 < m < h.

Alors il existe un isomorphisme de L sur L transportant I sur J.

Preywve. Pour m >0, fel, f(a) = ¢ induit un isomorphisme
linéaire :
fmeJng — Jrg
JaX — i f*(X)
tel que, [/™*(X), f™"'()) = f™[X,y); d’autre part, ’inclusion [W™*!,

JreY ¢ W™ implique f™(W™) = W™ pour m > 0.
Considérons le diagramme:

0 —> gt*t —s [ __IZ_)W)L—>0

1 I

7
00— p"!' —s Wt S W —5 0

Montrons que f**(U"*') = W**'. Soient a et g des sections de
wrtt — W et Wh— U"*! et définissons ¢: W — J*.2 par o(X) = ("' p)
(X) — (@o fM)(X) alors,

H(p(X)) = ™ - B)(X)) — fMX) = fM(X) — f"(X) = 0; donc o(X) € g"**
pour X e W”. En plus, d(p(X)) e V*® g" est tel que:

(X)) = [p(X), " W) = L/(BX), " W) — [a(f(XD), S* @)
= fMBX), ¥l — [a(SM(XD), f* " ()]

appartient & W?”, ot v e V est la projection de f**!(y) pour y dans J:*'#.
Ainsi, d(p(X)) e V*@p". Par hypothése, o(X) est dans p"*' = (p")*'.
On a donc une application ¢: W”* — p**! telle que f**'(B(X)) = o(X)
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+ a(fM(X)) pour X € W*; alors f**}(U**) ¢ W**!, ear ¢**' = p**'. De

dim W**! = dim W* 4 dim p**! = dim W* + dim ¢**!
— dim Uh+1 — dim fh+1(Wh+1) s

on obtient,
fh+1(Uh+1) = Whatt, De fh+l(Uh+1) = U**' on obtient, Wh+t = [r*1,
Un raisonnement analogue prouve que f™(W™) = U™ pour m >h + 1;
ainsi ¢ = lim,, f™ est un isomorphisme de L sur L qui envoie I sur J.
c.q.f.d.

DEFINITION 4.1. Un ensemble W* = {W°, W', W?, ..., W"} d’espaces
vectoriels tel que:

Q wcvV="T,M).

@ WwWrcJr® pour m >1 et m < h.

@) [wnr el c W™, pour 0 <m < h — 1.

(4) La projection IT: W™*!' — W™ est surjective pour 0 < m < h — 1.
sera dite une algebre de Lie normale tronquée d’ordre h > 1.

Pour m < h dénotons par p™ le noyau de la projection II: W™
— Wm=t; pour m > h + 1 posons p™*! = (p™)*'. Dénotons par H?!™(W?)
la cohomologie de Spencer du complexe:

3 5
AFTVE@ Pt —> NI VE@pm —> A VE @ pn
associé a {Pp™}nzre

LEMME 4.2. Pour h >1 soit W* = {W°, W', --., W"} une algébre de
Lie normale tronquée d’ordre h telle que, H * (W) = H** (W) = 0.
Supposons g*** = (g")"*'; alors il existe un sous-espace wvectoriel W+
C Jy12 tel que W = [W°, W', ..., W**1} est une algébre de Lie normale
tronquée d’ordre h + 1 et p**' est Ker {W**' — W"}.

Preyve. Considérons les complexes:

. 0 —> i s (LD ® ph —2> N\ (JLL)* @ pt!
Ny @

et
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(2) 0—> g s (MO R g" —> \'(TEL)* R gP

Les hypothéses impliquent (1) et (2) exactes. Pour définir W**! nous
allons construire une section y: W* — J2*'.& telle que [y(W"), Ji*' ¥l < W™,
Ainsi W**' = imy + p**! vérifie le lemme.

Pour X € W" posons ¢,(y) = ZIX, yl — [B(X), ()] pour yecJ;Z ol
a et B sont des sections de W* — W"! et Ji"'¥ — Ji.¥; alors, II(px(y))
= [X, yl — [HIP(X), II8(y)]) = 0, d’oui, ¢y est & valeurs dans g*. En plus,
pour ¥,z dans J:¥ on a:

(0px)(W, 2) = [px(2), Y1 — [px(W), 2]" = laly, 21, X1 — [[B¥), f()T, X1" .

Ainsi, dpx: N (J"¥) — p*'; de d6py = 0 on a ’existence d’une applica-
tion ¢y : Ji¥ — p", telle que oYy = dpy. Ceci implique que ¢y — ¥y de
Jr¥ dans g* est un cocycle; de g**!'= (¢g")*' on obtient un élément
nx € 9"t tel que dpy = ¢y — Px; d’olu, l’existence d’une application
linéaire 7: W" — g"*! telle que 7n(X) = 5y = @y — V4. Posons y =g + z;
alors, pour X e W”* et yeJ'*'% on obtient:

(X)), ) = [n(X) + BXD, y) = (px — v )L + [BX), vV
= a([X, IW]) — [BX), BULWN)Y — [V, HY + [BX), y)’
= L(X, IWP)) — Wz IWY + [X), y — IV

qui est dans W*; d’ol, [imy, Ji*'¥) C W*; ceci entraine notre résultat.
c.q.f.d.

THEOREME 4.1. Soit (£, M) un pseudogroupe de Lie infinitésimal
transitif sur M, L son algébre formelle en a € M et W* = {W°, W*, ...,
Wt une algébre de Lie normale tronquée d’ordre h >1 telle que H"™
= H>™(W,) =0, pour m >h — 1. Supposons g™*' = (g™)*' pour m > h;
alors il existe un idéal fermé I de L ayant W* comme algebre tronquée
d’ordre h. En plus, st J est un autre idéal de L d’algébre tronquée
W*r, alors il existe un isomorphisme de L transportant I sur J si q™*!
= p™*! pour m = h.

Preuve. Ces résultats découlent du Lemme 4.2 et du Lemme 4.1.
c.q.f.d.
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