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Eine wichtige Aufgabe der Darstellungstheorie ist die Aufstellung eines
vollstandigen Systems von inaquivalenten irreduziblen Darstellungen einer
endlichen Gruppe ©. Obvvohl man Verfahren kennt, die dies theoretisch leisten
(etwa die Reduktion der regularen Darstellung), ist die praktische Durchfuhrung
nur in wenigen Fallen mδglich. Die Aufgabe vereinfacht sich jedoch wesentlich,
wenn sich alle irreduziblen Darstellungen von (S auf monomiale Gestalt transfor-
mieren lassen denn alle monomialen Darstellungen einer endlichen Gruppe
kann man nach einem sehr einfachen Verfahren gewinnen (siehe [4], S. 140).
Liegt dieser Fall vor, so nennen wir ® im Anschluss an Itδ [2] eine M-Gruppe.
Wichtige Klassen von endίichen Gruppen sind Aί-Gruppen. Die erste Untersuchung
dieser Art stammt wohl von Blichfeldt L3], der zeigte, daεs jede Gruppe von
Primzahlpotenzordnung eine ikf-Gruppe ist. Ein sehr allgemeines Xrirerium ist das
folgende von Zassenhaus [7] herriihrende: (S ist eine M-Gruppe, wenn @ einen
abelschen Normalteiler 9? besitzt, dessen Faktorgruppe ®/5ί primzahlstufige
Hauptreihen hat. Itδ [2] gab kίirzlich ein anderes, in der Zassenhausschen
Aussage nicht enthaltenes Kriterium an er zeigte, dass jede auflϋsbare Gruppe
rait lauter abelschen Sylowgruppen eine M-Gruppe ist. Wir beweisen hier einen
Satz, der die Ergebnisse von Zassenhaus und Itδ umfasst.

SATZ. Die endliche Gruppe @ besitze einen auίiδsbaren Normalteiler V)L
welcher lauter abelsche Sylowgruppen habe. ®/5ϊ sei eine Gruppe mit pri-
mzahlstufigen Hauptreihen.1* Dann ist © eine M-Gruppe.

Beiveis. Da sich die Voraussetzung auf jede Untergruppe von ® ίibertragt,
genu.gt der Nachweis eines abelschen Normalteilers von ©, der nicht im Zentrum
3(@) von © liegt

3? habe die Stufe k, d.h. es sei 9Ϊ{k~1] #@? Tck) - 6. Nach Hall [1] oder Taunt
Γδ] besitzt 9ί einen eiπdeutig bestimmten maximalen abelschen Normalteiler
®, der sich darsteϊlen lasst in der Gestalt

s^ ist charakteristische Untergruppe von 9f, also Normalteiler von ©. Indem wir.
falls notwendig, 3t cίurch 9?3(©) ersetzen, kδnnen wir annehmen, dass.3(@) in
9f enthalten ist. Dann liegt 3(®) in 3(90, also auch in 55. 1st $ von 3(@)
verεchieden, so sind wir fercig. Aus S5 = 3(@) folgt S = 3(9f) und 9ί' = 6 wegen
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l) Eine Gruppe mit piimzablstufigen Hauptreihen wollen wir nach Zappa [6] als iiherauflόsbar

bezeichnen.
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der Gestalt von 3?. Somit fallen % 9ϊ und 3(®) zusammen. Da ®/Ή iiberauflδs-
bar ist, existiert ein Normalteiler Ή von © derart, dass 9B/9Ϊ Primzahlordnung
hat. W ist als zyklische Erweiterung des Zentrums abelsch und liegt gewiss
nicht in 3((S). Damit ist der gewϋnschte Normalteiler in alien Fallen nachgewiesen.

Es sei noch vermerkt, dass jede endHche Gruppe genau einen minimalen
Normalteiler mit ϋberauflόsbarer Faktorgruppe besitzt. Dies ergibt sich aus
dem Folgenden:

Sind <S/3Jί und <S/9t ϋberauflδsbar, so auch ®/3)U9ϊ.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei W^ 5Ϊ = @. Wir legen
eine Hauptreihe durch ©/9ί und 9)ΐ x 9ϊ/9ί und betrachten deren zwischen 9ft x 9Ϊ
und 31 liegende Gruppen :

©D . . . D3K x 9 O % x 9 O . . . D3Ky-i x 9O9Z

Setzen wir % = $R und 9Jΐ/= @, so ist die Ordnung von *ER;/9!flί+i eine Primzahί
fur ί = 0, . . ,/. 3Jί, x9ϊ und 9J? sind Normalteiler von ©, also auch 9Jl,-x5î 93t
= 9Jϊ, . Eine primzahlstufige Hauptreihe von ®/9)l lasst sich nun durch die 9Jt,

zu einer primzahlstufigen Hauptreihe von © erganzen.

Durch wiederholte Bildung des minimalenNormalteilers mit ύberauflδsbarer
Faktorgruppe kann man nun eine "absteigende ϋberauflδsbare Reihe" bilden.
Die entsprechende aufsteigende Reihe existiert jedoch ίm allgemeinen nicht
denn die Vereinigung von zwei iiberauflδsbaren Normalteiίern einer Gruppe ®
ist nicht notwendig ϋberauflosbar. Dies zeigt das folgende Be spiel:

Wir erweitern eine elementar abelsche Gruppe $ = {Pi, P2) der Ordnung-
25 mit einer Quaternionengruppe, welche von den Elementen A und B erzeugt
werde. A und B mogen in $ die folgenden Automorphismen bewirken:

APiA'1 = Pi APzA'1 = Pi BPiB'1 = P2, BP2B'1 = PΓ1.

Wie man leicht sieht, sind 91 = $*{A} und 3Λ = ̂ '{B} ίiberauflδsbare Normalteiler
der entstehenden Gruppe. Aber die Gruppe ?${A, B) ist nicht ίiberauflδsbar,
da φ ein minimaler Normalteiler ist.
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