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MINORATIONS D’UNITES FONDAMENTALES
APPLICATIONS

STEPHANE LOUBOUTIN

1. Cas des corps quadratiques réels

Un idéal entier I d’'un corps quadratique réel k est dit primitif lorsque # €
N* et () divise I impliquent # = 1. Un idéal entier est primitif si et seulement si
il vérifie les trois conditions suivantes:

(1) il n’est divisible par aucun idéal premier inerte,

(11) il n'est divisible par le carré d’aucun idéal premier ramifié,

(111) si il est divisible par un idéal premier totalement décomposé, alors il n'est pas
divisible par son idéal premier conjugué.

En particulier, le conjugué d’'un idéal primitif est primitif, ot le conjugue d’un
ideal T est l'ideal note I et défini par: I1={r(d);i€ I}, ot 7 est le
Q-isomorphisme non trivial de k. De plus, si I est primitif et de norme premiére
au discriminant de k, alors toute les puissances de I et de son idéal conjugué son
primitives, et de plus deux a deux distinctes si I n'est pas I'anneau des entiers de
k. D’ou l'intérét du lemme suivant:

LEMME (a). Si D = B? & 4A verifie D = 1 (mod 4) et si D west pas un carre

parfait, alors l'ideal principal I = (#) est primitif et de norme A premiere au

discriminant du corps quadratique reel Q(VD) (qui w'est de discriminant D que si D

est libve de facteur carre).

Preuve. Soit D=f2A ot A =1 (mod 4) libre de facteur carré est le
B +/D
2

discriminant du corps quadratique réel k = Q(/D). Si w = , alors 'ideal
principal (w) est de norme A premiére a D, donc premiére a 4. Il reste a voir
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qu’il est primitif. Mais si (#) divise (w) ol # est un entier relatif strictement posi-
tif, alors % divise w, donc divise sa trace B et #’ divise sa norme A, de sorte que
n divise également D. Puisque A et D sont supposés premiers entre eux, nous
avons # = 1 et le résultat désiré. ]

Soit maintenant I un idéal entier primitif de norme A d’un corps quadratique
réel k de discriminant 4 = 5. Il existe alors B, unique modulo 2A tel que I

soit le Z-module AZ + E——;LFA*Z avec 44 divisant 4 — B notation que nous

abrégeons en I = <A, B—TZ—@) . Un tel idéal est dit reduit si il est possible de
z

choisir B modulo 24 (de maniére alors unique) de telle sorte que les inégalités
suivantes soient satisfaites:

(1) z,(D >1> — 2, >0,

ou x, (D = g——zgl@ et ot ()" est le conjugué de xy(I) dans k. Ces inégalités

sont équivalentes aux suivantes:
(2) B+ A >24>JA —B>0,

et impliquent en particulier: B > YA > 2A, de sorte que 'on a alors:

3) n® > YA (1 - %).

De plus, il est alors aisé de voir que ces inégalités (2) sont satisfaites pour un
choix convenable de B modulo 24 dés lors que l'on A < %\/Z ie. un ideal
primitif de norme A telle que A < %\/Z est reduit.

Il n’existe qu'un nombre fini d’idéaux réduits, donc qu'un nombre fini

d’idéaux réduits principaux, et I'unité fondamentale ¢, > 1 de k vérifie:

(4) = II z,D.

1 reduit
et principal

Puisque d’aprés (1) chacun des termes de ce produit est strictement plus grand
que 1, alors les identités (3) et (4) permettent de minorer &, dés lors que l'on

connait quelques idéaux principaux primitifs de normes inférieures a gvﬂ. Si une

unité € > 1 de Kk est connue, cette minoration de 'unité fondamentale peut permet-
tre de montrer sans fastidieux calculs que l'on a ¢ < ei, ce qui impliquera que
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cette unité € est égale a g, i.e. que cette unité € est I'unité fondamentale de k.
Notons que nous aurons la méme conclusion en montrant que 'on a ¢ < si dés lors
que ¢ est de norme — 1.

Mlustrons sur un exemple les techniques que nous voulons développer. Con-
sidérons donc la famille de corps quadratiques réels donnée par k = Q(/D) ot
D=m’+ 4 =5 (mod 8) est supposé libre de facteurs carré, de sorte que K est

de discriminant D et que ¢ = @ est une unité de k telle que 1 < & < yD.
Puisque l'idéal I de norme 1 égal a 'anneau des entiers de K est réduit, nous
avons d’apreés (4) la minoration &, > vD — 1, de sorte que I'on a 1 < & < &2, et

_m+vVD
2

donc g, = e = . De plus, si I est un idéal primitif et principal de k de

norme A telle que A < %\/T) alors nous avons la minoration &, > (/D — 1)

VD _ ) - e s ot S VD —1
( Y , qui combinée a la majoration ¢, <D implique A > 2/D — 1 VD,
m—1 m+1

donc implique A > 5 donc implique A> 5 > %\/ﬁ Il en résulte que

si k est principal, alors p premier et p < %\/ﬁ impliquent que p est inerte dans
k. Puisque %\/ﬁ est une borne de Minkowski, la réciproque de ce résultat est

également vraie et nous avons donc retrouvé un résultat de [6]:

PROPOSITION.  Le corps quadratique reel K = Q(/D), o D = m* + 4 = 5 (mod

8) est suppose libre de facteurs carve, est principal si et seulement si pour tout nombre

premier impair p tel que p < %m le symbole de Legendre (5—) est egal a — 1.
Maintenant, si un idéal principal primitif I de norme A = 2 premiére a 4 est
connu et si # >0 est un entier tel que A" < %«/Z nous connaissons 2z + 1

idéaux réduits principaux deux a deux distincts, & savoir: I'idéal principal égal a
, . . k s . .
I’anneau des entiers, les puissances I' pour 1 £ k < #, les idéaux conjugués con-
. ., ¥k .

jugués I" de ces puissances.

De (3), de (4) et de A" < %\/Z nous déduisons la minoration suivante de &,:

1 n A AF\? An% ” AT\
g = V4 <1 - ﬁ) IEIF (1 - ﬁ) = PRy IEO <1 - )
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n 2 2
> o 412 ] (1 _ 1k> > o™t 472 g (1 _ _17> .
k=1 2A k=1 2

D’out
(*) g =

Supposons de plus connu un second idéal principal primitif J de norme
. ., . . 1 .
B > 2 premiere a A. Soit #” un entier tel que A" B < 5\/2. Nous connaissons

alors 2n” + 1 idéaux réduits en plus des précédents: a savoir J, les I'J et les I'Y
pour 1 < k < #’. Nous amendons donc la minoration précédente de &, du facteur

IT ou:

det /A B\* A ( A"B)2 2" ( 1\2
MN=-"%5(1——) 11 1-— > Im(1-— ,
B ( \/Z> Pt AZsz A Bn’ i1 2k>

de sorte que nous obtenons:

1 2n+n’A(n+n’)/2

B”

(**) & = 36
Si B est de plus supposé premier a 4, nous avons méme 2# + 1 idéaux
réduits supplémentaires, a savoir J, les I'J et les 'Y pour 1 < k < #’. Nous obte-
nons donc:

n+2n’ 4 n+2n’)/2
1 2 A

>
=216 g

(***)

Pour nos applications, et toujours sous I'hypothése de B premier a A et pre-
mier a 4, nous utiliserons également la minoration plus faible suivante:

(%% % * %) e Zl _4—

°6 4B’
que l'on obtient en remarquant que J et J sont reduits, et que l'on a
B(-5)> 4

B — = 9B Nous avons donc prouvé:

VA

THEOREME 1. Soit kK un corps quadratique reel de discriminant 4 2 5. Soit I un
ideal primitif et principal de K de norme A = 2 premiere a A.

Alors, pourvu que n verifie A" < %\/LT , Punite fondamentale €, > 1 de K verifie:
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80 Z %ZMAn/Z.
De plus, si J est un second ideal primitif et principal de k de norme B = 2 pre-
mieve a A et premiere 4 A, nous avons:

€ = %Z"AW ‘%
4B

Nous appliquons maintenant aux corollaires (A) et (B) ce résultat a deux des
familles de corps quadratiques réels étudiées par L. Bernstein. Nous allons re-
trouver que ses unités sont fondamentales et ce sans les fastidieux calculs dont il
avait besoin, a savoir le calcul explicite de tout le cycle des idéaux réduits princi-
paux a l'aide de l'algorithme de développement en fractions continues. Nous don-
nons également un critére de principalité des corps de ces familles suffisamment
contraignant pour qu'il ne soit satisfait que par un petit nombre de corps de ces
familles, de sorte que nous puissions sans beaucoup de calculs numériques de
nombres de classes déterminer tous les corps principaux de ces familles (4 au plus
une exception prés qui ne saurait se présenter sous l'assomption d’une forme con-
venable de 'hypothése de Riemann généralisée, i.e. en supposant ou bien que les
fonction zéta des corps quadratiques réels n'ont pas de zeros réels strictement
positifs, ou bien en supposant que les zeros complexes non triviaux des fonctions

. . . 1
zéta des corps quadratiques réels sont situés sur la droite N(s) = 5.). Notre

condition nécessaire de principalité est établie & nouveau sans que soit requise la
connaissance explicite du cycle complet des idéaux réduits principaux, de sorte
qu’ici encore nous simplifions grandement 1’approche de ces questions telle qu’elle

est par exemple considérée dans [4].

CoroLLARE (A). Soit D= (A" +A—1)*+4A=1 (mod 4) avec A =2 ot
N >3
Alors,

:(A”+A—1+m)”A”+A+1+\/D

€ 24 2

1+vD
2

est une unite de norme (— l)N de Vordre Z [ ] De plus, cette unite est 'unite

fondamentale du corps quadratique reel k = Q(/D) des lors que D est libre de facteur
carre.

Supposons toujours D libre de facteur carve. Si K est principal alovs A est premier
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et les symboles de Legendre (2> ne valent pas + 1 pour p premier impair ne divisant

b
pas A et tel que pz < %m . 11 en resulte que pour D < 10" libre de facteur carre le

corps K est principal si et seulement si (D, A, N) = (89,2,3), (853,3,3) ou
(1097,2,5). De plus, il existe au plus un autre tel corps principal, et sous une forme
convenable de l'hypothese de Riemann gewmevalisée, ces 3 corps sont les seuls de cette

famille qui sont principaux.

Preuwve. Montrons premiérement que € est une unité.

Pour cela, posonsB=AN+A—1etw=§—+—2§t£D', de sorte que D =
B+ 44 et
1_L(DoB) 1, v
P 2 )—w(a) B+1)".
N N
Puisque o’ — (B+ 2)w + A" =0 et puisque LB—E—IL=%(AN_I+1)N

appartient donc a Zlw], alors 1/ey appartient également. De plus, 1/¢ est de
norme (— 1)" et 'ordre Z[w] est stable sous I'action de 7, donc € est une unité

de Zlw] = Z[%L—Q]

Maintenant, I'idéal principal I = <_B—+2—m)

étant de norme A premiére a D,

le lemme (a) nous permet d'appliquer le théoréeme 1 avec # = N — 1. D'ou: g, =

%ZN-ZD(N—WZ. D'un autre coté, puisque nous avons AY + A4 —1<yD < A" + A,
nous avons:
VD\" 24" + 24+ 1 1 1\ e 21 owre N2
ex(R)y s raarl () +Z”T‘+EE>D <2Lp" <a2p",

de sorte que le premier résultat découle de la minoration suivante:

gé > 1 QN-SpN-2/2 - 1
e 9

Quant 4 la premiére assertion du second résultat, elle résulte de ce que si A
n'est pas premier, alors il admet un diviseur A" tel que 2 < A < VA et qu'il
existe un idéal primitif I’ de norme A’. Si k était principal, nous pourrions donc
appliquer la premiére assertion du théoréme 1 avec A" et #' = 2N — 2, et nous
obtiendrions donc une contradiction des inégalités suivantes:
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&= 52" DV > 2D > e > 1

La seconde assertion du second résultat résulte de la seconde assertion du
théoreme 1 appliquée avec B = p on p premier impair ne divisant pas A est

supposé tel que <2> = 4+ 1 (on prend pour J un quelconque des deux idéaux

p

premiers totalement décomposés au dessus de p). Nous obtenons en effet alors une
contradiction des inégalités suivantes:

1 v—2p -2 D 1 v-3.N82 4 N2 21 [ Nr2
> = — > = > = ~
50__32 D 4p2~32 D __3D >16D >e> 1.

Finalement, un calcul numérique sur ordinateur donne aisément qu’il n'existe

que 22 valeurs de D avec D < 10" telles que les symboles de Legendre (%) ne

.. . .. 1
valent pas + 1 pour p premier impair ne divisant pas A et tel que p° < §m' De

plus, seules 8 de ces 22 valeurs correspondent a des D libres de facteur carré tels
que le 2-rang du groupe des classes d'idéaux du corps quadratique réel corres-
pondant soit nul. Finalement, le calcul numérique des nombres de classes de ces 8
corps nous donne le dernier résultat annoncé. ]

CorOLLAIRE (B). Soit A = 2a + 1 = 3 un euntier impair, soit N = 2 un entier el
soit D= (A" + @)* + A. Alors,

(A +a+ D\ A+ a4+ 1+ VD)’
€= A 2

est une unite de norme + 1 de Uovdre Z [VD]. De plus, cette unite est l'unite fon-
damentale du corps quadratique veel kK = Q(/D) des lors que D est libre de facteur
carre.

Prewve. La premiére partie de cet énoncé se prouve semblablement a celle du
corollaire (A). Pour la seconde, nous remarquons préalablement que € n’est pas le
carré de l'unité fondamentale ¢, de k. Sinon, € étant le carré d'un élément de k, il
en serait de méme de 2 et nous aurions k = Q(/2), i.e. nous aurions D = 2. Pour
montrer que € est fondamentale, il suffit donc de voir que I'on 1 < e < sg.

Nous remarquons premiérement que J = A +a+1+ VD) est un ideal

e e . . N .
primitif et principal de norme 2A". De plus, puisque

https://doi.org/10.1017/50027763000004396 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000004396

8 STEPHANE LOUBOUTIN

A"+a+1+VD _ W +a+1+VD)A" +a— D)
A" +a— D —4

appartient a Z[yD]1, alors J est inclus dans I'idéal primitif et principal I = (4" +

a — vD) qui est lui de norme A. Il en résulte que J = KI" oi K est un ideal

entier de norme 2, qui est donc primitif. D’apres (* *) et en remarquant que K est

de discriminant A tel que 4 = 4D, nous pouvons prendre # = N, B=2 et N' =

NI
N — 1, de sorte que nous obtenons g, = % 2N 3phz. Puisque nous avons AV +

24 + A + 1)2 DY < 121

a<yD<A"4+a+1, nous avons eé%( Vg < =41 p¥

- 32

< 4DN, et le résultat en découle aisément. [

Dans (par exemple) la situation du corollaire (A), et lorsque D n'est plus
supposé libre de facteur carré, le résultat de L. Bernstein donne seulement que €

est 1'unité fondamentale de 'ordre Z [%] Pour obtenir une expression

paramétrique de I'unité fondamentale de Q(/D) avec les techniques de L. Bern-
stein, il faudrait avec les notations du corollaire ci-dessous développer en fractions

. . 1++v4 . . . ,
continues le réel quadratique T‘/— ce qui ne saurait étre possible qu'en se
fixant au préalable un f et en faisant varier A de telle sorte que la partie carrée
de D fut égale a f. Pour chaque valeur de f, on obtiendrait ainsi éventuellement

(et seulement aprés de fastidieux calculs) un développement de 1——%‘/—1 qui

permettrait de déterminer &,

La supériorité de notre approche est claire: le corollaire précédent reste val-
able pourvu que f soit suffisamment petit par rapport a D. Plus précisément, nous
avons par exemple le résultat suivant dont nous n’avons pas trouvé d’équivalent
dans la littérature actuelle:

CoroLLAIRE (C). Soit D= A"+ A~ 1)+ 44 =1 (mod 4) avec A>2 et
N = 3 impair. Alors,

:<A”+A—1+m)NA”+A+1+m
¢ 24 2

est une unite de Lordre Z [1—4_5@] . De plus, si D= f*A avec A libre de facteur

carre (donc egal au discriminant de K), alors cette unite est l'unite fondamentale du
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. , N s , ~\ —3/N
corps quadratique veel k = Q(/D) des lors que U'on a f < 84 (24yA)

Preuve. Elle reste semblable & celle du corollaire (A) en tenant compte de ce

que le discriminant de k valant maintenant 4, nous avons seulement la minoration

€ Z%ZN‘IA(NA)/Z. Puisque nous avons 1 <g < 8D et puisque € est de

N ’ 3 .
norme — 1, elle sera fondamentale des lors que 1'on aura: e < g;, donc en particu-

lier dés lors que I'inégalité donnée dans cet énoncé sera satisfaite. ]

2. Cas des corps biquadratiques totalement imaginaires non galoisiens qui sont
des extensions quadratiques d’un corps quadratique imaginaire principal

Soit K un tel corps biquadratique et soient K ce corps quadratique imaginaire
principal, A, 'anneau des entiers de k ct 0y, le discriminant relatif de extension
K /k (qui n'est determiné qu’au carré d'une racine de 'unité de k preés). Rappelons
brievement la notion d’idéaux réduits développée par H. Amara [1] dans ce cadre,
ansi que son lien avec 'unité fondamentale €, de K. Un idéal entier non nul I de K
est dit k-primitif lorsque o € A, et (@) divise I impliquent (@) = A,. Un ideéal
entier I de K de norme relative A = N, (I) € A, est dit reduif lorsqu’il est non

nul, entier et vérifie:
z€ letz+# 0 impliquent Max (| z1, | z°]) > | 4],

ou 7 est le k-isomorphisme non trivial de I'extension quadratique K/Kk qui, semb-
lablement au cas quadratique réel, permet de définir le conjugué d'un idéal, de
sorte que le conjugué d’'un idéal primitif est primitif, et que le conjugué d'un ideéal
réduit est réduit. Notons qu'un idéal réduit est primitif. Soit alors I un idéal réduit
de norme relative A. Nous définissons son élément de conversion noté /,(I) par

les trois propriétés suivantes:

h,(D) €1,
[ B,(D | <Al
hel, h#0ect|h| <|Al|impliquent | Ao | < | A"

On montre que cet élément de conversion existe et est unique, & multiplication
par une racine de 'unité de k pres. Semblablement au cas des corps quadratiques
réels, il n'existe qu'un nombre fini d'idéaux réduits, donc qu'un nombre fini
d’idéaux réduits principaux et nous avons premiérement:

_ ho (D)
(5) &y — II NK/k(I) .

1 reduit
et principal
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Nous avons secondement:

LEMME (b). 1
(@) Un ideal primitif de novme relative A telle que | A| < 5 VI O | est reduit.
(b) Si X est reduit et de norme relative A, alors
hg(l)\zvlb‘l{k[ (1_ |A| )
A [A] VI oxal/”

Prewve. Les entiers algébriques 2 de Kk s’écrivant sous la forme

h= gi—‘g—(&& avec a et B8 dans A,, nous avons | A —h"| = /0, pour h # 0.

(6)

Le premier point résulte donc de ce que si I n’est pas réduit, alors il existe &
non nul dans I tel que | 2| <|A|et|h*| <|A|. Nous avons alors 2| A| > |h —

h*| =2 VI ognl.

Le second point résulte de ce que

ho(D) l _ | Ay — (D | hy(D I ho(D — Ay (D l _ Jo _
1= a + 1 > | a 0 1= —l—K‘]LA 1.
O
1 2
Semblablement au théoréme 1 et en remarquant que 2 II (1 — — k) >
k=0 2(v2)

1 L i .
37> ous en déduisons le résultat suivant:

THEOREME 2.  Soit K un corps quadratique imaginaive principal et soit K/k une
extension quadratique de K de discriminant relatif Oy ,, avec K/Q non galoisienne.
Soit 1 un ideal non nul de K de norme relative A premizre & 8y, et telle que | A > > 2
Supposons de plus que I soit principal et K-primitif.

Alors, powrvu que n verifie | A" < %\/[ Oxn |, Lunite fondamentale €, de K veri-
fie.

Leol = 552" | Oy I™

1
31

CoroLLAIRE (D). Soit A€ ZINN{£ 1, £ tel que 6 = A = A—1)*+

4A ne soit ni purement reel wi purement imaginaire. Alors,

_(ANi(A—1)+\/5)NANi(A+1)+\/3
€= 24 2
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est une unite du corps biguadratiqgue non galoisien K = Q(i, v/8). Supposons de plus
que O soit libve de factewr carre dans Zl1]. Alors, cette unite est fondamentale des lors
que U'on a N = Tet si K est principal, alovs A est irreductible dans Zl1].

Preuve. La preuve de la premiére partie de ce résultat reste semblable a celle
du corollaire (A). On remarque préalablement que A"+ (A—1) =a+ibaveca
et b deux entiers relatifs de parités contraires. En conséquence, il existe n € {1, 7
tel que I'on ait § = n°(mod 4Z[:]), de sorte que 0 est le discriminant de K dés
lors que § est libre de facteur carré dans Z[¢]. De plus, demander que & ne soit ni
purement réel ni purement imaginaire, c¢'est demander que l'extension biquadrati-
que K/Q ne soit pas galoisienne, de sorte que la théorie des cycles d’'idéaux
réduits développée par H. Amara (voir [1]) s’y applique. Puisque € est une unité,
nous avons le | | 7(e) | = 1. Nous pouvons donc supposer la détermination de Vo
choisie telle que I'on ait |&| = 1. Nous majorons maintenant & de la maniére

. . , 1
suivante: on remarque premi¢rement que l'on a v1 +x <1+ 9 Z pour T > 0.
On remarque socondement que 1'on peut écrire

= (P (T )

On en déduit troisiémement la majoration

|5'(N+1)/2 'A, N 'A, 1
IeIS———'AlN <1+W) (1+W+_ﬁ5 )

De plus, nous avons | A |N_3 < %\/I 0] des lors que 'on a N > 7 (remarquer que

Tona|d]= (A" —]Al—D"—4]A|>4|A|™° pour N> 7 (car |A| >
¥2)). Nous pouvons donc appliquer le théoreme 2 avec # = N — 3. Nous avons
donc:

le] 31° ALY Al 1
|£012£4N—3l5l(N—7)/2|A|N<1+m) (1+W+\/|5|)
31*

T o (N2-3N-5)/2
2

(1 + 2—(2N+1)/2)N (1 + 2—(2N+1)/2 + 2~(N—~l)/2) < 1’

cette avant derniére majoration résultant de | §| = 4| A [ et de | A|F = 2; cet-
te derniére majoration résultant de N = 7.

Si K est principal et si A n’est pas irréductible, alors il existe un idéal primi-
tif et principal I de norme relative A" telle que 2 < | A’ > < A. Nous pouvons donc
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appliquer le théoréme 2 avec # = 2N — 6 et nous obtenons une contradiction des

inégalités suivantes:

leol ZLZZN—G!&-IN—BZ2|5|(N+1)/2>|E| > 1.

31 0

Remarque. 11 est clair que la contrainte N = 7 n'est pas optimale. Elle n’est
choisie que pour obtenir une preuve rapide et point trop technique de ce corol-
laire.

3. Cas des corps cubiques non totalement réels

Si K est un corps cubique non totalement réel, le groupe des unités de son
anneau des entiers algébriques est encore de rang 1, et qu’il est donc engendré par
— 1 et une unité fondamentale €, unique telle que &, > 1.

Un idéal entier I de K est dit primitif lorsque n € N* et (n) divise I impli-
quent # = 1. Un idéal primitif I est dit reduit si il vérifie

z€ Ietz+# 0impliquent Max (| z|, | 2/ ) = L(D),

onz, zZ etz = 2 sont les trois conjugués de z et ou L) € N* est un générateur
de I'idéal I N Z. Notons que la norme d’'un idéal I appartenant a cet idéal I N Z,
alors L(I) divise A (si nous notons A cette norme).

Soient I un ideal réduit et L(I) € N* un générateur de I N Z. Nous définis-
sons 1'élément de conversion de I, noté A,(I), comme étant le point extrémal adja-
cent 2 L(I), de sorte qu'il est caractérisé par les propriétés suivantes:

hy(@) €1,
ho(D > LA) et | Ay,M) | < LA,
hel, h#0et|h|<h,(I) impliquent | k{(D) | < | A

On montre que cet élément de conversion existe et est unique. Semblablement
au cas des corps quadratiques reéels, il n’existe qu'un nombre fini d'idéaux réduits,
donc qu'un nombre fini d’idéaux réduits principaux et nous avons premiérement

(voir [8]):
_ hy (D
(7) o I rlgiuit L(I) '
et principal

La détermination de '’ensemble des idéaux réduits principaux est en général ex-
trémement laborieuse. On pourra par exemple consulter [8] pour avoir une idée de
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la compléxité de cette détermination dans le cas de familles de corps cubiques
pour lesquelles ils ne sont pourtant qu’'en petit nombre (indépendant du corps, ne
dépendant que de la famille de corps considérée), par exemple pour la famille de
corps cubiques purs K= Q(f/M3 — M), M = 2. Notre approche se passe ici en-
core de la compléte détermination de cet ensemble.

LEMME (c). Soit K un corps cubique non totalement veel de discriminant D.
(a) Un ideal primitif tel que LA) < VID[/36 est reduit.
(b) Si I est reduit, alors

(D W( R A)) )

LM = LD ,4/| D|/4
Prewve. Prouvons premiérement le point (a). Si I n’est pas réduit, il existe x
non nul de I tel que | x| < L@ et |z'| =|2”| < LO). Mais alors, £ n’est pas

un entier relatif, de sorte que le Z-module Z[z] engendré pas 1, z et z° est de
rang 3 et inclus dans 'anneau des entiers algébriques de K qui est lui-méme un
Z-module libre de rang 3. Il est bien connu que le discriminant D(1, x, z%) du
module Z[x] est égal a N°D, ot N est l'indice de Z[z] dans I'anneau des entiers

de K. Le premier résultat désiré découle de:
2
1 z z°

36L°(D) = 6L°A)N* > |1 ¢ 22| =DA, z,25) =N°|D|=|D]|.

1 .Z‘” ‘ZJ/2

Prouvons secondement le point (b). Nous remarquons que T = %’% vérifie

z>1let|x'|=|z”| < LA). Nous avons donc | " — x”| < 4. Le résultat désiré
découle donc de:

|D| < DQ, hy(D, KXD) = L' DDA, z, 2%
=L'Mz—2) @ — 2" —2)°
<4 @+ DY
O

Semblablement au théoréme 1 et en remarquant que II (1 - —%) = %

k=0 2
mais en remarquant que puisque l'on ne dispose maintenant plus de la notion
d’idéal conjugué le produit a considérer ne porte plus sur 2# + 1 termes mais
seulement sur # + 1 termes, nous en déduisons le résultat suivant (remarquer que

l'on a L") < LKA)):
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THEOREME 3. Soit K un corps cubique non totalement veel de discriminant D.
Soit I un ideal primitif non nul de K de norme A = 2 premieve a D. Supposons de plus

6
que I soit principal. Alors, pourvu que n verifie A" < /%, l'unite fondamentale

g > 1 de K verifie:

n+1

S ak

CoroLLAIRE (E).  Si K est le corps cubique non totalement veel Q(w) ot w est la
racine du polynome F(X) = X° — ¢"X> — (¢ — DX — " comprise dans Uintervalle
owvert ¢ <w<c"+1 o c=2 et m=1 sont des entiers relatifs, alors € =

m
a)(%) est une unite de Uanmeau Zlw). De plus, il existe une constante K
w—

indépendante de ¢ et m telle que l'unité fondamentale g > 1 de K vérifie ¢ = eg pour
un k tel que 1 < k < K, des lors que Zlw] est Uannean des entiers de K.

Prenve. Nous avons:

m

) =%(c+cmw—w2)m et %:w"’_cmw—(c—l)EZ[w].

Al

@
m

def
Il en résulte que 1 /¢ est dans Zlw]. Puisque w = 5_Q1, alors Q= *Lm est
@ c

racine de g(X) = cX* — (cC+ DX*+ (c+2X—1, 00 C=c™ " +2 1l en
résulte premiérement que 1/2” est de norme ¢” dans K, ainsi que que w.
L’¢lément 1/¢ est donc un entier algébrique de norme 1, donc ¢ appartient a Z[1 /€]
C Z[w], et € est donc bien une unité de Z[w].

Puisque g(C) <0< g(C+ 1), nous avons: ¢ ' +2< Q<™+ 3.
Dot

1<e=w0" <™ (1 +;1ﬁ)(1 +;2—ﬁfl)z <15 o,

m
, NV . w—c . .
D’un autre cot¢, 'idéal principal I = (_w—) est entier et de norme ¢ premiére

au discriminant D(f) = — 4¢™ + (¢ — 20c — 8)¢™ + 4(¢ — 1)* du polynome
f(X), donc premiére au discriminant D de K. Nous remarquons que I'hypothése
¢>22 implique |D(f)|=4c" — (¢ — 20c— 8)c™ — 4(c — D* = 4c™ —
™ > 3¢"™. Notons que I = (¢ + ¢"w — @°) est clairement primitif dés lors

lors que Z[w] est I'anneau des entiers de K. Nous choisissons # > 0 tel que 36¢”
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< 3¢ < 36¢™*° Le theoreme 3 s'applique avec ce #, et nous avons donc:

. >LEN T L@ () 1@ D’

(%) “>s5\7g ) “s5\2) \12) =53/ {16

(la derniére inégalité résultant de 6z + 6 = 4m — 2 pour ¢ = 2.) D'ott le résultat
deésiré d’apres (*) et (%), ]

Remargues. Z[w] est I'anneau des entiers algébriques de K dés lors que D(f)
est libre de facteur carré. Il est aisé de voir (numériquement) que cela a lieu pour
certaines valeurs de m et ¢, et probablement pour chaque valeur de m cela a t~il
lieu pour une infinité de valeurs de c.

De cette preuve, il résulte aisément que si # ou ¢ est pris suffisamment
grand, alors on peut prendre K = 4. Pour voir que € est fondamentale, il resterait
a voir qu’elle n'est ni un carré, ni un cube. Nous montrons maintenant que € n’est
pas un carré et répondons ainsi presque positivement 4 une question posée par C.
Levesque et G. Rhin (voir paragraphe 3 de [5]). Par souci de concision, nous ne
traitons que le cas ot m est supposé pair. Pour m impair, il faudrait montrer que

1] , . . .
w(————,;) n'est par un carré dans Z[w] . II est clair que nos techniques
w—c
permettraient d’également considérer la famille de corps cubiqus envisagée par ces

auteurs au paragraphe 2 de leur article.

LEMME (d). Sim = 2M est paiv, alors € est un carve dans Zlw] si et seulement
st w est un carre dans Llw].

Prewve. Sie = B avec B € Z[w], alors
. om\My2
e

de sorte que w est un carré dans Zlw]. Réciproquement, si w = 72 avec
r € Zlw], alors

2

_1 m  oam_ [1 m_ 2 _aM
‘-w(c-i-cw ) —[T(c-i—cr r)].

Puisque w est de norme cZM, on peut en changeant au besoin 7 en — 7 supposer
que 7 est de norme CM, de sorte que 7 étant un entier algébrique, alors cM/r
appartient 4 Z[7]. Il en résulte que 1/¢ est un carré dans Z[y], donc dans Z[w].

t
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ProPOSITION (A).  Soit w > 0 un entier algebrique de degre 3 sur Q. Soit Vo la
determination strictement positive de cette racine carree. Alors,

(1) Yo appartient & Q(w) si et seulement si le polynome minimal I, (X) de w
est de la forme IL,(X) = X® — (d® — 2¢) X* + (& — 2dNX — f? avec (d, ¢, )

€Z X Z X N,
2 2
(i) On a alors Yo = ((jc_ dee)a) af , de sorte que Vw appartient o
Zlw] si et seulement sif —de=1ouf— de= — 1.

Prewve. Si T (X) = X' —aX®+ bX — ¢, alors Hm(XZ) annule Vo et
— yw, de sorte que I1,; (X) et — II,;(— X) qui sont unitaires de degré 3 et dis-
tincts divisent IT,, (X?). I en résulte que I, (X% = — IL; X)L/, (— X). D'ou le
premier résultat en définissant d, e, et f par I 5 (X) = X°* —dX*+ eX — f
De plus, puisque V@ est strictement positif, nous avons f > 0. Puisque
,;0Vw) =w/ow —do+ ef/o —f=0, nous avons Yo = (dw + f)/(w + e).
Le second résultat s’en déduit aisément. D

CoroLLAIRE (F).  Soient m = 4 et ¢ = 2 deux entiers. Soit @ la racine stricte-
ment positive du polynome f(X) = X P "X —(c— DX — " Alors, w west pas
un carve dans Zlw).

Prewve. Si w était un carré dans Zlw], il existerait d, e, f) € Z X Z X N*
tel que:
d’> — 2e = c”,
2df — e =c¢—1,
2=cmavecf>0,
f=de 1.

Il faut et il suffit donc que m = 2M soit pair et que 'on ait:

(1) d® — 2e= ™,
@) 2¢Md — e =c—1,
(3) de=c"— + 1.

Mais alors, en utilisant (3) la combinaison d-(2) — 2¢”- (1) donne 3¢” £ e =
dlc—1) — ZCBM, de sorte qu’en utilisant & nouveau (3) nous obtenons:

B+t +2Me— (c— DM —+1) =0.

En conséquence, le discriminant réduit 4 =¢* — (¢ —1) @™ — £ 2" - 1)
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de cette équation doit étre un carré parfait dans Z. Mais il est aisé de voir que
Ponad#c™et (™M—1"<4< ™+ 17 de sorte que l'on a le résultat
deésiré. |

ConcLusioN.  Soit A = 2 donné. Nous venons de voir aux théorémes 1,2 et 3
que lorsque K est un corps de nombres a groupe d’unites de rang 1, de valeur
absolue de discriminant d(K) et de régulateur Reg(K), alors nous avons des
minorations du type Reg(K) > ¢, log’(d(K)) des lors que K varie parmi des
corps de discriminants premiers a A pour lesquels il existe un ldéal primitif prin-
cipal de norme A. Il serait intéressant de savoir ci de tels amendements sont possi-
bles lorsque le groupe des unités de K de degré # n’est plus supposé de rang 7 tel
que # = 1. Plus précisément, on sait que pour chaque # = 1 il existe une constant
¢, ne dépendant que de # telle que l'on ait Reg(K) = ¢,log” °(d(K)) ot 7,
désigne le maximum des rangs des groupes des unités des sous-corps propres de
K (voir par exemple E. Friedman, Analytic formulas for the regulator of a number
field, Invent. math, 98 (1989), 599-622). Peut-on amender cet exposant (que nous
avons donc amendé de 1 en 2 dans les trois cas que nous avons cnosidérés dans
cet article) dés lors que l'on impose de plus a K de varier parmi des corps de dis-
criminants premiers & A pour lesquels il existe un idéal primitif principal de
norme A?
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