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MINORATIONS D'UNITES FONDAMENTALES
APPLICATIONS

STEPHANE LOUBOUTIN

1. Cas des corps quadratiques reels

Un ideal entier I d'un corps quadratique reel k est dit primitif lorsque n €=

N et (n) divise I impliquent n = 1. Un ideal entier est primitif si et seulement si

il verifie les trois conditions suivantes:

( i ) il n'est divisible par aucun ideal premier inerte,

(ii) il n'est divisible par le carre d'aucun ideal premier ramifie,

(iii) si il est divisible par un ideal premier totalement decompose, alors il n'est pas

divisible par son ideal premier conjugue.

En particulier, le conjugue d'un ideal primitif est primitif, oϋ le conjugue d'un

ideal I est Γideal note ϊ et defini par: I = {τ(i) z 'e I}, oύ τ est le

Q-isomorphisme non trivial de k. De plus, si I est primitif et de norme premiere

au discriminant de k, alors toute les puissances de I et de son ideal conjugue son

primitives, et de plus deux a deux distinctes si I n'est pas Γanneau des entiers de

k. DΌϋ Γinteret du lemme suivant:

LEMME (a). Si D = B + 4A verifie D = 1 (mod 4) et si D n'est pas un carre

auparfait, alors I'ideal principal I = ί τ> ) est primitif et de norme A premiere

discriminant du corps quadratique reel Q)(^/D) (qui n'est de discriminant D que si D

est libre de facteur carre).

Preuve. Soit D — f Δ oϋ Δ = 1 (mod 4) libre de facteur carre est le

discriminant du corps quadratique reel k = Q(\λD). Si α> — τ> > a l ° r s l'ideal

principal (ω) est de norme A premiere a Z), done premiere a Δ. II reste a voir
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qu'il est primitif. Mais si in) divise (ω) oύ n est un entier relatif strictement posi-

tif, alors n divise ω, done divise sa trace B et n divise sa norme A, de sorte que

n divise egalement D. Puisque A et D sont supposes premiers entre eux, nous

avons n — 1 et le resultat desire. •

Soit maintenant I un ideal entier primitif de norme A d'un corps quadratique

reel k de discriminant Δ > 5. II existe alors B, unique modulo 2A tel que I

soit le Z-module AZ -\ ^ Z avec 4A divisant Δ — B , notation que nous

abregeons en I = [A, ^ ) . Un tel ideal est dit feduit si il est possible de
\ Δ / z

choisir B modulo 2A (de maniere alors unique) de telle sorte que les inegalites

suivantes soient satisfaites:

oύ x0 (I) = — w i i — et oύ xQ(ί)f est le conjugue de xo(ΐ) dans k. Ces inegalites

sont equivalentes aux suivantes:

(2) B + y/Δ > 2A > 4Δ - B > 0,

et impliquent en particulier: B > y[Δ > 2A, de sorte que Γon a alors:

(3, J . 0 D > ^

De plus, il est alors aise de voir que ces inegalites (2) sont satisfaites pour un

choix convenable de B modulo 2A des lors que Γon A < -~ yfΔ , i.e. un ideal
1

primitif de norme A telle que A < ~κ {Δ est reduit.

II n'existe qu'un nombre fini d'ideaux reduits, done qu'un nombre fini

d'ideaux reduits principaux, et Γunite fondamentale ε0 > 1 de k verifie:

(4) ε o = Π xo(l).
I reduit

et principal

Puisque d'apres (1) chacun des termes de ce produit est strictement plus grand

que 1, alors les identites (3) et (4) permettent de minorer ε0 des lors que Γon

connait quelques ideaux principaux primitifs de normes inferieures a w y[Δ. Si une

unite ε > 1 de k est connue, cette minoration de Γunite fondamentale peut permet-

tre de montrer sans fastidieux calculs que Γon a ε < ε0, ce qui impliquera que
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cette unite ε est egale a ε0, i.e. que cette unite ε est Γunite fondamentale de k.

Notons que nous aurons la meme conclusion en montrant que Γon a ε < ε0 des lors

que ε est de norme — 1.

Illustrons sur un exemple les techniques que nous voulons developper. Con-

siderons done la famille de corps quadratiques reels donnee par k = Q(vΊ5) oύ

D — m + 4 = 5 (mod 8) est suppose libre de facteurs carre, de sorte que k est

de discriminant D et que ε = ^ est une unite de k telle que 1 < ε < \[D.

Puisque Γideal I de norme 1 egal a Γanneau des entiers de k est reduit, nous

avons d'apres (4) la minoration ε0 > / D — 1, de sorte que Γon a 1 < ε < ε0, et

done ε0 = ε = g De- plus, si I est un ideal primitif et principal de k de

norme A telle que A < -~ y[D , alors nous avons la minoration ε0 > (/D — 1)

[—A l ) , qui combinee a la majoration ε0 < \[D implique A > r^ zr \fD ,

\ Ά> * z v υ — 1

done implique A > —~—» done implique A > — ^ — > y y[D. II en resulte que

si k est principal, alors p premier et p < -w \[D impliquent que p est inerte dans

k. Puisque -w yfD est une borne de Minkowski, la reciproque de ce resultat est

egalement vraie et nous avons done retrouve un resultat de [6]:

PROPOSITION. Le corps quadratique feel k = Q(/Z7), on D = m + 4 = 5 (mod

8) est suppose libre de facteurs carre, est principal si et seulement si pour tout nombre

premier impairp tel que p < y y[D le symbole de Legendre (—j est egal a — 1.

Maintenant, si un ideal principal primitif I de norme A > 2 premiere a Δ est

connu et si n ^ 0 est un entier tel que An < -wyfΔ , nous connaissons 2n + 1

ideaux reduits principaux deux a deux distincts, a savoir: Γideal principal egal a

Γanneau des entiers, les puissances I pour 1 < k < n, les ideaux conjugues con-

jugues I de ces puissances.

De (3), de (4) et de A? < -w yfΔ, nous deduisons la minoration suivante de ε0:

\\" Δ (Λ Ak V > A"** « "kΫ
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> 2n+ι Δn/2 Π 1 - — > 2n+1 Δn/2 Π

DΌύ

(*) εo>-£,2n Δn/2.

Supposons de plus connu un second ideal principal primitif J de norme

B > 2 premiere a A Soit nr un entier tel que An B < ~κ yfΔ . Nous connaissons

alors 2n' + 1 ideaux reduits en plus des precedents: a savoir J, les I J et les I J

pour 1 < k < n\ Nous amendons done la minoration precedente de ε0 du facteur

Πoϋ:

_ JL) π Δ (Λ - Akβ\2

de sorte que nous obtenons:

Si β est de plus suppose premier a Δ, nous avons meme 2nr + 1 ideaux

reduits supplementaίres, a savoir J, les I J et les I J pour 1 < k < n'. Nous obte-

nons done:

-. ^n+2nf Λn+2nr)/2

Pour nos applications, et toujours sous Γhypothese de B premier a A et pre-

mier a Δ, nous utiliserons egalement la minoration plus faible suivante:

(****) ^ I 2 " r ^
que Γon obtient en remarquant que J et J sont reduits, et que Γon a

4Δ Λ B \ . {Δ M ,
—D~ 11 T^J ^ "o^ Nous avons done prouve:

THEOREME 1. Soit k un corps quadratique reel de discriminant Δ > 5. Soit I wn

primitif et principal de k d^ norm^ A > 2 premiere a Δ.

Alors, pourvu que n verifie An < -^ yfΔ, Vunite fondamentale ε0 > 1 de k verifie:
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De plus, si J est un second ideal primitif et principal de k de norme B > 2 pre-

miere a Δ et premiere a A, nous avons:

Nous appliquons maintenant aux corollaires (A) et (B) ce resultat a deux des

families de corps quadratiques reels etudiees par L. Bernstein. Nous allons re-

trouver que ses unites sont fondamentales et ce sans les fastidieux calculs dont il

avait besoin, a savoir le calcul explicite de tout le cycle des ideaux reduits princi-

paux a Γaide de Γalgorithme de developpement en fractions continues. Nous don-

nons egalement un critere de principalite des corps de ces families suffisamment

contraignant pour qu'il ne soit satisfait que par un petit nombre de corps de ces

families, de sorte que nous puissions sans beaucoup de calculs numeriques de

nombres de classes determiner tous les corps principaux de ces families (a au plus

une exception pres qui ne saurait se presenter sous Γassomption d'une forme con-

venable de Γhypothese de Riemann generalised, i.e. en supposant ou bien que les

function zeta des corps quadratiques reels n'ont pas de zeros reels strictement

positifs, ou bien en supposant que les zeros complexes non triviaux des functions

zeta des corps quadratiques reels sont situes sur la droite 9ί(s) = y . ) . Notre

condition necessaire de principalite est etablie a nouveau sans que soit requise la

connaissance explicite du cycle complet des ideaux reduits principaux, de sorte

qu'ici encore nous simplifions grandement Γapproche de ces questions telle qu'elle

est par exemple consideree dans [4].

COROLLAIRE (A). Soit D = 04* + A - I ) 2 + 4A = 1 (mod 4) avec A > 2 et

N>3.

Alors,

AN + A -
2A

est une unite de norme (~ 1) de I'ordre Z τ> De plus, cette unite est Ifunite

fondamentale du corps quadratique feel k = Q ( / ΰ ) des lors que D est libre de facteur

carre.

Supposons toujours D libre de facteur carre. Si k est principal alors A est premier
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et les symboles de Legendre \~7j~) ne valent pas + 1 pourp premier impair ne divisant

pas A et tel que p < -TΓ \Ί). II en resulte que pour D < 10 libre de facteur carre le

corps k est principal si et seulement si (D, A, N) = (89,2,3), (853,3,3) ou

(1097,2,5). De plus, il existe au plus un autre tel corps principal, et sous une forme

convenable de Vhypothese de Riemann generalisee, ces 3 corps sont les seuls de cette

famille qui sont principaux.

Preuve. Montrons premierement que ε est une unite.

Pour cela, posons B = A + A — 1 et ω = ς » de sorte que D =

B2 + 44 et

TΪ
 2 /r> i o\ i ΛN r\ (B "I" 1) A / Λ N - 1 . Λ ^ N

Puisque ω — (B + 2)ω + A = 0 et puisque — = — (A + 1)

appartient done a Z[α>], alors 1/εy appartient egalement. De plus, 1/ε est de

norme (—1) et Γordre Z[α>] est stable sous Faction de r, done ε est une unite

Maintenant, Γideal principal I = ( r> ) έtant de norme A premiere a D,

le lemme (a) nous permet d'appliquer le theoreme 1 avec n = N — 1. DΌύ: ε0 >

-o- 2 " D . D'un autre cote, puisque nous avons A + A — 1 < y/D < A + A,

nous avons:

£ ~ \ A / 2 ~ \ ^ - i 2AN' ~ 16 ""

de sorte que le premier resultat decoule de la minoration suivante:

2 -

•^ >±22N~5DiN~2)/2 > 1.

Quant a la premiere assertion du second resultat, elle resulte de ce que si A

n'est pas premier, alors il admet un diviseur A tel que 2 ^ A ^ y[A et qu'il

existe un ideal primitif Γ de norme A. Si k etait principal, nous pourrions done

appliquer la premiere assertion du theoreme 1 avec A et n' — 2N — 2, et nous

obtiendrions done une contradiction des inegalites suivantes:
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La seconde assertion du second resultat resulte de la seconde assertion du

theoreme 1 appliquee avec B = p oϋ p premier impair ne divisant pas A est

suppose tel que \-r) = + 1 (on prend pour J un quelconque des deux ideaux

premiers totalement decomposes au dessus de p). Nous obtenons en effet alors une

contradiction des inegalites suivantes:

> JL 9#-2π(#-l)/2 D ^ \_ ̂ NSp.N/2 >> A^ j^N/2 ̂  2J^ j^N/2 ̂  >̂  -

o ^pz ό ό ID

Finalement, un calcul numerique sur ordinateur donne aisement qu'il n'existe

que 22 valeurs de D avec D < 10 telles que les symboles de Legendre (— j ne

valent pas + 1 pour p premier impair ne divisant pas A et tel que p < Ίϊ^ ^ e

plus, seules 8 de ces 22 valeurs correspondent a des D libres de facteur carre tels

que le 2-rang du groupe des classes d'ideaux du corps quadratique reel corres-

pondant soit nul. Finalement, le calcul numerique des nombres de classes de ces 8

corps nous donne le dernier resultat annonce. •

COROLLAIRE (B). Soit A = 2(2 + 1 ^ 3 un entier impair, soit N > 2 un entier et

soit D= (AN + a)2 + A. Alors,

_
AN

)

est une unite de norme + 1 de Vordre Z [/D]. De plus, cette unite est Vunite fon-

damentale du corps quadratique reel k = Q(/D) des lors que D est libre de facteur

carre.

Preuve. La premiere partie de cet enonce se prouve semblablement a celle du

corollaire (A). Pour la seconde, nous remarquons prealablement que ε n'est pas le

carre de Γunite fondamentale ε0 de k. Sinon, ε etant le carre d'un element de k, il

en serait de meme de 2 et nous aurions k = Q(v^), i e. nous aurions D = 2. Pour

montrer que ε est fondamentale, il suffit done de voir que Γon 1 < ε < ε0.

Nous remarquons premierement que J = (A + α + l + \[D) est un ideal

primitif et principal de norme 2A . De plus, puisque
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AN + a + 1 + s[D _ (AN + a + l+τ/D)(AN + a-

appartient a Z[/Z7], alors J est inclus dans Γideal primitif et principal I = (A +

a — \pD) qui est lui de norme A. II en resulte que J = KI oύ K est un ideal

entier de norme 2, qui est done primitif. D'apres (* *) et en remarquant que K est

de discriminant Δ tel que Δ = 4D, nous pouvons prendre n — N, B = 2 et N' =

N — 1, de sorte que nous obtenons ε0 > -Q 2 ~ D ~Ί. Puisque nous avons A +

121 nNa < yjD < A + < 2 + l , nous avons ε < ~κ ( ) D <

< AD , et le resu l ta t en decoule aisement. CH

Dans (par exemple) la s i tuation du corollaire (A), et lorsque D n 'est p lus

suppose l ibre de facteur carre , le resul tat de L. Bernstein donne seulement que ε

est Γunite fondamentale de Γordre Z 7* P ° u r obtenir une express ion

p a r a m e t r i q u e de Γunite fondamentale de Q ( / D ) avec les techniques de L. Bern-

stein, il faudrait avec les notations du corollaire ci-dessous developper en fractions

continues le reel q u a d r a t i q u e ^ -, ce qui ne s a u r a i t e t re possible qu'en se

fixant au prealable un / et en faisant varier A de telle sorte que la partie carree

de D fϋt egale a / Pour chaque valeur de / on obtiendrait ainsi eventuellement

(et seulement apres de fastidieux calculs) un developpement de ^ Qu^

permettrait de determiner ε0.

La superiorite de notre approche est claire: le corollaire precedent reste val-

able pourvu que/soit suffisamment petit par rapport a D. Plus precisement, nous

avons par exemple le resultat suivant dont nous n'avons pas trouve d'equivalent

dans la litterature actuelle:

COROLLAIRE (C). Soit D= (AN + A - I ) 2 + 4Λ Ξ= 1 (mod 4) avec A>2et

N > 3 impair. Alors,

- (AN + A-1 + JD\N AN + A + 1 + JD
ε ~ \ 2A ) 2

est une unite de I'ordre Z r> &e plus* si D = f Δ avec Δ libre de facteur

carre (done egal au discriminant de k), alors cette unite est Vunite fondamentale du
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corps quadratique reel k = Q(/D) des lors que Von af<8Δ (24\/2ί)

Preuve. Elle reste semblable a celle du corollaire (A) en tenant compte de ce

que le discriminant de k valant maintenant Δ, nous avons seulement la minoration

-^ 1 nN-l ΛN-D/2 -p. . 1 , ^ ar\N/2 . . i

ε0 > -£ £ Δ . ruisque nous avons 1 < ε < 8/y , et puisque ε est de

norme — 1, elle sera fondamentale des lors que Γon aura: ε < ε0, done en particu-

lier des lors que Γinegalite donnee dans cet enonce sera satisfaite. •

2. Cas des corps biquadratiques totalement imag inaires non galoisiens qui sont

des extensions quadratiques d'un corps quadratique imaginaire principal

Soit K un tel corps biquadratique et soient k ce corps quadratique imaginaire

principal, Ak Γanneau des entiers de k et δκ/k le discriminant relatif de Γextension

K / k (qui n'est determine qu'au carre d'une racine de Γunite de k pres). Rappelons

brievement la notion d'ideaux reduits developpee par H. Amara [1] dans ce cadre,

ansi que son lien avec Γunite fondamentale ε0 de K. Un ideal entier non nul I de K

est dit k-primitif lorsque a ^ Ak et (a) divise I impliquent (a) = Ak. Un ideal

entier I de K de norme relative A = iVκ/k(I) €Ξ Ak est dit reduit lorsqu'il est non

nul, entier et verifie:

z e I et z Φ 0 impliquent Max (\ z |, | / 1 ) > | A |,

oϋ T est le k-isomorphisme non trivial de Γextension quadratique K / k qui, semb-

lablement au cas quadratique reel, permet de definir le conjugue d'un ideal, de

sorte que le conjugue d'un ideal primitif est primitif, et que le conjugue d'un ideal

reduit est reduit. Notons qu'un ideal reduit est primitif. Soit alors I un ideal reduit

de norme relative A. Nous definissons son element de conversion note ho(ϊ) par

les trois proprietes suivantes:

l*o(D I < U L
h^I, hΦ0et\h\<\A\ impliquent | Ao(I) | < \ hτ \.

On montre que cet element de conversion existe et est unique, a multiplication

par une racine de Γunite de k pres. Semblablement au cas des corps quadratiques

reels, il n'existe qu'un nombre fini d'ideaux reduits, done qu'un nombre fini

d'ideaux reduits principaux et nous avons premierement:

(o)
I reduit

et principal
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Nous avons secondement:

LEMME (b).

(a) Un ideal primitif de norme relative A telle que \ A | < y vT<5K/k I
 est

(b) Si I est reduit et de norme relative A, alors

(6)
hid)

A • ) •

Preuve. Les entiers algέbriques h de k s'ecrivant sous la forme

h — p— κ z k - avec a et β dans Ak, nous avons \ h ~hτ \ > ^/δκ/k pour h Φ 0.

Le premier point resulte done de ce que si I n'est pas reduit, alors il existe h

non nul dans I tel que | h | < | A \ et | hτ \ < | A \. Nous avons alors 2 | A \ > | h —

h τ I ^ \/[ < 5 K / k I.
Le second point resulte de ce que

- 1 >A

Semblablement au theoreme 1 et en remarquant que 2 Π (1 —

1
"5y, nous en deduisons le resultat suivant:

- 1 .

D

L \2

THEOREME 2. Soit k un corps quadratique imaginaire principal et soit K / k une

extension quadratique de k de discriminant relatif δκ/k, avec K / Q non galoisienne.

Soit I un ideal non nul de K de norme relative A premiere a δκ/k et telle que \A\ > 2.

Supposons de plus que I soit principal et \i-primitif.

Alors, pourvu que n verifie \ A \n < y 1̂ <5K/k | , Vunite fondamentale ε0 de K veri-

fie:

όΐ

COROLLAIRE (D). Soit A<ΞZ[ί]\{±l, ± ί} tel que δ = (AN ± (A - I ) ) 2 +

4A w soit «i purement reel ni purement imaginaire. A lors,

= (AN ± (A - 1) + ί \N AN ± (A + 1) + jδ
) 2
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est une unite du corps biquadratique non galoisien K = QO, yfδ). Supposons de plus

que δ soit libre de facteur carre dans Z[{]. Ators, cette unite est fondamentale des lors

que ϊon a N > 7et si K est principal, alors A est irreductible dans Z[ί}.

Preuve. La preuve de la premiere partie de ce resultat reste semblable a celle

du corollaire (A). On remarque prealablement que A ± (A — 1) = a + ib avec a

et b deux entiers relatifs de parites contraires. En consequence, il existe η ^ {1, /}

tel que Γon ait δ = rj (mod 4Z[i]), de sorte que δ est le discriminant de K des

lors que δ est libre de facteur carre dans Z[z]. De plus, demander que δ ne soit ni

purement reel ni purement imaginaire, c'est demander que Γextension biquadrati-

que K / Q ne soit pas galoisienne, de sorte que la theorie des cycles d'ideaux

reduits developpee par H. Amara (voir [1]) s'y applique. Puisque ε est une unite,

nous avons | ε | | τ(έ) \ = 1. Nous pouvons done supposer la determination de yfδ

choisie telle que Γon ait | ε | > 1. Nous majorons maintenant ε de la maniere
I

suivante: on remarque premierement que Γon a v l + i < 1 + y i pour x > 0.
On remarque socondement que Γon peut ecrire

- 44 + yfδ ^ Λ
± 1

On en deduit troisiemement la majoration

\ A \ N

De plus, nous avons \A\ <~κ VI δ \ des lors que Γon a N > 7 (remarquer que

Γon a | < 5 | > ( U Γ - U | - l ) 2 - 4 | A | > 4 U | ™~* pour N > 7 (car | A \ >

τ/2)). Nous pouvons done appliquer le theoreme 2 avec n = N — 3. Nous avons

done:

U l < 31 2 L , \A\)N( \A\ 1 \
I ,2 - ,N-3 I _ |W-7)/2 I , IN \L + TJTJ V^TδT^ JVJ]}u0ι2 ~ ^ ^ i ^ r ^ - ^ u r v i ^

< w 2_^_ 5 ) / 2 (1 + 2~{2N+1)/2f (1 + 2"(2N+1)/2 + 2 - w - 1 ) / 2 ) < i ;

. - . i OAT fi i i O

cette avant derniere majoration resultant de | δ \ > 4 | A \ et de | A \ > 2; cet-

te derniere majoration resultant de N > 7.

Si K est principal et si A n'est pas irreductible, alors il existe un ideal primi-

tif et principal I de norme relative A telle que 2 < | A \ < A. Nous pouvons done
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appliquer le theoreme 2 avec n = 2N — 6 et nous obtenons une contradiction des

inegalites suivantes:

~ IJV-3

Remarque. II est clair que la contrainte N > 7 n'est pas optimale. Elle n'est

choisie que pour obtenir une preuve rapide et point trop technique de ce corol-

laire.

3. Cas des corps cubiques non totalement reels

Si K est un corps cubique non totalement reel, le groupe des unites de son

anneau des entiers algebriques est encore de rang 1, et qu'il est done engendre par

— 1 et une unite fondamentale ε0 unique telle que ε0 > 1.

Un ideal entier I de K est dit primitif lorsque n ^ N et (n) divise I impli-

quent n — 1. Un ideal primitif I est dit reduit si il verifie

z <Ξ I et z Φ 0 impliquent Max (\ z |, | zr |) > L(I),

oϋ z, z' et z" = zf sont les trois conjugues de z et oύ L(ϊ) e N est un generateur

de Γideal I Π Z. Notons que la norme d'un ideal I appartenant a cet ideal I Π Z,

alors L(ϊ) divise A (si nous notons A cette norme).

Soient I un ideal reduit et L(ί) ^ N un generateur de I Π Z. Nous definis-

sons Γelement de conversion de I, note ho(ί), comme etant le point extremal adja-

cent a L(I), de sorte qu'il est caracterise par les proprietes suivantes:

*o<I> e I,

A0(I) >L(I) etlAΌtt)! <L(I),
A G I, hΦ 0 et\h\ < A0(I) impliquent | h'0(ΐ) \ < \ hr |.

On montre que cet element de conversion existe et est unique. Semblablement

au cas des corps quadratiques reels, il n'existe qu'un nombre fini d'ideaux reduits,

done qu'un nombre fini d'ideaux reduits principaux et nous avons premierement

(voir [8]):

(7)

La determination de Γensemble des ideaux reduits principaux est en general ex-

tremement laborieuse. On pourra par exemple consulter [8] pour avoir une idee de
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la complexity de cette determination dans le cas de families de corps cubiques

pour lesquelles ils ne sont pourtant qu'en petit nombre (independant du corps, ne

dependant que de la famille de corps consideree), par exemple pour la famille de

corps cubiques purs K = Q(yM — M), M > 2. Notre approche se passe ici en-

core de la complete determination de cet ensemble.

LEMME (C). Soit K un corps cubique non totalement reel de discriminant D.

(a) Un ideal primitif tel que L(I) < vΊ/) |/36 est feduit.

(b) Si I est reduit, alors

1 -

Preuve. Prouvons premierement le point (a). Si I n'est pas reduit, il existe x

non nul de I tel que | x \ < L(ΐ) et | xr | = | x" \ < 1,(1). Mais alors, x n'est pas

un entier relatif, de sorte que le Z-module Z[x] engendre pas 1, x et x est de

rang 3 et inclus dans Γanneau des entiers algebriques de K qui est lui-meme un

Z-module libre de rang 3. II est bien connu que le discriminant ZKl, x, x ) du

module Z[x] est egal a N D, oϋ TV est Γindice de Z[x] dans Γanneau des entiers

de K. Le premier resultat desire decoule de:

36L6(I) = (6L3(I))2 >

X

x'

x"
x'

2\
X, X ) =

D\ > \D\

Prouvons secondement le point (b). Nous remarquons que x =
h (I)

verifie

x > 1 et I x' I = I x" I < L(ϊ). Nous avons done | x' — x" \ < 4. Le resultat desire

decoule done de:

\D\< D(l, ho(ί), hl(D) = L\\)D{\, x, x2)
= L\\) ((x - x') Or' - x") (x" - x)Ϋ
<4L4(I)(x+l)4.

α

Semblablement au theoreme 1 et en remarquant que Π ( l ~ ok π^) ^ Έ " ,

fc>o x z^ό/ ό

mais en remarquant que puisque Γon ne dispose maintenant plus de la notion

d'ideal conjugue le produit a considerer ne porte plus sur 2n + 1 termes mais

seulement sur n + 1 termes, nous en deduisons le resultat suivant (remarquer que

Γ o n a L ( f ) < L*(I)):
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THEOREME 3. Soit K un corps cubique non totalement reel de discriminant D.

Soit I un ideal primitif non nul de K de norme A > 2 premiere a D. Supposons de plus

que I soit principal. Alors, pourvu que n verifie f\n < J o/~ , Vunite fondamentale

ε0 > 1 de K verifie:

COROLLAIRE (E). Si K est le corps cubique non totalement reel Q(ω) oil ω est la

racine du pblynome f(X) — X — c X — (c ~ 1)X ~ cm comprise dans Vintervalle

ouvert c < ω < c -\-\ouc^2etrn>l sont des entiers relatifs, alors ε =

( \m

^ ) est une unite de Γanneau Z[ω]. De plus, il existe une constante K
ω — c f

independante de c et m telle que Γunite fondamentale ε0 > 1 de K verifie ε — ε0 pour

un k tel que 1 ^ k ^ K, des lors que Z[ω] est Γanneau des entiers de K.

Preuve. Nous avons:

— = — ( = — (c + c ω — ω) et — = ω — c ω — (c— 1) ^ Z[ω].
ε ω\ ω I ω ω

II en resulte que 1 /ε est dans Z[α)]. Puisque ω = n _ n , alors Ω = ^ est
»* •»- ϋ) — C

racine de ^(Z) = c Z 3 - ( tC + 1)X 2 + (r + 2)X ~ 1, oϋ C = c 2 m - 1 + 2. II en

resulte premierement que l / β w est de norme c™ dans K, ainsi que que ω.

L'element 1/ε est done un entier algebrique de norme 1, done ε appartient a Z[ l/ε]

£Ξ Z[ω], et ε est done bien une unite de Z[ω].

Puisque g(C) < 0 < g(C + 1), nous avons: c2m"1 + 2 < Ω < cm~λ + 3.

DΌύ:

ε =
3 \* 15 2m*

J est entier et de norme c premiere

au discriminant D(f) = — Ac*m 4- (c2 — 20c — 8)c2m + 4(c — I ) 2 du pόlynome

/GO, done premiere au discriminant D de K. Nous remarquons que Γhypothese

c > 2 implique | D(f) \ = 4c4 M - (c2 - 20c - 8)c2m - 4(c - I ) 2 > 4c*m -

c c m >: 3c m. Notons que 1 = {c + c ω — ω) est clairement primitif des lors

lors que Z[α>] est Γanneau des entiers de K. Nous choisissons n > 0 tel que 36c n
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< 3c m < 36c n+6. Le theoreme 3 s'applique avec ce n, et nous avons done:

(la derniere inegalite resultant de 6n + 6 > 4m — 2 pour c > 2.) D'oύ le resultat

desire d'apres (*) et (* *). D

Remarques. Z[α>] est Γanneau des entiers algebriques de K des lors que D(f)

est libre de facteur carre. II est aise de voir (numeriquement) que cela a lieu pour

certaines valeurs de m et c, et probablement pour chaque valeur de m cela a t-il

lieu pour une infinite de valeurs de c.

De cette preuve, il resulte aisement que si m ou c est pris suffisamment

grand, alors on peut prendre K = 4. Pour voir que ε est fondamentale, il resterait

a voir qu'elle n'est ni un carre, ni un cube. Nous montrons maintenant que ε n'est

pas un carre et repondons ainsi presque positivement a une question posee par C.

Levesque et G. Rhin (voir paragraphe 3 de [5]). Par souci de concision, nous ne

traitons que le cas oϋ m est suppose pair. Pour m impair, il faudrait montrer que

m) n'est par un carre dans Z[α>] . II est clair que nos techniques
(ϋ — c '

permettraient d'egalement considerer la famille de corps cubiqus envisagee par ces

auteurs au paragraphe 2 de leur article.

LEMME (d). Si m = 2M est pair, alors ε est un carre dans Z[ω] si et settlement

si a) est un carre dans 7A [ω].

Preuve. Si ε = β avec /5 ^ Z[α>], alors

β y — - — ) J = [β(c + cω-ω)]=ω

de sorte que ω est un carre dans Z[α>]. Reciproquement, si ω = γ avec

γ ^ Z[ω], alors

1 1 / , m 2ΛM Γ l / , m 2 4ΛΛί]

- = — (c + c ω - ω ) = [ - ( c + c γ - γ ) \ .

2M

Puisque ω est de norme c , on peut en changeant au besoin γ en — y supposer

que γ est de norme c , de sorte que γ etant un entier algebrique, alors c /γ

appartient a Z [ / ] . II en resulte que 1/ε est un carre dans Z[γ], done dans Z[ω].

D
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PROPOSITION (A). Soit ω > 0 un entier algebrique de degre 3 sur Q. Soit yfω la

determination strictement positive de cette racine carree. Alors,

( i ) yfϋ) appartient a Q(α>) si et seulement si le polynome minimal Mω(X) de co

est de la forme Uω(X) = X3 - (d2 - 2e) X2 + (e2 - 2df)X ~ f2 avec (d, e, f)

GZxZxN*.

( ii ) On a alors /ω = f — ή ' ^e sor^e Que "^ aPPar^en^ a

Z[ω] si et seulement sif—de—\ouf—de~ — 1.

Preuve. Si Hω(X) = X — aX + bX — c, alors Hω(X ) annule *{ω et

~~ yfcϋ, de sorte que U^(X) et — Y[^{— X) qui sont unitaires de degre 3 et dis-

tincts divisent Π ω (X 2 ) . II en resulte que Uω(X2) = - Il^(X)Il^(- X). D'oϋ le

premier resultat en definissant d, e, et / par U^(X) = X3 — dX2 + eX — f.

De plus, puisque yfω est strictement positif, nous avons / > 0. Puisque

ΐl^ Wω) = ωyfω — dω + e^fω — / = 0, nous avons y/ω = (dω + f)/(ω + e).

Le second resultat s'en deduit aisement. Π

COROLLAIRE (F). Soient ΐπ > A et c ^ 2 deux entiers. Soit O) la racine stricte-

ment positive du polynome f 00 — X ~ c X — (c — ί)X — c . Alors, o) n'est pas

un carre dans Z[α>].

Preuve. Si ω etait un carre dans Z[ω], il existerait (d, e, f) ^ Z X Z x N

tel que:

d 2 - 2e = cm,

2df~ e2 = c - 1,

= c avec / > 0,

f=de±l.

II faut et il suffit done que m = 2M soit pair et que Γon ait:

(1) d2 - 2^ = c2 M,

(2) 2cMd - e2 = c~ly

(3) rfβ = cM - ± 1.

Mais alors, en utilisant (3) la combinaison d'(2) — 2c * (1) donne (3c ± l)e =

— 1) — 2c , de sorte qu'en utilisant a nouveau (3) nous obtenons:

(3cM ±ΐ)e2 + 2c3Me - (c - 1) (cM - ± 1) = 0.

En consequence, le discriminant reduit A — c — (c — 1) (3c — ± 2c — 1)
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de cette equation doit etre un carre parfait dans Z. Mais il est aise de voir que

Γon a Δ Φ c et (c — 1) < A < (c + 1) , de sorte que Γon a le resultat

desire. Π

CONCLUSION. Soit A > 2 donne. Nous venons de voir aux theoremes 1,2 et 3

que lorsque K est un corps de nombres a groupe d'unites de rang 1, de valeur

absolue de discriminant d(K) et de regulateur Reg(K), alors nous avons des

minorations du type Reg(K) > cA log (d(K)) des lors que K varie parmi des

corps de discriminants premiers a A pour lesquels il existe un Ideal primitif prin-

cipal de norme A. II serait interessant de savoir ci de tels amendements sont possi-

bles lorsque le groupe des unites de K de degre n n'est plus suppose de rang r tel

que r = 1. Plus precisement, on sait que pour chaque n > 1 il existe une constant

cn ne dependant que de n telle que Γon ait Reg(K) > cnlogr~r°(d(K)) oϋ r0

designe le maximum des rangs des groupes des unites des sous-corps propres de

K (voir par exemple E. Friedman, Analytic formulas for the regulator of a number

field, Invent, math, 98 (1989), 599-622). Peut-on amender cet exposant (que nous

avons done amende de 1 en 2 dans les trois cas que nous avons cnosideres dans

cet article) des lors que Γon impose de plus a K de varier parmi des corps de dis-

criminants premiers a A pour lesquels il existe un ideal primitif principal de

norme A?
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