Can. J. Math.Vol. 43 (5), 1991 pp. 998-1009

EXISTENCE DE SOLUTIONS AU SENS DE
CARATHEODORY POUR LE PROBLEME
DE NEUMANN ' = f(t,y,Y)

ZINE E. A. GUENNOUN

REsUME.  Nous annongons ici des résultats d’existence et leurs conséquences d’un
probléme de Neumann pour I’équation différentielle non linéaire:

Y'(0) =f(t, (), y’(t)) p-p-dans[0,1]; Y(0)=r, (1) =

olf:[0,1] x R2 — R est une fonction de Carathéordory sous des conditions de crois-
sance de non linéarité trés rapide suivant la variable y’.

ABSTRACT. We announce some existence results and their consequences for the
Neumann problem of the nonlinear differential equation:

Yi() = f(t, y(t),)/(t)) pp.dans[0,1]; Y(0) = r, y/(1) = s

where f:[0,1] x R%2 — R is a Carathéodory function and can grow very rapidly in the
' variable.

0. Introduction. Dans cette note, nous nous intéressons au probleme d’existence
d’une solution au sens de Carathéodory pour le probleme de Neumann:

(V) Y'(0) = f(&,%(0,Y ®) p.p- dans [0, 1]; Y (0) = r, y(1) =5

ot f:[0,1] x R? — R est une fonction de Carathéodory qui vérifie des conditions
de croissance rapide de non-linéarité suivant y; r,s € R. Une solution au sens de
Carathéodory est une fonction y continiment différentiable telle que y' est absolument
continue vérifiant (V).

Dans plusieurs travaux antérieurs (voir par exemple [1], [4], [S], [7], [9], [10]), on
obtenait I’existence d’une solution de certains problémes aux limites en imposant a
f(t,y,p) des conditions de croissance du type Bernstein (croissance quadratique suivant
p) ou du type Nagumo. Récemment, Granas-Guenther-Lee [8] ont obtenu des résultats
d’existence d’une solution classique pour un probléme de Neumann sous des conditions
de croissance rapide de la non-linéarité suivant la variable p. Ils ont établi entre autres le
résultat suivant. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les hypotheses:

(i) il existe M > 0 tel que yf(¢,y,0) > 0 pour tout |y| > M;
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Alors le probleme de Neumann homogene:

™) {y'(t) =f(tyn.y®) 0<r<1;

Y(©0)=0, y(1)=0,
admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout ¢ € [0, 1]. Si
on considere de Neumann homogene suivant:

M) YO =hyO)Y’ O+y ) +e YOO 1P 0<1 <15 y(0) = Y1) =0,

ol i:R — R est une fonction a support borné, par exemple h(p) = 1 — |p| sip €
[—1,1] et O autrement. Il est clair que le résutat précédent n’est pas applicable car la
fonction f(t, y, p) ne vérifie pas (ii). Remarquons tout d’abord que si la fonction f(z, y, p)
est continue et vérifie (ii) alors elle vérifie la condition suivante:
(ii") il existe M; > O tel que pour tout (¢,y) € (0,1) X (—M, M) et |p| > M, il existe
un voisinage V de (¢, y,p) dans (0, 1) X (=M, M) x [—M,, M, ]° tel que I’une des
conditions suivantes est toujours vérifiée:

inf{f(u,v,q)| (u,v,q) €V} >0
ou bien
sup{f(u,v,q) | (u,v,q) € V} <O0.

La fonction h(p)p® +y° + e~ IPI¥ + £ vérifie (ii’) mais ne vérifie pas (ii). Si on considere la
fonction f(t,y,p) = (1/ V/p +y° +t, la continuité n’est pas vérifiée.

Nous proposons dans cette note d’étendre certains résultats d’existence en remplagant
la continuité par une fonction de Carathéodory ainsi que les conditions de (i) et (ii) par
les conditions plus faibles suivantes:

(Hy) ilexiste M > 0,f(t,M,0) > Oetf(t,—M,0) < 0 p.p. dans [0, 1],

(Hy) ilexiste M; > 0 tel que pour tout (¢,y) € (0, 1) X (—M, M) et |p| > M, il existe
un voisinage U X V de (t,y, p) tel que une des conditions suivantes est toujours
vérifiée:

321f]ess{f(u, v,q) | (v,q) €V} >0

ou bien
supess{f(u,v,q) | (v,q) € V} <O0.

uel
Notons que la condition (i) implique (H;) et que dans le cas continue la condition (H;)
découle de la condition:
(H}) il existe M; > O tel que f(¢,y,p) # O pour tout (t,y) € (0,1) X (=M, M) et
lp| > M.

REMARQUE. Pour vérifier (Hj), il suffit d’étudier les racines de I’équationf(z, y, p) =
0 dans R 3.

Notons que la conditions (H;) n’est jamais vérifiée si la fonction est une fonction
linéaire par rapport a la variable y. Par exemple la fonction f(z, y, p) = r(t)y.

Dans la deuxiéme partie nous nous intéressons a un probléeme de Neumann non ho-
mogene et aux conséquences des résutats généralisés obtenus.

https://doi.org/10.4153/CJM-1991-056-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1991-056-x

1000 ZINE E. A. GUENNOUN

Notons que la conditions (Hy) n’est jamais vérifiée si la fonction est une fonction
linéaire par rapport a la variable y. Par exemple la fonction f(¢, y, p) = r(t)y.

Dans la deuxieme partie nous nous intéressons a un probleme de Neumann non ho-
mogene et aux conséquences des résutats généralisés obtenus.

1. Notations et résutats préliminaires. Dans la suite, C* dénotera I’ensemble des
fonctions u: [0, 1] — R continGiment différentiables jusqu’a I’ ordre k, muni de la norme
Nk = max{||ullo, |&]l0,- -, ||«®|lo}, olt || u||o est la norme uniforme. L’ensemble des
fonctions continues C° est noté C; Coy = {u € C | u(0) = 0}.
Soitp > 1,17 = {u:[0,1] — R mesurable | f? ||u||Pdp < oo} muni de la norme
usuelle || . ||z»; u désignera la mesure de Lebesgue.
Pourk > 1,ondéfinit C*” = {u € C*~! | u*~D est absolument continue, u® € L7}.

PROPOSITION 1.1.  Soientu € C*? et ty € (a,b), supposons que u atteint son max-
imum (resp. minimum) en ty. Alors pour tout V voisinage de to, I’ensemble {t € V |
u'(1) <0} (resp. {t € V| u"(r) > 0} ) est de mesure non nulle.

DEFINITION.  Une fonctionf: [0,1] x R? — R est dite de Carathéodory (resp. (L"-
Carathéodory, p > 1) si elle vérifie:
(a) x+— f(t,x) est continue p.p. tout ¢t € [0, 1];
(b) t+ f(z,x) est mesurable pour toutx € R;
(c) pour tout K > 0 il existe iy € L' (resp. iy € LP) tel que, si ||x|| < K alors
lf (&, 0l < h(d) pp. 1 € [0,1].

DEFINITION.  Etant donnés M > 0 et fi:[0,11 x R x R — R une fonction de
Carathéodory, on définitf: [0, 1] X R X R — R la fonction associée a (f, M) par

max(—M,f(t,y,p)—y) siy > M,
fty,p) = f@,y,p)—y si—-M <y<M;
min(M,f(t,y,p) — y) siy < —M;

et Nj,: C' — Co I’opérateur associé a (f, M) par Ny, [ul(t) = [3fi (s, u(s), u’(s)) ds pour
tousu € C'ett € [0,1].

Remarquons que la fonction f; n’est pas une fonction de Carathéodory; elle ne vérifie
pas I’hypothese (a) de la définition. .

Rappelons qu’une fonction est dite compleétement continue, si I’image par cette fonc-
tion de tout borné est relativement compacte.

PROPOSITION 1.2.  Soit f:[0,1] X R X R — R une fonction de Carathéodory qui
vérifie:
(Hy) il existe M > 0, f(t,M,0) > 0 et f(t, —M,0) < 0 p.p. dans [0, 1]. Alors
(i) Ny, I'opérateur associé a (f, M), est continu;
(ii) Ny, est complétement continu.

Pour une démonstration de ce résultat voir [4] et [9].
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Dans cette section, nous donnons des résultats sur la théorie de transversalité
topologique que nous utilisons d’une fagon essentielle dans la démonstration de cer-
tains résultats principaux. Pour plus de détails, voir Dugundji, Granas [2], Granas [3].
Soient X, Y deux espaces normés. Une fonction f: X — Y est dite compacte si f(X) est
un ensemble relativement compact.

Rappelons que si X C Y alors f a un point fixe s’il existe un x € X tel que x = f(x).
Soit E un espace vectoriel normé, C un convexe dans E, et U un ouvert dans C. K3,(U, C)
dénotera I’ensemble de toutes les applications de U dans C continues, compactes et sans
point fixe sur la frontiere du.

Soit H: [0, 1] x U — C, H est appelé une homotopie compacte sans point fixe sur ou
is H(\,.): U — C appartient a K;,(U, C) pour tout A € [0, 1].

DEFINITIONS. (1) Soient f,g € Kj,(U,C); on dit que f,g sont homotopes dans
K;5,(U, C) s’il existe une homotopie compacte sans point fixe sur du telle que Hy =
H@O,.)=fetH; =H(,.)=g.

(2) Une application f € Kj,(U, C) est dite essentielle si pour tout g € K;,(U, C) tel
que fla, = g|a,;, g aun point fixe; en particulier f a un point fixe.

THEOREME 1.3 (TRANSVERSALITE TOPOLOGIQUE).  Soientf, g € Kj,(U, C) deux ap-
plications homotopes. Alors f est essentielle si et seulement si g est essentielle.

THEOREME 1.4. Soitf: U — C lapplication constante f(x) = xo. Alors f est essen-
tielle si xy € U.
2. Probléeme de Neumann homogene.

THEOREME2.1. Supposons que f est une fonction de Carathéodory qui vérifie les
hypothéses (H,), (H,). Alors le probleme de Neumann homogeéne:

(V) {)’"(t) =f(t,y(t),)/(t)) p.p. dans [0.1];
y(©) =0, y(1)=0,

admet au moins une solution y dans C>' telle que —M < y(t) < M pour tout t € [0,1]
(o M est la constante de (H,)).

DEMONSTRATION.  Soit f une fonction de Carathéodory qui vérifie (H;), (H;). Pour
tout A € [0, 1], considérons la famille des problemes:

M {y'(t) = (60, ®) pp.dans [0,1],
Y(©) =0, y()=0,

et la famille des problémes associés:

Vs { Y0 =y = £ (.30,Y (1) pp.dans [0,1],
! Y(©0) =0, y(1)=0,

ol f est la fonction associée a (Af, M), (N),, est appelé le probléme associé a (N)) .
Notons que la fonction Af vérifie (H;) pour tout A € [0, 1].
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LEMME 2.2.
(i) Pourtout A € [0, 1] et toute solution'y de (N),», on a la majoration ||y|lo < M;
(ii) Toute solutiony de (N), est une solutiony de (N)y. De plus, on a la majoration
1Y llo < My pour tout X € [0, 1].

PREUVEDULEMME. (i) Soit y une solution de (N), », nous allons montrer que || y||o <
M. En effet, soit b € [0, 1], tel que la fonction ¢ — y(¢) atteint son maximum positif en
b. Supposons que y(b) > M et que b € (0, 1), il existe alors un voisinage V de b tel que
y(t) > M pour tout ¢t € V. D’aprés la définition de f; on a y'(f) — y(f) > —M p.p. dans V;
par conséquent y’(¢) > O p.p. dans V et on obtient une contradiction avec la proposition
1.1.

Supposons maintenant que b = 1 et que y(1) > M, il existe alors a < 1 tel que
y(t) > M pour tout ¢t € [a, 1]. Par suite y'(f) > 0 p.p. dans [a, 1] et y/(1) donc y/(r) —
y(1) = f'y'(s)ds > Opourtout? € [a, 1]; puisque y(1) = O onay' () < 0 et on obtient
que y(1) < y(a), ce qui est une contradiction avec le fait que y atteint son maximum en
1. La démonstration est analogue si on suppose que b = 0 et y(0) > M. Dans le cas ol
la fonction ¢ — y(¢) atteint son minimum négatif en b telle que y(b) < —M et b € (0, 1),
il existe un voisinage V de b tel que y(t) < —M pour tout ¢ € V. D apres la définition de
fiona: y'(f) — y(£) < M p.p. dans V; par conséquent y’(¢) < 0 p.p. dans V et on obtient
une contradiction avec la proposition 1.1. Les autres cas se traitent d’une fagon analogue
et on obtient que —M < y(#) < M pour tout ¢ € [0, 1].

(ii) Soit y une solution de (N), , d’apres la définition de f) et (ii) on a:

Y'(@) = M (1, 51),y(9) p.p. dans [0, 1],

etdonc y est une solution du probléme (N), . Soit maintenant b € [0, 1], tel que la fonction
t +— ¥/(#) atteint son maximum positif en b. Supposons que y'(b) > M, donc b # 0 et
b # 1cary(0) = y(1) = 0. Deplus | y(b)| < M, sinon y(b) atteindra son extrémum en b
ce qui implique que Y (b) = 0. D’apres (Hy) et la continuité de la fonction (t, ¥,y (t)),
il existe un voisinage (b—&,b+46 ) de b dans (0, 1) tel que ’une des alternatives suivantes
soit vérifiée:

(a) ¥'(t) > 0 p.p. dans (b, b +6) ce qui implique la contradiction y (b +8) > Y (b);

ou bien

(b) ¥'(®) < 0 p.p.dans (b —§,b) ce qui implique la contradiction y (b — §) > ¥ (b).
Les autres cas se traitent d’une fagon similaire. Si A = 0 alors les seules solutions pos-
sibles sont les fonctions constantes comprises entre —M et M, et la démonstration du
lemme est compleéte.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. Considérons C), = {u € C' |
W(0) = (1) = 0}, Co = {u € C| u(0) = 0}, I’opérateur linéraire bijectif continu
L: C, — Cy et I’opérateur Ny, : C} — C définis par:

LLul(t) = w'(6) — W' (0) — /0 (s)ds et Ny [u](r) = /O (5, uCs), 1(5)) ds,

pourtousu € Ci,t € [0,1]et A € [0,1].
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Ny, est I’opérateur de Carathéodory associé a (f, M); donc, d’apres la proposition 1.2
Ny, est continu et complétement continu. De plus, le probleme (N);, est équivalent au
probleéme de point fixe de 1’opérateur complétement continu L~'Nj, : C} — CJ. Posons
alors r = 1+max{ M, M, } ou M et M, sont les constantes de (H,) et (H,) respectivement
et K; = {u € C} | |lully < r}. Par le choix de r et (ii) du lemme 2.2, la famille
d’opérateurs L_‘NfA est sans point fixe sur la frontiere de K; pour tout A € [0, 1]. Par
conséquent L' Ny, : [0,1] X K; — C} est une homotopie compacte sans point fixe sur
la frontiere de K, entre L™'Nj;, et L™'Nj,. De plus, L™'N;: [0,1] x K; — C} est une
homotopie compacte sans point fixe sur la frontiere de K, entre L~'Nj, et la fonction
constante nulle qui est dans K. Par les théorémes 1.3 et 1.4, L™' Ny, est essentielle. En
particulier L~ Ny, a un point fixe qui est solution du probleme (N) et la démonstration du
théoreme est complete.

COROLLAIRE 2.3.  Supposons que f est une fonction LP-Carathéodory qui vérifie les
hypothéses (H,) et (H,). Alors le probleme de Neumann homogeéne:

™) { Y'(t) = £(t,30),Y(®)  p.p. dans[0, 1],
Y(0) =0, y(1)=0,

admet au moins une solutiony dans C*? telle que —M < y(t) < M pour tout t € [0, 1].
Dans le cas ou f(¢, y, p) est une fonction continue, on obtient le résultat suivant:

COROLLAIRE 2.4. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les
hypothéses (H\ ) et la condition:
(Hy) il existe My > O tel que f(t,y,p) # 0 pour tout (t,y) € (0,1) X (=M, M) et
lp| > M.

Alors le probleme de Neumann homogene:

™) {y’(t) =f(tyw.y®) 0<t<1;
Y(©0) =0, y(1)=0,

admet au moins une solution y dans C? telle que —M < y(t) < M pour tout ¢ € [0, 1].

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que la fonction f(t,y,p) vérifie (H,) du
théoréme 3.1. En effet, soient (z,y) € (0,1) X (—M,M) et |p| > M, d’apres (Hp)
f(t,y,p) # 0 et donc on a deux cas possibles f(z,y,p) > 0 ouf(t,y,p) < 0. Par la con-
tinuité de f(¢, y, p), il existe un voisinage compact V de (¢, y, p) dans (0, 1) X (—M, M) x
[—M, M, ]¢ tel que une des conditions suivantes est toujours vérifiée:

inf{f(u,v,q) | (u,v,q) € V} > 0sif(t,y,p) > 0

ou bien
sup{f(u,v,q) | (u,v,q) € V} < 0sif(t,y,p) <0

et la démonstration est complete.
Ce résultat généralise un théoréeme di a Granas-Guenther-Lee, voir [7], [8].
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COROLLAIRE 2.5. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les
hypothéses (i) il existe M > O tel que yf(t,y,0) > 0 pour tout |y| > M; (ii) il existe
M, > 0 tel que

inf{ |f(t,y,p)| ‘ (t,y) € [0,1] X [-M,M] et |p| > M} > 0.
Alors le probleme de Neumann homogéne:
™) {f(r) =f(tLy0.y®), 0<t<1;
y(©0)=0, y(1) =0,
admet au moins une solution y dans C* telle que —M < y(t) < M pour tout t € [0, 1].

Dans cette partie nous discutons certains résultats d’existence de type Nirenberg pour
le probleme de Neumann ou f(z, y, p) = ya(t,y,p) — B(t,y,p).

COROLLAIRE2.6. Soient a(t,y,p) et 3(t,y, p) deux fonctions continues qui vérifient
les hypotheses:
(i) il existe M > O tel que 3(t,M,0)/M < a(t,M,0) et 3(1,—M,0)/ — M <
a(t,—M,0);
(ii) il existe My > O tel que I’équation ya(t,y,p) — B(t,y,p) = O n’admet pas de
solution dans (0,1) X (=M, M) X [-M, M ]".
Alors le probleme de Neumann homogene:
™) { Y0 =y (6,y0,y (1) — B(t,y0,Y 1), 0<r<1;
Y(0)=0, y(1) =0,
admet au moins une solution y dans C2 telle qu —M < y(t) < M pourtoutt € [0, 1].
COROLLAIRE 2.7. Soient e (t,y,p) et B(t,y, p) deux fonctions continues qui vérifient
les hypotheses:
(i) il existe M > O tel que 3(t,y,0)/ y(t,y,0) < 1 et a(t,y,0) > Osi|y| = M,
(ii) il existe My > O telle que a(t,y,p) # O pour tout (t,y) € (0,1) X (—M,M) et

lp| > M,
(iii) B(t,y,p)/ a(t,y,p) — C quand |p| — 00 uniformément pour tout (t,y) dans
[0,1] x [—M, M].
Si |C| > M alors le probléme de Neumann homogene:
Y0 = y0a (6, y0,Y ) = B(6,y0,Y (1), 0<1<1;
™ {}/(O)ZO,)/(I)=0,

admet au moins une solution y dans C? telle que —M < y(¢t) < M pour tout ¢ € [0, 1].

DEMONSTRATION. Il est facile de voir que la condition (i) implique I’hypothese (H, ).
11 suffit maintenant de vérifier (H;). En effet, supposons que C > 0, il existe ¢ > O tel
que M < C—e.D’apres (iii), il existe M, tel que C —e < B(1,y,p)/ a(t,y, p) pour tout
(1,y) € (0,1) X (=M, M)et |p| > M. Donc, y—B(t,y,p)/ a(t,y,p) < M—(C—e) < 0
pour tout (¢,y) € (0,1) X (=M, M) et |p| > M,. Si on prend M3 = max(M;, M), la
fonction f(t,y,p) = ya(t,y,p) — B(t,y,p) # 0 pour tout (t,y) € (0,1) X (=M, M) et
|p| > M3. Si C < 0 1a démonstration est similaire, et la démonstration est compléte.

Ce résutat généralise le théoréme d’existence suivant (voir [7],[8],[11]):
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COROLLAIRE 2.8.  Soient a(t,y,p) et 3(t,y, p) deux fonctions continues qui vérifient
les hypotheses:
(i) a(t,y,p)>0;
(ii) B(t,y,p) — oo et B(t,y,p)/ a(t,y,p) — oo quand |p| — 0o uniformément pour
tout (t,y) dans [0,1] X R ;
(iii) il existe M > O tel que 3(t,y,0)/ ya(t,y,0) < 1 pour tout |y| > M.

Alors le probleme de Neumann homogéne:

™) {;/’(r) =y (6, y0),Y ) - B(Ly0.Y (1), 0<t<1;
Y(©) =0, y(1)=0,

admet au moins une solution'y dans C? telle que —M < y(t) < M pour tout t € [0, 1).

3. Probleme de Neumann non homogene. Dans cette section, nous nous
intéressons a I’existence d’une solution au sens de Carathéodory pour le probléme de

Neumann:
(N) Y'(0) = f(1,y@),Y(®) p.p. dans [0,1]; y(0) = r, Y(0) = s;
o2 +5°>> 0.

Pour formuler le résultat suivant, nous utiliserons les notations ci-dessous:
Soient r,s € R, on définit la fonction quadratique p: [0, 1] — R définie par p(¥) =
(1/2)(s — N + rt et || p||o sa norme uniforme.

THEOREME 3.1.  Supposons que f est une fonction de Carathéodory qui vérifie les
hypothéses:
(Hs) il existe M > O tel que f(t,M + p(1), p'(t)) > 0 et f(t, =M + p(1), p'(t)) < O p.p.
dans [0, 1],
(Hy) il existe My > O tel que pour tout (t,y) € (0,1) x (=M — ||pllo,M + || p||0) et
|p| > My, il existe un voisinage U X V de (t,y,p) tel que une des conditions
suivantes est toujours vérifiée:

itellf]ess{f(u,v,q)/ v, €V} >s—r

ou bien
supess{f(u,v,q)/(v,q) €V} < s—r.

Alors le probleme de Neumann non homogene:

™) {)/'(t) =f(y0.Y®)  pp.dans[0,1],
YO =1 YD) =s;

admet au moins une solution y dans C>! telle que —M + p(f) < y(t) < M+ p(t) pour tout
t € [0, 1] (ou M est la constante de (Hy)).
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Notons que si r = s = 0 on retrouve les hypotheses du théoréme 2.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME. ~ Considérons le probléme de Neumann homogene:

W'(@t) = f(t,u(®) + p(0), @) + p'(1) — (s — 1)
(1) = F(t,u(0), (1)) p.p. dans [0, 1],

W'(0) = 0,4/(1) = 0;
il est clair que u est une solution de (1) si et seulement si y = u + p est une solution
de (N). De plus la fonction F vérifie les hypotheses du théoréme 2.1, par conséquent le
probléme 1 admet une solution u au sens de Carathéodory et la fonction y = u + p sera
une solution du probleme (N).

COROLLAIRE 3.2.  Supposons que f est une fonction de Carathéodory qui vérifie les
hypotheses (H,) et la condition:
(H}) il existe My > O tel que I’équationf(t,y,p)+(r—s) = 0 n’admet pas de solution
dans I’ensemble (0,1) X (—M — ||pllo, M + ||p|lo) et |p| > M.

Alors le probleme de Neumann non homogene:

Y0 =f(Lyn,y®), 0<1<1;
™ iy 2

admet au moins une solution y dans C? telle que —M + p(f) < y(t) < M + p(t) pour tout
t e [0,1].
Ce résultat généralise le théoréme d’existence suivant (voir [7],[8]):

COROLLAIRE 3.3. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les
hypothéses
(i) 1l existe k > O tel que f(t,y,p) > k pour tout (t,y,p) € [0,1] X R X [min(r, 5),
max(r, s)] ot f,(t,y, p) dénote la dérivée partielle par rapport a y;
(ii) il existe My > O tel que pour tout (t,y) € (0,1) X (—M — ||pllo. M + || pllo) et
|p| > M\, il existe un voisinage U X V de (t,y,p) tel que une des conditions
suivantes est toujours vérifée:

inf{ |f(u, v, @)+ (r—ys)| I(u,v) €0, 11x[—M—||pllooM+]|pllol et |p| > My} >0

(oa M = (1] kymax{|f(u,v,q)+|v| +|(r—s)|/ (u,v,q) € [0, 1] x [-M — || p||0,
M + | pllo] X [min(r, 5), max(r, s)]}.

Alors le probleme de Neumann non homogeéne:

Y0 = f(6.yn,Y @), 0<r<1;
™ oy H

admet au moins une solution y dans C? telle que —M + p(t) < y(t) < M + p(¢) pour tout
te[0,1].
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4. Quelques remarques et conséquences. Supposons que f est une fonction de
Carathéordory qui vérifie les hypotheses (H;),
(i) il existe M; > 0 et une fonction g: [M;, 00] — (0, 00) continue telle que:

lf(t,y.p)| > q(|p]) p-p-1 € (0,1), Vy € (=M, M)et |p| > M,

Alors le probléme de Neumann homogene:

Y'0) = f(t,y),Y(®) pp.dans [0,1],
™ IS

admet au moins une solution y dans C>! telle que —M < y(f) < M pour tout ¢ € [0, 1].
C’est une conséquence du théoreme 2.1.
Il est intéressant de remarquer que dans plusieurs travaux précédents (voir par exem-
ple [4],[5]1,[61,[7]), ’hypothese (i) est remplacer par une condition de croissance du type:
il existe une fonction q: [0, 00) — (0, 00) continue telle que:

o0
7@y, p)|l < q(p))pp-t €(0,1), Vy € [-M,M] Vp et /0 [x/ q(x)]dx > 2M.
EXEMPLES. (1) Considérons le probleme:

{y”(t) = T ai(t, Y0,y (0)y'(0) + T bi(1.y(0).Y ®)Y(®)  p.p. dans [0, 1],
Y(©0) =0, y(1)=0,

Supposons que a;, b; sont des fonctions de Carathéodory pour tout 0 < i < n et
0 <j < mtelles que:

(i) il existe M > O tel que inf ess{ by(t,y,0) ‘ ly]| > M} > 0, supess{ b;(t,y,0) I
|y] > M} oo, pour tout 0 < j < m;

(ii) il existe My > O tel que infess{ a,(t,y,p) ‘ y € [-M,M], |p| > M} > Oet
supess{ |ait,y,p)| | y € [-M,M], |p| > M} < oo, pourtout0 < i < n. Alors
le probleme (1) admet au moins une solution au sens de Carathéodory si m est
impair.

(2) Si hi: R — R est une fonction continue a support borné alors le probléme:

{ Y(@0) = h)y™ D) +y" () + e VOO 450 <1 <15
y(©) =0, y(1)=0,

admet au moins une solution y dans C? telle que —M < y(t) < M pour tout ¢ € [0, 1].
Notons que le corollaire 2.5 ne s’applique pas.

(3) Si A:[0,1] — R est une fonction intégrable telle que infess{ (1)} > 0 alors le
probleme:

Y'(1) = h(t)y™(t) + Y"1 (1) + e+t p.p. dans [0, 1];
y(0) =0, y(1) =0,

admet au moions une solution au sens de Carathéodry y telle que —M < y(f) < M pour
toutr € [0, 1].
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Par exemple le probléme:

Yty = (1) 1)y™(8) + Y"1 (0) + e¥@” 4t p.p. dans [0, 1];
y(0)=0, y(1)=0,

admet au moins une solution y au sens de Carathédory, pour tout 0 < o < 1. Soit
f(t, v, p) une fonction continue qui vérifie (H,) et ’ensemble { p(z, y) | f(z,y,p) = 0 pour
tout (£,y) € (0,1) x (—M, M)} est borné.

Alors le probleme de Neumann homogene:

{f(r) = £(t.,Y®) p.p. dans [0, 1],
Y(©0) =0, Y1) = 0;

admet au moins une solution y dans C2.
(4) Exemple: Considérons le probleme de Neumann homogene:

{y’(t) = a(t,yO))Y2 () +b(t,y0))Y () +c(t,y1)), 0<r<1;
Y(©0) =0, y(1)=0.

Si a(t, y), b(t,y) et c(t, y) sont des fonctions continues qui vérifient:
(i) lexiste M > O tel que c(t, M) > 0 et c(t, —M) < 0;
(ii) I’ensemble { (—b(t, y)(+ ou —)\/bz(t, y) — 4a(t,y)c(t,y)/ a(t,y); (t,y) € (0,1) x
(—M, M)} et borné.

Alors le probleme (4) admet au moins une solution dans C?.

Notons que dans le cas ol a(t, y) # 0 sur [0, 1] X [—M, M] la condition (ii) est toujours
vérifiée.

(5) Soit h(t) € L*(0, 1), le probléme de Neumann non homogene:

V' (t) = cos(t)yS(t) + 2¢'y()y () + y(t) + h(r) p.p. dans [0, 1],
YO =ryl)=s,
admet au moins une solution y au sens de Carathéodory pour tous r,s; d’apres le
théoréme 3.1.
Le probléme de Neumann homogene suivant:

{fm=ﬂ+1
YO =y(1)=0
n’admet pas de solution méme si f(t,y, p) vérifie I’hypothese (H;), mais elle ne vérifie
pas I’hypothese (H;) du théoréme 2.1.

Notons que dans le théoréme 3.1, on ne peut pas relaxer I’hypothese (H3) en la rem-
placant par I’hypothese (H,) du théoréme 2.1. Par exemple le probléme non homogene:

{Y’(t) = y(1) dans [0, 1],
y(0) =3, y(1) =2,

n’admet pas de solution méme si f(z,y,p) vérifie les hypothéses du théoréme 2.1.
L’hypothese (H3) n’est pas vérifiée.
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