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OPERATEUR DE STOKES DANS DES ESPACES 
DE SOBOLEV A POIDS SUR DES DOMAINES 

ANGULEUX 

MONIQUE DAUGE 

Introduction. Rappelons que l'opérateur de Stokes associe au couple 
vitesse-pression (W, p) le couple force-divergence (F, g) par: 

- AÏV + grad p = f 
—> 

div W = g. 
— • — • 

Nous nous plaçons ici en dimension 2. W = (wi, ze/2), F = (/i,/2). Voici 
l'écriture matricielle de l'opérateur: 

ce que nous noterons: ^/°ll = 
Ce système est elliptique au sens de [1] sur un domaine 12 avec les 

conditions complémentaires: Wiian = 0, w2|âi2 = 0 (Dirichlet) ; c'est donc 
ce problème que nous étudions ici. 

Nous savons que pour obtenir des résultats pour un domaine polygonal, 
il est utile d'avoir étudié un problème k"modèle" sur le secteur plan: nous 
nous référons particulièrement à Kondrat'ev [5] (étude générale de pro
blèmes elliptiques), Kellogg et Osborn [4] (étude du problème de Stokes 
avec données L2), Grisvard [2] (étude du problème de Stokes avec diver
gence nulle pour des données Hm). 

Ici, nous allons réaliser cette étude de manière systématique, comme 
l'a déjà fait Pham The Lai pour le laplacien [7], en utilisant les espaces 
à poids double H™0,yœ introduits par lui, qui généralisent les espaces Wa

k 

de Kondrat'ev. Dans le même ordre d'idée, citons l'étude du problème 
bi-harmonique par Guillement [3] et celle du laplacien pour les espaces 
L^o7œ(12) par Steux [8] (cadre non hilbertien). 

Notre méthode de travail est inspirée de celles de Kondrat'ev [5], 
Kellogg et Osborn [4], Grisvard [2] et Guillement [3]. 

Ensuite, nous traiterons de l'opérateur de Stokes sur un polygone, dans 
les espaces à poids II7

W construits à partir des espaces à poids sur le 
secteur. La décomposition de la solution en parties régulière et singulière 
pour une valeur particulière du poids a déjà été exprimée par Osborn [6]. 

Reçu le 10 mars 1981. 
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854 MONIQUE DAUGE 

Voici un plan schématique de l'article: les §§ 1-6 sont consacrés au 
secteur; les §§7-11 au polygone. Nous introduisons les notations clés 
pour le secteur dans le § 1. Dans les §§ 2, 3, 4 nous poursuivons l'étude 
d'un système paramétré pour arriver à la démonstration, au § 5, des 
résultats fondamentaux. Au § 6, nous traitons un cas important qui 
n'entre pas dans le cadre d'application des théorèmes du § 5. Nous intro
duisons les notations relatives au polygone au § 7. Nous démontrons au 
§ 8 les théorèmes généraux d'image fermée et de décomposition des solu
tions en parties régulière et singulière. Au § 9, nous établissons des 
théorèmes d'existence de solutions dans les espaces à poids, dans et en 
dehors du cadre de résolution du problème variationnel, en nous basant 
sur les résultats de Temam [9] pour le cadre variationnel. Nous obtenons 
au § 10 les théorèmes d'indice. Enfin, au § 11, nous traitons le cas par
ticulier qui correspond à celui du § 6 sur le secteur. 

Dans un prochain travail, nous traiterons de l'opérateur de Stokes dans 
les Sobolev ordinaires Hm. 

1. Position du problème, 12 désigne un secteur plan de sommet 0, 
de côté Ox et d'ouverture co. 

Rappelons la définition des espaces: 

(1.1) H?Q,yœ(Q) 

= {u e Ltoc(Û), r7°-w+lal(l + r)y°>^°Dau G L2(12), \a\ ^ m\ 

avec w f N et 7o ^ yœ. 

Par transformation conforme (x, y) —•> (/, 6) (avec, donc, x = el cos 6 et 
y = e% sin 6) 12 devient la bande B = R X ]0, co[; 

(1.2) H™ y (12) est transformé en l'espace W? (B) où 

(1.3) H?Q,9oa(B) = \u G L\0C(B)/eH\l + e')'"-% G Hm{B)}. 

Notons qu'ici le poids ne dépend plus de l'ordre de dérivation. On peut 
facilement définir une notion de trace sur ces espaces, et ainsi, par trans
port, obtenir une définition cohérente de la trace pour les H™i7œ(£l). 
Comme nous voulons étudier l'opérateur S^ avec conditions nulles aux 
bords, nous introduisons les espaces suivants, adaptés à 5^: 

(1.4) D?t.ya(Q) = {(a>i, wt, p) € H?X X Hftl X # # t ( » ) M | M = 0, 

w*w = °( 
(1.5) E?0.yœ(Q) = H?0.yœ X Hrm„,7œ X H%L<V)-

y envoie Z>"0,Yoo(Œ) dans £™,Tœ(0). Notons-le ^ 0 , 7 c o - Nous verrons que 
l'indice de J^T0,7œ est conditionné par: 

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2


OPERATEUR DE STOKES 855 

i) les valeurs caractéristiques des espaces: 

(1.6) vo = 70 - (m + 1) Vœ = ym - (m + 1) 

ii) la fonction discriminante du problème de Stokes pour l'ouverture œ: 

(1.7) F(T) 

I 2 2 - 2 

sh TCO — r sin co 

(Théorème 5.1). 
Nous verrons aussi qu'un ^ £ E™o>7œ(iï) admet en général des anté

cédents par 5^ dans des espaces "plus gros" que JD™O)7OO(Œ) et quelles 
relations existent entre ces antécédents (Théorème 5.3). 

Nous avons aussi un résultat de régularité (Théorème 5.2). 
Nous améliorons enfin les résultats prévus par ces théorèmes pour les 

cas 770 ou rjœ = —1 dans le Théorème 6.1. 

2. Transformation du problème. 

2.1. Transformation conforme. Nous avons vu qu'elle simplifie les 
espaces. 

Notons u —» u le changement de variables: u(x, y) = ïï(t, S). 
Il est en plus convenable d'effectuer les changements de fonctions 

suivants: 

(2.1) (wuw2,p) ->(£/ , V} Q) où 

U = W\ cos 6 + w2 sin 6 (radial) 

V = —Wi sin 6 + w2 cos 6 (tangentiel) 

Q = e'p 

(2.2) (A, f2, g) - > ( # ! , ff2ftf8) où 

ffi = (/icosfl + / 2 s i n 0 ) e 2 ' 

#2 = ( - / 1 sin (9 + h cos 0)e2< 

#3 = le*. 

On définit des espaces D7e0)dœ(B) et E^^iB) sur le même modèle que 
£?0,Too(fl) en (1.4) et E?0.7oo(Û) en (1.5). 

A l'aide de (1.2) on voit facilement que: 

(2.1) définit un isomorphisme XD ' Dy0,yœ(Û) -> D^0,vœ(B) 

(2.2) définit un isomorphisme XE ' ^,7œ(12) -> E%0,vœ(B) 

où 770 et 7?̂  sont définis en (1.6). 
D'autre part, y (wi, w2, p) = (/i,/2, g) devient: 

(2.3) y(U,VtQ) = (Hu H2j Hz), noté aussi y<% = # ; 
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ou: 

-Dt*U - De
2U + U + 2DdV + DtQ- Q = H, 

-Dt
2V - De

2V + V - 2DeU + DeQ = H2 

DtU+ U + DeV = H,. 

L'étude de Sf? y se ramène à celle de 5^? „ : on se donne & dans 
E™QtVœ(B) et on lui cherche des antécédents. 

2.2. Transformation de Fourier partielle par rapport à t Ç R. Notons-la 

On raisonne par conditions nécessaires: on suppose qu'il existe °lt dans 
Dl,vJB) tel que 9'# = # . 

Or, une propriété importante de H* Vœ(B) est que: 

(2.4) si„ e H , 0 , , œ ( 5 ) | V i ; € u vJ e „ v g L l ( a ) 

ce qui permet de définir pour tout r £ C ^ , ^ avec: 

(2.5) CVQ,Vœ = {r 6 C, r = ? + iv et 77 G ho, !?„]}, 

(2.6) « ^ ( T , 0) = ^"(ve") (£» 0) (c'est ici qu'intervient 0O ^ O -

(2.7) La fonction r —>&~v{j, • ) est analytique à valeurs dans Hk(]0, co[) 
et 

(2.8) 3f(DjDfy) = (ir)W(^). 

^"appliqué k^% = ^ donne, à l'aide de (2.8) un système à une variable 
(0) paramétré en r G CVo,Vœ-

BT(U(T, • ); W(r, • );<z(r, • )) = (/h(r, • ); ft2(r, • ); A8(r, •)) 

où 

w = #"£/, etc 

On obtient une simplification en posant: 

(h = - * i + 2^3 
(2.9) /2 = h2 + Dehz 

[h = fa. 
On a alors: 

lu" + (ir + l)2u + (1 - ir)g = h 
(2.10) (ir - l)tt' + (r2 + 1> + q' = h 

(( i r + l)tt + v' = /3. 

(w, z/, g) —» (Zi, /2, /s) définit un opérateur 

^ T : tf1 X tf1 X L2 -> tf"1 X tf"1 X L2(]0, co[). 
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Les conditions aux bords initiales donnent: 

u, v £ H0
l(]0, «[). 

Il est naturel de définir 5T, restriction de # \ à Ho1 X #V X L2(]0, w[). 
On a donc la condition nécessaire: 

(2.11) VrG C v , œ 5 T ( t t ( r , . ) ;» ( r , - ) ;g ( r , - ) ) 

= ( / i ( r , - ) ; / 2 ( r , - ) ; / 3 ( r , • ) ) • 

Inversement, connaissant (/i, /2, /s) à partir de & par (2.9), on va cher
cher, pour chaque r dans CVQtVœ, (uT, vT, qT) tel que: 

(2.12) ST(uT,vT,qT) = (/i,/2,/3)(r, •)• 

3. Résolvante de 5T. A. Dans un premier temps on cherche un inverse 
à droite à ^%, noté &T, (pas de conditions aux bords), de façon analytique 
en r. Pour (/i, /2, /s) G # _ 1 X H~l X L2, il s'agit de construire (u, v, q) £ 
H1 XH1 X L2 tel que 

^ T ( « , v, g) = (lu h, h). 

Pour avoir un système du premier ordre à coefficients constants, on fait 
le changement de fonctions: 

Ji = u;y2 = u'\yz = q;y± = v, 

et 9%(w, v, q) = (/i, h, h) équivaut à: 

(3.1) Y' = A(T)Y + B 

où 

F = ^ : B = 

A(r) = 

On résout (3.1) par la méthode de variation des constantes. 
Les eA(T)d. ÔJ = XJ(T, 6) pour j Ç {1, 2, 3, 4} forment une base de 

l'espace des solutions du système homogène associé à (3.1), avec 
(ei, e2, es, £4) base canonique de C4. Les Xj sont analytiques en r et C°° 
en 0. On cherche des Cj{6) tels que 

Y(6) = ZC,(0)X, ( r ,0 ) . 
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On est donc amené à résoudre: 

(3.2) Z ^ ( 0 ) X ; ( r , 0 ) = B(6) 
. 7 = 1 

en les dj puis à intégrer les dj pour obtenir les Cj. Le déterminant du 
système (3.2) est le wronskien des Xj. Il est analytique en r et ne s'annule 
pas. Les solutions du système (3.2) sont donc obtenues de manière 
analytique en r. Quant à l'intégration des djf il suffit de remarquer qu'il 
existe une application linéaire continue 

I:H-i(]0,o[) ->L2(]0,co[) 

qui relève la dérivation. / est aussi continue de Hm —» Hm+l
} \Jm G N. 

Cela achève la construction de ^ T • r —•> S%T est analytique à valeurs dans 
tous les 

^{Hm X Hm X Hm+\ Hm+2 X Hm+2 X Hm+l)} m ^ - 1 . 

B. Dans un deuxième temps, il s'agit de corriger &T(h, h, h) pour 
obtenir un élément (u, v, q) G i^o1 X i/o1 X L2(]0, <a[) tel que 

5T(w, v, q) = (lu h, /s). 

Posons 3%T(li, Z2, h) = (u0l VQ, q0). Il s'agit de trouver (w#, p#, q*) dans 
Ker ^ T tel que 

(3.3) (MO, vo, go) - («•, »*, g*) G # V X i/o1 X L2(]0, «[). 

Pour cela on exhibe une base de Ker ^ T . On remarque que, si T ^ i 
et r ^ -i, tfriu, v, q) = 0 équivaut à (3.4)-(3.6) : 

(3.4) u = 
ir + 1 

(3.5) , - ' " + ,<|L+'>V 

(3.6) v") + 2(1 - r2><2) + (r2 + l)2z; = 0. 

ete sh r0, e - ^ sh T6, eie ch r0, e~ie ch r0 sont quatre solutions indépendantes 
de (3.6). 

Pour r (? { — i, 0, i\, on pose: 

/ \ / • i 1 \ I S n T # i C n T ^ \ i9 

VI(T) = (*r + 1) \ -^T" H ~ ) e 

. . /sh r0 ch r#\ ^ 
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U\ u2 uz 
U\ 

u\ u\ u'z u\ 
9.1 92 ?3 54 

Vi V2 Vz VA 

On détermine ujt q^ à partir de vj à l'aide des formules (3.4), (3.5). 
Ainsi, pour r (? {— i, 0, i}, les triplets (ujy vj} q_j){r) sont éléments de 
Ker ^ T . 

On montre facilement que les (UJ(T), VJ(T), q_j(r)) admettent un pro
longement analytique en — i (resp. 0, i) qui est un élément de Ker ^'_* 
(resp. Ker ^ 0 , Ker *$t). D'autre part, la valeur du déterminant: 

(r) = 64 

prouve que les (Uj, vjy qj) (r) sont quatre éléments indépendants de Ker 
^ T , donc une base. 

On cherche naturellement (w#, v*, g*) sous la forme 

4 

y"! djiiij, Vj, Çj) (r) (a, scalaires). 

Donc on veut résoudre le système: 
X) ttjUjir, 0) = Wo(0) noté^i 
Y" CLMÂT, œ) = Uo(oo) noté^2 

(3 7) 
S ^ ; ( r , 0) = z/0(0) noté w3 

X̂  ajVjir, œ) = Vo(œ) noté w4. 

C'est ici qu'apparaît la fonction F discriminante, définie en (1.7). En 
effet le déterminant de ce système est égal à 16F(r). Lorsque F(r) ^ 0, 
le système admet une solution unique (ai, a2, a3, a4). D'où un unique 
(w«, v«, g*) de la forme 

(3-8) g^^(^,g,)(r) 

où les AjT(li, h, h) sont de la forme 

4 

(3.9) £./ïft(T)w*, 

obtenus par résolution d'un système de Cramer. Les /3jk sont analytiques 
et les wk dépendent continuement de (h, /2, h), via ^?T. 

Nous avons démontré: 

THÉORÈME 3.1. Soit^ Vensemble des zéros de F (1.7). Pour tout r Ç 
C\J^~, 5T admet un inverse, RT. L'application r —» RT est méromorphe sur C 
et analytique sur C\<^~ à valeurs dans tous les 

^(Hm X Hm X #m + 1 , (#w+2 n ffo1) X (#w+2 H W ) X iï*+1) 

pour m entier ^ — 1. 
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Nous explorons maintenant le cas où F(r) = 0. 
L'examen de la matrice du système (3.7), montre qu'alors elle est de 

rang 3. Son noyau est de dimension 1. D'où: 

LEMME 3.2. Si F(T) = 0, Ker ST est de dimension 1. 

La résolubilité du système (3.7) équivaut à l'appartenance de (lu h, h) 
à Im 5T. On peut écrire (3.7) sous forme vectorielle: 

£,a,Ws= W. 

Le système (Wi, W2, Wz, W*) est de rang 3. AjT est le déterminant de W 
et des Wk, à l'exception de Wj. A l'aide de ces informations, on voit que 
la compatibilité de (3.7) équivaut à l'annulation de tous les AjT (systèmes 
de rang 3). D'où: 

LEMME 3.3. Si F(T) = 0, les conditions (1) et (2) sont équivalentes: 

(1) (luKh) € I m S r 

(2) Vi 6 {1, 2,3,4) AjT(luh,h) = 0. 

Ce lemme et (3.9) donnent que Im ST est fermée. On a donc une alter
native de Fredholm. Un calcul simple permet de déterminer 

5T* : H0' X flV X U -> H~' X H~' X U 

(vi, v2, vz) -> (vi" + (ir + l)2z;i + (1 - ir)v2 + (1 + ir)vz\ 

(r2 + l)v2 -Vz'\ (1 - ir)vi - vj). 

Comme pour ST, on montre 

LEMME 3.4 (et notation). Si F(T) = 0, Ker 5T* est de dimension 1. 
-Soi/ efomc KT un élément non nul de Ker 5T*. 

L'alternative de Fredholm donne: 

LEMME 3.5. 

Im ST = \l G i î" 1 X tf-1 X L2/</, Xr) = 0} 

(l,v) = (h,Vi)H-i,Hoi + (l2,v2)H-itHoi + I hvzdd. 
J o 

Lorsque r0 est un zéro simple de F nous pouvons préciser Rés RTl 

C'est une application continue, 

L:H~l X i?- 1 X L 2 ^ i/o1 X H0
l X L2. 

Pour (/!, Z2f /3) G i / - 1 X i^"1 X L2, 

i ( / i , 2̂, h) = limr_,T0 (T - T0)RT(li, h, h). 
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Exploitant (3.8) et le fait que S%T est analytique en rCi, nous obtenons: 

L(lu /2, h) = - l i nw 0 (r - r0) ^ l ^ r (%, *>* 2J)(T) . 

Comme r0 est zéro simple de /^et que AjT, ujy Vj, et qj sont analytiques: 

i(/i, /2, /,) = - E ^ f e ^ 1 - («„ »„ g,) (ro). 
;=I lb r (roj 

C'est donc un élément de Ker ^T 0 . Comme L(/i, /2, /s) G #V X -HV X L2, 
c'est donc finalement un élément de Ker 5T0. D'où avec le Lemme 3.2: 

LEMME 3.6. Si r est zéro simple de F, soit sT un élément non nul de Ker j ^ T . 
Rés i?fif=T est de la forme l —> \(l). sT où \ est une forme continue sur 
H-1 X H-1 X L\ 

Remarque. Une particularité importante de la fonction discriminante F 
est qu'elle s'annule en — i et i, quelle que soit l'ouverture; à l'inverse de la 
fonction discriminante du biharmonique, qui est égale à F(T)/(T2 + 1). 
En effet, — i est de multiplicité 2 pour F si: F'( — i) = 0. Or: 

F' { — i) — 2i sin co(co cos co — sin co), 

s'annule pour co = coo où: co0 est l'unique solution dans ]0, 2w[ de l'équation 

(3.10) co = tgu. 

Il en est de même pour i. 
Ker Sf* est engendré par (0, 0, 1). Le Lemme 3.4 donne 

(3.11) ImS, = { ( /1 , /2 , /B) ^H~lXH~lXL2/ J hdd = o j . 

Ker S-i est engendré par (0, 0, 1). Le Lemme 3.6 permet de déduire: 

LEMME 3.7. Supposons co ^ co0. Notons TTI et 7r2 la première et la deuxième 
projection de H0

l X Ho1 X L2 sur Ho1. Nous avons que les applications 
T —> 7Ti o RT et r —» 7T2 o RT admettent un prolongement analytique en —i. 

Appliquons maintenant les résultats obtenus à la résolution de (2.12). 
Utilisant (3.3) et (3.8), nous avons, pour r £ C, i,œ\^" 

(3.12) (uT,vr,qr) = # r [ ( / i , / „ / , ) ( T ) ] - ^ ^ [ ( ^ ^ ^ ( r l l ( ) ( r ) . 

(3.13) Notons (ur, vT, qr) = zr. 

(3^13') Rappelons que (h, /2, h) (r), que nous noterons aussi lT, provient 
de ^ £ E™o,Vœ(B) par (2.9), et est analytique de C,of1?oo à valeurs dans 
Hm X Hm X Hm+1 (]0, co[) par (2.7). Le Théorème 3.1,les Lemmes 3.2, 
3.3, 3.4 et 3.5 et la formule (3.12) donnent: 
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THÉORÈME 3.8. a. r —» zT est mêromorphe de C^<y]œà valeur s dans 

(Hm+2 C\ H,1) X (Hm+T\H,1) XHm+l(]0,œ[). 

Ses pôles coïncident avec des zéros de F. 
b. Soit TO un zéro de F de multiplicité d intérieur à CVQ ,„œ. 
b l . Si (lT ,KT) 9e 0, r —» zr admet un pôle d'ordre d en T0. 
b2. Sz (lT , KT ) = 0, r —» zT admet un pôle d'ordre S d — 1 enro. 

Ce théorème donne donc une CNS de prolongement analytique en r0 

si To est un zéro simple de F (cas de loin le plus fréquent). F admettant, 
pour certaines ouvertures co, 2 zéros doubles conjugués, il nous faut étudier 
le cas où d = 2 (il n'y a pas de zéros de multiplicité supérieure). 

Nous nous plaçons dans le cas où (1TQ1 KT) = 0 i.e., 1TQ G Im 5To et nous 
cherchons une CNS pour que zr admette un prolongement analytique en 
ro: 

limT_»r0 (r - T0)zT = 0. 

Soit h un antécédent de 1TQ. NOUS avons: 

(3.14) limT^To (r - ro)zT = (r - r0)
2Rrfr 

où 

r — TO T — To 

fT admet un prolongement analytique en T0 : 

(3.15) ft% = | (r.) - S,.' • h. 

(ST
f s'obtient en dérivant en T tous les coefficients de ST.) 
Du Théorème 3.8 nous déduisons l'équivalence 

(3.16) lim r , r o (T - roVRrfr = 0 « </ro, Xro) = 0. 

La condition: 

7- (ro) — Sr0' • h € Im 5r0 

(cf (3.15) et (3.16)) est donc indépendante de l'antécédent h choisi pour 
1TQ. Donc: \/s G Ker STQJ STQ'S G Im 5To. Cette condition est d'ailleurs 
spécifique des zéros doubles. On a une condition identique pour l'adjoint. 
D'où le lemme, qui fait suite au Lemme 3.4: 

LEMME 3.9 (et notation). Si T est un zéro double de F, ST*'KT appartient à 
Im ST*. Soit donc LT un antécédent de S*rKT : 5T*Lr = ST*'i£T. 
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A l'aide de LT0, on peut donner une expression indépendante de h à la 
quantité (STo'h, K T Q ) . On a: 

(STQ%KTo) = (Sr*'KTQth) = <5ro*LTo,*> = (Sr^L^). 

D'où: 

(3.17) (STQ'h,Kr0) = (lr,,LrQ). 

Le Théorème 3.8 et (3.14)-(3.17) donnent: 

THÉORÈME 3.10. Soit r0 un zéro double de F, intérieur à CVQ<riœ. Les 
conditions (1) et (2) sont équivalentes: 

(1) zT admet un prolongement analytique en r0 

( 2 ) </r0f X r 0 > = 0 et (^ ( r o ) , X r 0 ) - (lrQ,LvQ) = 0 . 

4. 77-antécédents. Pour # G ^ v * œ
 e t ^ ^ [loijiœ] j'appellerai (4.1) 

^-antécédent de # tout # 6 Dlv(B) vérifiant ^ # = @\ C'est une 
notion naturelle car & appartient aussi k E™tV(B) qui contient E™Qtriœ(B). 

THÉORÈME 4.1. Soit r\ G ho, i?oJ- Si ^ n'a pas de zéro de partie imaginaire 
r), & admet un unique rj-antécédent, noté °ttn. 

Démonstration. La condition nécessaire (2.11) et le Théorème 3.1 (ST 

injectif pour tout r de partie imaginaire ??) donnent l'unicité. Le Théorème 
3.8 donne l'existence de 

(uri vr, qT) G (H™+* C\ Ho1)' X £P+1(]0, co[) 

pour tout r de partie imaginaire rj. 
Notons uv la fonction : B —> C 

(£, d) ->UH.in(fi). 

De même vv et qv. Il faut d'abord avoir: 

(4.2) «„ 0, G ^Hm+2(B), q, G &Hm+x(B). 

Fourier de Hm(B),JrHm(B) est caractérisé par: 

« G ^Hm(B) «=> f Z I (1 + |*|2) W"|2dft*É < + oo. 
•̂  R ^+*-m ^ 0 

On obtient une majoration de 

f . . . du 
J l£|£*o 

pour {o fixé, par la norme de RT dans i f (# w X Hm X Hm+\ Hm+2 X Hm+2 
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X Hm+1) pour T = £ + ÏT) avec |£| ^ £0- Pour le morceau restant 

...du 
/ , m>*o 

pour £0 assez grand, on opère comme dans l'appendice B de Kellogg et 
Osborn [4], en se basant sur les estimations [1] relatives à un ouvert B* 
régulier: Si U*, F* € HJ(B*) et Q* G L2(£*): 

| ( £ / * , F * , Ç * ) | | ^ + 2XH»» + 2Xff~ + 1(B-

^ C( | | y ( [ /* , 7*,Q*)|| 

+ ||(£/*, 7*,Q*)||LSxi.xi ;. (i..)) 

(Théorème 10.5 dans [1] appliqué à S/7 elliptique). 
On obtient finalement une majoration: 

(4.3) \\u^\\^Hm + 2 + \\vv\\&Hm + 2 + \\g_^\3FHm+l 

= C{y])Ç\\h\\^H^ + \\h\\&H™ + ll^ll^^w+i)-

Nous pouvons poser: 

On a: 

# ( « „ É7„ g,) G (# w + 2 H iïo1)2 X Hm+'{B) 

par (4.2) donc # „ G D™V(B). Enfin, par construction, 5 ^ î \ = # . 

Il est très intéressant de comparer pour m p̂  ry2 &^ et ^ \ 2 . En effet, 
s'ils sont égaux, ils appartiennent alors à D™it1,2(B). 

(4.4) On voit ainsi qu'une CNS pour que @ ait un antécédent dans 
D™o>Vœ(B) est que &VQ et ^Voo existent et qu'ils soient égaux. 

THÉORÈME 4.2. Soit 771, 772 G [170, yœ] avec 771 < 772. Ow suppose que F n'a 
pas de zéro de partie imaginaire 771 ou 772. Alors: 

$,,(*, • ) - $ , , ( / , • ) = i V 2 ^ Z Rés (e i ,T2r) |T„ 

ow2T désigne (uT,vT, qT) conformément à (3.13). 

La démonstration est assez classique. Disons seulement que la majora
tion (4.3) et le fait que r —» RT soit continue sur un voisinage des droites 
R + Z'T?I et R + it]2 interviennent de façon essentielle. Le principe de la 
démonstration est une intégration de la fonction méromorphe r —» eitTzT 

sur un rectangle avec calcul classique des résidus, puis passage à la limite 
sur le "contour" infini constitué par les droites R + irji et R + ir\<i. 

On cherche maintenant à connaître la forme des résidus. 
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T H É O R È M E 4.3. Soit r0 un zéro de F intérieur à CVQtVœ. Soit d son ordre de 
multiplicité. Notons par 

s : limT_>To ( r - T0)
dzT 

et sid = 2, notons par 

a : limT_To (r - r0) [zT - ^ i f ^ ) ' 

On a: 

iv D , / m x (eltT°s sid = 1 
1) R e s (e zT). = j Ï«T / , -, \ - 7 

y v ' i ^ o {elt 0 O + its) sid = 2. 

2) 5T05 = 0 etde plus si d = 2 : Sroo- = — ST0 'S-

3 ) ^ [ R é s c " T 2 ; T | _ ] = 0. 

Preuve. 1) Immédiat grâce au développement de Laurent de s r en r0 

dans i^o1 X i ïo1 X L\ 

2) Sros = limT_ ro (r - r0)d[/T - (Sr - S r > T ] . 

Posons 

T _ 5r — 5rQ 
i T 

T — To 

TT est analyt ique. D 'aut re part , lT est analytique. On a: 

5To5 = limT_,To (r — T0)d + irT2T 

qui est nul car le pôle est d'ordre ^ d.Sid = 2, 

STQcr = limr_>To ( r — TO)STQZT 

car ST s = 0. En raisonnant comme ci-dessus on obtient: 

ST()o- = — l imT^T o (r — TQYTTZT. 

O: r 
5" . Xr 

ZT = 7 V2 + (r — ro) r — r 0 

où xT est analyt ique en r0. 
D'où 

5TQO- = — l i m ^ ^ TTs. 

C'est égal à — TTQS e t comme T7Q = STo', on a ce qu'on veut . 
3) Découle du 2) en remarquant que<5^[Rés] = 0 équivaut à: 

eitToSTOs = 0 si d = 1 

eitToSTO<j + iteitToSTOs + ^ roS r o '<> = 0 si d = 2. 
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5. Résultats. Nous allons être en mesure de dégager une CNS pour 
que & ait un antécédent dans D™QIVOQ(B). Par (2.7), il apparaît qu'une 
condition nécessaire est que uTJ vT et qT soient analytiques sur CVoiVœ. 
(4.4) et le Théorème 4.2 montrent que cette condition est suffisante. 
D'après les Théorèmes 3.8 et 3.10, il nous faut transcrire par rapport au 
second membre 

# = (/i,/*,g) €£?..•>„(a) 

les conditions: 

(5.1) </rol KH) = 0 

(5.2) ^ ( r o ) , ^ 0 ) - </r0)Lr0> = 0. 

En récapitulant les différentes transformations effectuées pour passer 
de & à /TQ, on obtient facilement que: 

(5.1) équivaut à $ T 0 (^ ) = 0 où 

(5.3) S r n(/i ,/2 ,g) /l*l(0) +f2<t>2(d) +\g4»(0) dxdy 

avec (0i, 02, 03) obtenu à partir de KTQ = (fei, &2, £3) par: 

0i = — fei cos 6 — k2 sin 0 

(5.4) 02 = — fei sin 0 + &2 cos 6 

03 = 2fei ~ k2' + k*. 

Comme r0 est intérieur à CVQtVœ, $T0 est une forme linéaire continue sur 
£!To,0co(Œ) 

Cas particulier: r0 = i; conformément à (3.11), on a: 

/ . 
^ i ( / l , / 2 , g ) = I g^X^. 

On retrouve la condition de résolution du problème variationnel sur un 
borné. On trouve de même que (5.2) équivaut à: \FT0(^) = 0 où 

(5.5) faffing) 
J si 

r lT° Log r Mi(fi) + hfa{B) + ±
rgct>,(d)\idxdy 
1 

+ JV M W + M 2 W + -g*3(0) dtfûty 

avec (0i, 02, 03) donné par (5.4) et (\pi, fa, fa) obtenu à partir de LTQ par 
les mêmes formules que (5.4). Ces triplets sont Cœ en 6 et appartiennent 
à i/o1 X i^o1 X L2(]0, co[). Comme r0 est intérieur à C,0ilîoo, ¥T0 est une 
forme linéaire continue sur £™o,7oo(S2). 
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THÉORÈME 5.1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes. 
(1) F n'a pas de zéro de partie imaginaire rjoour]^ 
(2) L'image deSf™Q>yœ est fermée. Dans ces conditions j^70 ,eœ est à indice 

et son indice vaut: 

- card (^ Ç\ C V i J - card (#' H Cv0,vœ) = - cod im^ 0 , 7 œ 

(en effet S^^ojœ e$t toujours injectif) avec: &~ Vensemble des zéros de F et 
^ ' V ensemble des zéros doubles de F. 

Preuve. Le sens (1) =» (2) provient de tout ce qui précède. Nous avons: 

Im y?0 ,yœ = ( H Ker <ï>r ) H f fl Ker *T 

ye* ncVo,Vœ J ye*'ncVo,Voo 

L'injectivité provient de l'unicité des 77-antécédents (Théorème 4.1). La 
formule de l'indice découle du fait que les 3>T pour r £ Ĵ ~ C\ Cr,0ttloo et les 
^T pour r 6 3F' C\ CVQtVœ sont indépendantes. Pour le sens (2) => (1), 
on suppose que (1) n'est pas vérifié, par exemple que i^aun zéro de partie 
imaginaire 770, soit r0. On montre, ce qui est équivalent, que Im S?™ Vœ 

n'est pas fermée. Pour cela on construit une suite &nde D™ iV (B) telle 
que: la suite j ^ ^ n converge pour la topologie de E™QtVœ(B) vers un élément 
& qui, lui, n'appartient pas à l'image deS?™0,Vœ. 

Soit pour cela: 
5 un élément non nul de Ker STQ. 
</> une fonction de troncature sur R, qui vaut 1 sur]—00, 0] et 0 sur 

[ l , + o o [ . 
On définit pour n G N*: 

C = $(t)e(iT»+1/nUs(d). 

La valeur de & est : Sf (<j>(t)eitTQs(d)) qui n'a pas de rço-antécédent. 

Une application immédiate de ce théorème est: 

(5.6) COROLLAIRE. S i ^ C\ CVQ,VOO est vide, <î T0,Too est un isomorphisms 

F n'a pas de zéro réel. Donc, pour yo = yœ = 0: 

(5.7) Vm Ç N, S^m+i,m-\-i est un isomorphisme. 

Plus généralement, on est dans la situation de (5.6) si 

(5.8) 770 > — 1 et r]œ < 1 lorsque co < w 

(5.9) 770 ̂  — coo'/co et rjœ ^ coo'/co lorsque co > TT 

où coo' est l'unique solution de l'équation 

sin co 
= — cos coo, 
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avec wo donné par (3.10). 

CÛQ ^^> 1.43030 7T 
aV ~ 0.812825 7T. 

L'étude faite au § 3 montre que l'opérateur ST possède une bonne 
régularité: si ST(u, v, q) G Hm X Hm X Hm+l(}0, a>[), alors 

(u, v, q) G Hm+2 X # m + 2 X # m + 1 (]0, «[). 

De là on déduit: 

THÉORÈME 5.2. Supposons que Pria pas de zéro de partie imaginaire 770 
ouriœ.Si<% G D~*Voo(Q) esttelqueyty G E?0,7oo(n), a/ors ^ G D™,7oo(Œ). 

Nous allons maintenant voir ce qui se passe quand ^ est donné quel
conque dans &e0,oœ(®)-

(5.10) Pour r G Ĵ ~, soit sT un élément non nul de Ker ST. 

(5.11) Pour T G ̂ r / , soit <jT un élément de H0
l X i/o1 X L2(]0, co[) 

vérifiant: 

5T(7T = —ST'ST. 

(5.12) Soit FT = X D - 1 ^ " 7 ^ ) . 

(5.13) ZT = Xn-l(e^[aT + itsT]). 

Nous pouvons énoncer: 

THÉORÈME 5.3. Supposons que F ri a pas de zéro de partie imaginaire 770 
our,œ.Soit& eE?Q,yjQ). 

1) ^ admet dans D™QjyQ(iï) un unique antécédent °U'0, et dans D™œt7œ(Çl) 
un unique antécédent ^ œ . 

2) II existe des constantes XT pour r G ^~ /^ Cv^œ ^ ^r £ ^ r r £ ^~' ^ 
CrjQir,œ telles que : 

{%o-(%œ= £ \rYT+ £ MxZr. 

YT est donné par (5.12) etZTpar (5.13). 
3) Pour r G^~, YT est delà forme: 

(riTy1(6)Jr
i^y2(d),riT-1yz(d)). 

Four T G ^~', Zr est de la forme: 

(riT[zi + iyiLogr],riT[z2 + iy2Logr],rir-l[zz + iyzhogr\). 

Les y j et Zj sont des fonctions C°° en 6 dont l'expression dépend de r. Les YT 

et ZT annulent Sf et ri appartiennent pas à D™otyœ(Çl) (mais D™œt7 (£1)). 

Preuve. Le 1) provient du Théorème 4.1. Le 2) sera démontré par 
application du Théorème 4.2 pour 771 = 770 et 772 = 7700 (on applique 
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XD"1 à l'égalité du Théorème 4.2) si l'on montre: pour r0 zéro simple de F: 

(5 .14) R é s êiiTzTW=TQ = \TOeitTosT() 

pour TO zéro double de F: 

R é s eitTz7\T=TQ = eitTo[\TQsTQ + M T 0 O T 0 + itsTQ)]. 

Pour cela on applique le Théorème 4.3 en utilisant les notations (5.10) et 
(5.11): Si <i = 1, comme dim Ker STQ = 1,3 XTQ tel que 

s = \r0sTo. 

D'où (5.14). Si d = 2, il existe de même IJLTQ tel que 5 = MT0STO; comme 

Sr0o- = -STQ'S 3 XT o telque 

a = JS^O + Kw 

D'où (5.15). 
Le 3) provient de la définition de XD~1'- si on note sT = (si, 52, s3): 

3>i = si cos 0 — 52 sin 0 

3/2 = Si sin 0 + S2 cos 0 

y 3 = s*. 

E t (zi, 22, 23) est obtenu de la même manière à part ir de o>. 

Remarque. Un choix judicieux de sT, et éventuellement de aT, permet 
d 'obtenir: 

si T zéro simple: XT = <£r(â^) 
si r zéro double: /xT = <£T(^) et Xr = a T ^ T ( ^ ) où aT est une constante 

qui ne dépend pas de &. 

6. Cas d u pôle r = —u Comme s-t = (0, 0, 1), F_* = (0, 0, 1). 
Lorsque — i est zéro simple de F, i.e., quand co ^ co0 (3.10), la seule 
singularité associée à — i est ainsi polynômiale en x et y. On est donc en 
présence d 'un pôle r "régulier" au sens de [5], p. 239. C'est d'ailleurs le 
seul cas de pôle régulier qui se présente: les ZT ne sont jamais poly-
nômiaux; et pour qu 'un YT le soit, il faut que r soit de la forme —ia 
avec a entier naturel. Or F n ' admet que — i comme zéro de cette forme. 

T H É O R È M E 6.1. Supposons que: 

a ) co 7e coo 

b ) VO 7e Vœ 
c) le seul zéro de F dans la bande {fermée) CrjQtr,œ est — i. 
Soit & G E™o>7œ(iï). Soit rj!^ — 1, compris entre 770 et rjœ. 0i = 771 + m + 1. 

Soit °tt = (wi, w2, p) Vunique antécédent de & dans 1)^^(12) . Alors il 
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existe C constante indépendante de & telle que: 

IW| m+2 + | M | m+2 n + \\Dxp\\ m + \\Dvp\\ m 
UHy0

+,yœ(Q) UHy0,yœ(ïi) llHyQ,yœÇQ) ' liHy0,yœ(Q) 

£ C\\&\\ m 
^ 0 . 7 œ ( Q ) 

Remarque. Ce théorème généralise (5.6). On perd seulement \\p\\Lv0,vœ(n)' 

Preuve. Lorsque, ni 770, ni 17 œ, n'est égal à — 1 , c'est une simple applica
tion du Théorème 5.3: <%0 - tyœ = (0, 0, X_z) et <%x égale ^ 0 ou °l/m. 
Lorsque, par exemple, 770 = — 1 , en utilisant le Lemme 3.7, on définit 
û-i sur B par 

« - i ( M ) = «{-iW, 

et de même #_i. On montre de même que pour le Théorème 4.1 que 
U-\ = el^U-\ appartient à H™^V^(B), ainsi que F_i. De même que dans 
le Théorème 4.2, comme F ne s'annule pas à l'intérieur de Cr,0,Vca, on 
obtient U-i = £/ et F_i = F où [/ et F sont les deux premières com
posantes de <%œ. Donc U, V 6 H^œ(B). 

Avec les relations: 

Wi = £/ cos 0 — F sin 0 

w2 = £/ sin 0 + F cos 0 

£>*£ = /1 + Awi 

^Z/P = /2 + AW2, 

on arrive à la conclusion du théorème. 

7. Introduction du problème sur le polygone. 12 désigne dans toute 
la suite un polygone connexe. Ses sommets sont notés Ai, ... , AN. Pour 
chaque j dans {1, . . . , N}, 12 coincide au voisinage du sommet Aj avec un 
secteur Çljm Soit co; l'ouverture de 12̂ -. 

On peut toujours supposer les sommets de 12 suffisamment éloignés pour 
que, pour tout 7, D(Ajt 4) ne contienne pas d'autre sommet de 12 que Aj. 

4>j désigne une fonction de troncature C°° telle que: 

<t>j s= 1 sur D(Aj} 1) 

4>j = 0 en dehors de D(Aj, 2). 

On complète l'ensemble <£i, . . . , <j>N par une fonction </>0 de façon à 
obtenir une partition de l'unité sur 12. 

Il existe un ouvert régulier 120, contenu dans 12, qui contient le support 
de <£o et qui est distant d'au moins J de chaque sommet Aj. 

Voici les espaces à poids que nous utiliserons: pour le poids (71, . . . , 7^) 
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G R^, noté Y> et m entier positif: 

(7.1) n ^ = {u G l î o c W / ^ € H™iyj(Çlj)J = 1, . . . , 7V;<M 6 Hm(120)}. 

Avec le produit scalaire qui s'impose, Uy est un Hilbert. w G IlÇ(12) 
signifie que w G i^ïïcW e t Que> pour tout j G {1, . . . , N} et \a\ ^ m, 

ryj-m+lalDa(^u) G L2(0) 

(V;- désignant la distance à ^ ) . 
Nous utiliserons les notations suivantes pour les poids: y ^ yf signifie: 

Vj G {1, . . . , N] 7j ^ y/, sup (y, Y') = Y" signifie Vj G {1, . . . , N} 
y/' = sup (T;, 7 / ) . Si 0 G R, (3 est l'élément (0,. . . , 0) de R*. 

Voici deux propriétés évidentes des IlÇ: si 7 ^ 7 ' , IlÇ c* 11^, les 
dérivations envoient IlÇ dans Ily -1 . 

Aussi, à partir des espaces 11^(12), on définit les espaces Dy(Q) et 
Ey(to) de la même façon que les D™0,yœ et les E™.Q,yœ à partir des HyQtyœ: 
cf. (1.4) et (1.5). 

Notons y y l'opérateur de Stokes avec données nulles aux bords qui 
envoie Dy(iï) dans Ey(Q). Notre objet est l'étude des opérateurs y y. 

De façon analogue au secteur, les résultats dépendront: 
i) des valeurs caractéristiques des espaces: 

(7.2) n = Y - (m + 1) cf. (1.6) 

ii) des zéros des fonctions discriminantes (1.7) associées aux ouvertures 
co,-: 

1 2 2 - 2 

„ , N sh roij — T sin o>j 
^ ( r ) = 1 2 1 . 

T 

On notera: J ^ l'ensemble des zéros de iv» ^ V l'ensemble des zéros 
doubles. Pour n e t n ' G R^: 

(7.3) J S ( n , n') = J F , C\ C , . , v ; jF / (n , „') = J T ; n C,..,,, 

où, comme d'habitude, 

d»,-.*/ = fr £ C / I m T £ hi, î?/]}. 

Les singularités apparaissant sur les secteurs Çlj vont intervenir. C'est 
pourquoi on note: 

(7.4) pour r G ^S-, FJT est la singularité (5.12) relative au secteur Q .̂ 
(7.5) pour r G ^"/, ZjT est la singularité (5.13) relative au secteur Qjt 

Comme nous sommes dans le cas borné, c'est le comportement au voisinage 
de Aj des YjT et ZjT qui importe. D'où les troncatures: 

<£-
(7.6) UjT = <t>jYjT pour r G & j 

VjT = <t>jZjT pour T Ç:S^ • 

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2


872 MONIQUE DAUGE 

La singularité à l'infini étant ainsi court-circuitée, on a: 

LEMME 7.1. Soit T G J % resp. r G ^ / . l \wr m G N et y G R^ tels que 
yj — (m -\- \) > Im T on a: 

Ujr € D%(Q),resp. VjT G Z)Ç(Û). 

Par contre, comme UjT est "en r / T " et F ; r est "en r / r Log r / ' (cf. 
Théorème 5.3), on a: 

LEMME 7.2. Si ^we somme: 

Z ( Z X,T£/iT+ Z ^ F J 
\ lmT>7)j ImT>7jy / 

appartient à £>y(12), ators /̂ W5 /es coefficients XjT et \xjr sont nuls. 

D'autre part, commet Y jT = 0 etS^Zjr — 0, on a: 

LEMME 7.3. Soit r Ç J % r e ^ . r G J ^ ' . P<w tow/ m £ N et tout y G R*, 
on a: 

y UjT G £? (0 ) , r ^ . ^ 7 ; - T e £?(Î2). 

8. Théorèmes généraux. Dans le cas du secteur, l'hypothèse " P n ' a 
pas de zéro de partie imaginaire 770 ou t]J} jouait un rôle fondamental 
(Théorèmes 5.1, 5.2, 5.3). C'est pourquoi nous sommes amenés à formuler: 

Définition 8.1. Pour m entier et y £ R^, l'hypothèse J4?y est définie 
par: \/j £ {1, . . . , N}, Fj n'a pas de zéro de partie imaginaire y\i (7.2). 

THÉORÈME 8.2. (décomposition en parties régulière et singulière). Soit 
w ^ N ; y , y ^ F tels que: 

y ^ y' etffl1^,^1^', soient vérifiées. 

Si °tt £ Z>y/(!2) es/ to/ que $f°lé £ 2^(12) a/ors ûlé se décompose de manière 
unique en: 

(8.1) ^ 0 + Z ( Z ^irUjr + Z M i r 7 J 

où °U'0 G 2)^(12) g/ vérifie les estimations: 

(8.2) H ôll ^ C ( | | ^ ^ | | + I W I ). 

Preuve. Pour chaque j dans {1, . . . , N\ la troncature par </>7 nous 
ramène au cas du secteur 12 ;- pour les poids yj en 0 et 7 / en co . Sf(4>fâ) £ 
£y.i7./(12) avec la majoration: 

(8.3) ||̂ (^)Lm ^ C( | |y^ | | _ + \\<%\\B m +2XHm +2XHm +1 (Qo) J . 
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L'application du Théorème 5.3 (parties 1) et 2)) pour le second membre 
Jf(<i>fâ) et pour chaquej permet de construire °tt§ vérifiant (8.1) et (8.2). 

Remarque. A l'aide des inégalités (8.3), on montre que l'on a mieux que 
(8.2): ^ o vérifie les majorations: 

(8.4) H^oll^ m S CQ\y<%\\s m + | | ^ | k - 2 x ^ + 2 x ^ + 1 ( f i 0 ) ) . 

THÉORÈME 8.3 (Image fermée). Les conditions suivantes sont équivalentes: 
(1) 3fy est vérifiée. 
(2) 5^Y est à image fermée. 

Preuve. (1) => (2). Si °tt G Dy, on a, avec les notations du Théorème 
8.2: °i/ = °tt §. °tt vérifie donc les estimations améliorées (8.4) : 

m +2 XHm +2 XHm +1 (fio) ; . 
z>Y Ey 

Les estimations de [1] relatives à l'ouvert régulier 120 permettent d'en 
déduire les estimations a priori: 

wnn » ^ c{\\yn m + wnn -,)• 
D *f hi >y -D'Y 

Comme on montre que pour tout entier m positif, l'injection de Dy dans 
Dyl est compacte, on est ainsi dans les conditions du lemme de Peetre, 
d'où l'on déduit que S^y est à image fermée (de plus, son noyau est de 
dimension finie). 

(2) => (1). On suppose queJ^Ç n'est pas vérifiée. Il existe donc j et r 
tels que FJ(T) = 0 et Im r = rjj. 

En considérant la suite °ttn = rjl,nUjT1 on voit qu'il n'existe pas de 
constante C indépendante de n telle que 

11̂ .11 „ ̂  c(\\ywn\\ m + \\<%n\\ . , ) . 

D'après le lemme de Peetre, on déduit que l'image de 5^Ç n'est pas 
fermée, ou le noyau de <5̂ Ç n'est pas de dimension finie. 

Or Ker j ^ Ç est de dimension finie: en effet soit y' ^ y tel que tffy* 
soit vérifiée; Ker S^y e s t de dimension finie et contient K e r ^ Ç -

Donc Im ¥'y n'est pas fermée. 

9. Existence de solutions. Contrairement au cas du secteur (Théorème 
5.3), nous n'avons pas encore de conditions d'existence de solutions. Nous 
partons du théorème suivant, issu de la résolution d'un problème varia
t iona l : [9]. 

THÉORÈME Q.I. Soit (fhf2, g) £ H-1 X H-1 X L2(ti) tel que 

gdxdy = 0. 
/ . 
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II existe un unique (wh w2) G HQ1 X HQ1 (fi) et un element p de L2 (12) unique 
à une constante additive près tels que: 

y(wuw2,p) = (A,/ 2 ,g) . 

La relation entre "solution variationnelle" et espaces à poids se fait par: 

LEMME 9.2. Si m et y sont tels que n ^ 0 alors 

EÇ e> H-1 X H-1 X L2 et £>Ç c* ff0i x W X L2. 

S'il existe j tel que y\i > 0,ces inclusions sont fausses. 

THÉORÈME 9.3 (régularité de base des solutions variationnelles). Si 
(/i,/2, g) 6 £m+i est tel que 

f. gdxdy = 0, 

a/ors *7e" (w\, w2,p) donné par le Théorème 9.2 est dans D^+i-

Preuve. Nous avons: 

(wi,W2,£) G W X i/o1 X L*(Sl). 

L'inclusion de H0
l dans I V est classique. Ainsi (wi, w2, p) est dans 

IIo1 X IIQ1 X L2, donc dans DQ~l. Le théorème se déduit alors du Théorème 
de régularité 5.2 appliqué aux iïj (pour 770 = y)œ = 0) et de la régularité 
intérieure sur Œ0[l],

 e n opérant par partition de l'unité. 

APPLICATION DU THÉORÈME 8.2. Soit m et y tels que n g 0 et J^y soit 
vérifiée. Soit (/i,/2, g) (E Ey tel que 

L gdxdy = 0. 

"La" solution variationnelle °ll = (w\, w2, p) donnée parle Théorème 9.1 
appartient à £C+i et se décompose selon (8.1) avec: 

Y' = m + 1 (n' = 0). 

Nous retrouvons comme cas particulier (y = 0) le résultat de [6]. 
Nous allons établir l'existence de solutions en dehors du cadre varia

t iona l : n > 0. 

LEMME (et notation) 9.4. a) Sin < 1, IIÇ+1 ^ L1 

£ - = | g ? G J E ? / j 7T3̂  = 0( 

^ zm hyper plan fermé de Ey qui contient Im S^Z. {j%3 désigne évidem
ment la 3 e composante de&.) 
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b) S'il existe j tel que i^ > 1, alors: il existe %* € Dy tel que 

Tz(y<%*) = 1. 
/ . 

Dans ce cas Ey désignera Ey. 

Preuve, a) Lorsque n < 1, on montre facilement à l'aide de l'inégalité 
de Cauchy-Schwarz que 

n™+2<^W1A et II!J+1c*z,i. 

Les propriétés de E1^ découlent alors de la formule de Green car: 

7T3^ = div Oi , w2) et wiiao, w2\dQ = 0. 

b) Nous allons montrer un résultat plus précis dont découlera facile
ment le résultat annoncé. 

LEMME (et notation) 9.5. Soit j G {1, . . . , N}. Dans tout V ensemble des 
singularités UjT} pour T Ç J ^ , et des singularités VjT, pour T G J^V, il existe 
un seul élément U* tel que: 

i w3(yuj*) * o. 

Si u, 7e wo, U* — Ujfi où o)0 est défini en (3.10). Si ce, = co0, U* = Vt,t. 

Preuve. Soit (wu w2, p) une singularité. C'est un Ujr ou un VjT-

y{wuw*,p) = {fuît, g). 

Comme les ¥ YjT et 5^Zjr sont nuls, le support de g est contenu dans la 
couronne 

C(A n 1, 2) : f g = f g. 
«^ fi « / Î2 v 

On est ramené au cas du secteur. C'est pourquoi nous nous replaçons 
dans le cadre du début: fi secteur de sommet 0, d'ouverture co, etc. 
(wi, w2j p) est un <j> Yr ou un 0ZT. 

Effectuons sur (wu w2t p) et (/i, /2, g) les transformations XD et XE 
définies en (2.1) et (2.2). Nous obtenons: 

I gdxdy = I (DtU+ U + DeV)etdtdd 

= I £>^£ / ) + De(etV)dtdd. 
J B 

Comme supp g C C(0, 1, 2), on intègre en (/, 0) sur le rectangle 

R = [0, Log 2] X [0, co]. 
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Tout étant Cœ sur R, on peut appliquer la formule de Green. D'où: 

I gdxdy = I e\Uvt+ Vve)dd. 
*^Î2 • / dR 

U et V étant nuls sur les trois côtés de R : S = 0, 6 = co, t = Log 2, il 
reste / = 0: 

(9.1) I gdaaty = I U(0,6)d0. 
J Q J 0 

Si (wi, w2, £) est un <\> YTJ 

£7(0, 6) = si(0) où (sl9 s2, 53) e Ker 5T\{0) 

(considérer (5.10) et (5.12) en remarquant que <t> vaut 1 pour r = 1). 
(9.1) donne: 

I g<fa;*y = I S!(d)dd. 
J si J 0 

Si r ^ i, 5i = — S2 /(ÎT + 1) ; comme s2 G iïVQO, w[) on a donc: 

I gdxdy = 0. 

Si T = i, le calcul de Ker Si montre que Ton a: 

Si (6) = cos (20 -co) — cos co. 
D'où 

I gdxdy = sin co — co cos co ; 

c'est nul si et seulement si tgœ = co. 
Si (wi, w2, p) est un </>ZT, (9.1) donne à l'aide de (5.11) et (5.13): 

I gdxdy = I <ri(0)d6 
J n J 0 

où (ci, (72, (73) est tel que ST(ai, a2, 0-3) = —5/(51, S2, S3). Si r ^ i, on a: 

Wi + oV 
cri = — —: 7~r- . 

IT + 1 
Comme 

I Ji(0)d0 = O et cr2£ iïo1 (](>,«[), 
J 0 

on a: 

/ . 
gdxdy — 0. 
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Si r = iy il ne reste que le cas où œ = œQ (sinon Z{ n'existe pas). Un 
calcul explicite montre alors que 

r (n(d)dd 9* 0. 

THÉORÈME 9.6. Soit m, y tels que n ^ 0 etJtfy soit vérifiée. Pour tout 
^ G Èy (notation 9.4), il existe °tt 6 Dy tel que^fy = &. 

Preuve. Pour j G {1, . . . , N}, <t>fê Ç Eyj<yj(iïj). Par le Théorème 5.3, 
nous savons qu'il e x i s t e ^ - 6 Z>™.,7.(^) 'tel que ¥Y j = 0 ^ . Soit 

* o G B y ( f l ) et ^ - y ^ e C i 

(il est nul sur tous les D(Aj, 1)). 
Si n < 1, nous voyons par le Lemme 9.4 que ^ — £f°H§ G ^m+i-

Le Théorème 9.3 nous donne un antécédent °U\ dans P^+i à ^ — Sf°l/<s. 
Comme n ^ 0, D^+i CD^.W = W0 + W1 convient. 

Si 3j tel que rjj > 1, considérons le °ll* du Lemme 9.4. Il existe un 
coefficient c tel que 

On termine comme dans le cas précédent: °tt = °U\ + c°tt* + ^ i -

Application. Pour w et y tels que J^Ç soit vérifiée et ^ G Èy, le 
théorème précédent et le Théorème 8.2 appliqué pour y' = sup ( f ,m + 1) 
fournissent des solutions au problème y°tt = & ainsi que leurs décompo
sitions en parties régulières et singulières. 

10. Théorèmes d'indices. Nous utiliserons les quantités suivantes: 

N 

^ ( n ) = Z (cardJS(0, n) + cardJS ' (0 , n)) 
3=1 

N 

<S(n) = X) ( c a r d a n , 0) + c a r d ^ / ( n , 0)). 

THÉORÈME 10.1. m, Y sont tels queJify soit vérifiée. 
a) On suppose n S 0; 
a l : sin > —1 Ker y y est engendré par (0,0,1), 

Codim ( I m ^ Ç ) = ^ ( n ) + 1. 

a2 : s'iZ existe j tel que rjj < — 1, y y est injectif, 

Codim ( I m ^ Ç ) = â ( n ) . 
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b) On suppose n ^ 0: 
b l : sin < 1 

d i m K e r ^ Ç = ^ ( n ) + 1, 

Codim ( I m ^ Ç ) = 1. 

b2 : s'i/ existe j tel que t\j > 1, y y es/ surjectif, 

dim K e r ^ Ç = ^ ( n ) . 

Preuve, a) Les propriétés du noyau proviennent du Théorème 9.1 
(cadre variationnel) et du fait que, dans le cas a l , (0, 0, 1) 6 Dy} et dans 
lecasa2, (0,0,1) g £>f 

Les propriétés de l'image viennent de la décomposition en parties 
régulière et singulière (voir Théorème 9.3 et application). Dans le cas a l , 
l e s y ^ T pour r G # " , > , 0) et les yVjT poux r G # 7 ( n , 0) forment une 
base d'un supplémentaire de Im y y dans Ey. Dans le cas a2, la codi-
mension de l'image baisse d'un cran parce qu'il y a une relation de liaison 
entrelesy Ujr,y Vjr et I m ^ Ç : Nous avons: 

^ ( £ ^ , ( 0 , 0 , 1 ) ) = 0 . 

D'où: 

D yuj.-i = -y\ «0(o, o, i) + £ <̂ (o, o, i) 
v.i>-i 

(car F_, = (0 ,0 , l O i ) ) . 

On a donc: 

r?.,<—1 * 

b) Le Théorème 9.6 règle la question de l'image. Quant au noyau, les 
Lemmes 7.3 et 9.5 montrent que \esyUjT etyVjT appartiennent tous à 
£m+i, à l'exception de yU*. Pour r G ^ S ( 0 , n) les UjT appartiennent 
à Dy et non à C + i . Il existe donc des XjT G £>m+i tels que yXjT = 
5^ £/iT (Théorème 9.3). On pose 

Les KjT sont des éléments non nuls de Dy tels que yKjT = 0. On cons
truit sur le même modèle les LjT à partir des Vjr-

Dans le cas bl , les KjT, les LjT et (0, 0, 1) forment une base de Ker 
y y. Dans le cas b2, la dimension baisse d'un cran à cause des U*: soit 

j 0 = {je {i,...,N},Vj > i } . 
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Supposons que 

f T3(yun = î. 
J il 

Soit jo un élément fixé de J0. On a alors \/j £ /o\b'o} 

yw? - uJ0*) e ££+i. 
On construit alors comme ci-dessus des éléments de Ker S^y à l'aide 
des U* — UJQ*. Dans les deux cas bl et b2, pour montrer que les éléments 
construits forment une base de Ker S^y, on utilise le Théorème 8.2 
appliqué pour les poids m + 1 et y: on arrive à décomposer un élément de 
Ker<5^Ç en une partie "singulière" combinaison linéaire des KjT, etc. et 
d'une partie ''régulière" qui est un élément de Ker 5^m-u> "singulière" 
et "régulière" étant pris au sens de D^+v 

Voici le théorème d'indice général: 

THÉORÈME 10.2. m, y sont tels queJtfy soit vérifiée. Alors 

Ind^Ç = ^(n) - â(n) . 

Preuve. Nous allons faire la démonstration dans le cas où — 1 < n < 1. 
Pour simplifier les expressions, nous condensons les notations de la façon 
suivante: les fonctions Ujr pour r £ ^"^-(O, n) et VjT pour r £ ^" / (O, n) 
constituent un ensemble de Up avec p décrivant un ensemble fini P . 
On a évidemment: card P = SP(n). Ce sont les Up qui servent à construire 
une base de Ker Sfy', où yf = sup (Y, m + 1). Rappelons le schéma: 
pour ^ P , soit Xp £ D „ + 1 tel que ^ Z p = 5 ^ . On définit Kp = 
Up - Xp. {Kp/p Ç P} et (0, 0, 1) forment une base de Ker 5 ^ . 

D'autre part, les fonctions UjT pour r £ <^-(n, 0) et FyT pour 
r ^ " / ( n , 0) constituent un ensemble de f/ff avec g décrivant un ensemble 
fini Q (disjoint de P , bien sûr!). Les Uq sont les fonctions singulières 
relatives à S^y" où 

y" = inf (Yl m + 1); card Q = «â(n). 

Caractérisons le noyau dej^Ç. Evidemment: 

Ker 5 ^ C K e r ^ f . 

Il suffit de déterminer les (ap)p£P dans C p pour lesquels 

£ apKp 6 Z>™ (condition # ) . 

Comme les f/p G £>y (Lemme7.1), ^ équivaut à: 

Or.Y,'€ ^m+iet ^ X p = yup € £ f ' (Lemme7.3). 
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Le Théorème 8.2 appliqué pour les poids y" e t m + 1 donne: 

q£Q 

avec XPto G Dy». 
Donc *$ équivaut à: 

E E Up^p.qUq £ Dym-
p£P <z€Q 

Le Lemme 7.2 fournit alors: 

s J ctpKp £ Dym 

p£P 

équivaut à: \/q G Q 

2_j &php,q = 0 . 

Soit ApiQ l'application linéaire C p —* CQ définie par 

- \2-J apK>q) • (ap) -> (ftff) 

Nous avons: 

dim KerJ^Ç = dim Ker APtQ + 1. 

Pour avoir la codimension de l'image, déterminons les (bg) QçQ pour lesquels 

ZbqyUqeimyy
m 

q£Q 

(condition Q>). En effet, par les Théorèmes 8.2 et 9.6 nous savons que les 
^Uq engendrent un complémentaire de ImS^y dans Ey. 3) équivaut à: 

3 ^ G D^:y(£bqUq) = y<%. 

Comme °U et J2 bqUq appartiennent à Dy>, 3 équivaut à: 

3 °ti ç Dr
m, 3 (ap) G C p E bqUq = £ apKp + <%. 

q£Q p£P 

En faisant la même décomposition que ci-dessus, on obtient que Qf 
équivaut à: 

3 ((h) e cp E bquq - E E dpKqUq e zy1 . 
q£Q pÇP ç60 

Par le lemme 7.2 cela équivaut à: 

3 ((h) e cp vqt Q E a**™ = 6ff. 
pep 

De cela nous déduisons facilement que: 
codim ImS^y = Codim Im APtQ + 1. 
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Finalement: 

Ind Sfy = Ind AP}Q = card P — card Q. 

Pour les autres cas, nous voyons pourquoi la formule de l'indice est 
vraie quand n ^ 0 (Théorème 10.1, a) en remarquant qu'alors & (n) — 0) 
et quand n ^ 0 (id. avec i2(n) = 0). Dans le cas le plus général, la 
démonstration procède de la même technique que ci-dessus (se ramener à 
calculer l'indice d'une application d'un e.v. de dim. finie dans un e.v. 
de dim. finie) en tenant compte des situations particulières lorsque l'un 
des rjj est < —1 ou > 1. 

Nous laissons les détails au lecteur. 

11. Cas où r\ — — 1. Toutes les fonctions discriminantes F3- s'annulant 
en — i, l'hypothèse Jify n'est pas vérifiée si y — (m + 1) = — 1, i.e., 
si y = m. Cependant, grâce à l'étude faite au § 6 du pôle "régulier" 
r = — i, nous pouvons obtenir des résultats du type du Théorème 6.1. 

THÉORÈME 11.1 Supposons qu'aucune ouverture o>; ne soit égale à œ0 

(3.10). Soit & G £m (Œ). Soit °ll, "solution variationnelle" du problème: 

yfy = & (Théorème 9.1). 

Par le théorème 9.3, nous savons que & Ç ^mfi- Alors °tt se décompose de 
manière unique en une partie "régulière" et une partie singulière: 

(11.1) «T = ^ 0 + I ) [ Z ^jrUjr + Z NrVJT 

où tyl'0 vérifie les estimations (on écrit °ll\ — (wi, w2, p) ) : 

(11.2) IKH + \\wt\\ t + \\Dxp\\ + \\Dxp\\ 
n m ^ m " m " m 

^C(||^|| +|W| )• 
Preuve. Soit e tel que: 

(11.3) e > 0 et Vi G {1, • • • , N^ji-l, - 1 + e) soit réduit à -i. 

L'application du Théorème 8.2 pour y = m + e et y' = m + l donne ^ 0 

dans D^+e et la décomposition (11.1). La régularité supplémentaire de 
^ o et les estimations (11.2) proviennent de l'application du Théorème 6.1 
sur Çlj pour les seconds membres Sf(<t>fà) et les valeurs: 770 = —1 et 
Vœ = — 1 + e. 

Remarque 1. 

(11.4) Le majorant dans (11.2) peut se réduire à C\\&\\ m. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-059-2


882 MONIQUE DAUGE 

En effet, \/c £ C, 

¥{<% + (0,0, c)) = ^ . 

Si on considère °tt + (0, 0, c) au lieu de &, le membre de gauche de (11.2) 
ne change pas, et le membre de droite devient: 

II^IL. + l l^ + (o,o,c)|| • 

Or une conséquence du Théorème 10.1 pour n = 0 est que: 

inf c €c | |# + (0,0,C) | | m 1kC\m\m èC\\&\\ ,„. 

D'où (11.2). 

Remarque 2. Une application immédiate du Théorème 11.1 et de (11.4) 
pour m — 0 donne que, si aucun o)j n'est égal à co0 (3.10), l'opérateur 

y : (no2 n Ho1) x (IV n w ) x (# vc) - > L 2 X L 2 X no1 

est à image fermée (parce qu'on a remplacé I V par Hl/C). Il est injectif 
et son image est de codimension 1 + i2( — 1 + e) (où e vérifie (11.3)). 

Pratiquement: 

i2( — 1 + e) = card {j/co^ > 7r} + card {j/o)j > co0). 

Lorsque 12 est convexe, «â( —1 + e) est nul et on retrouve le résultat 
de [4]. 
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