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Remarques sur |’enlacement en théorie des
points critiques pour des fonctionnelles
continues

M. Frigon

Résumé. Dans cet article, a partir de la notion d’enlacement introduite dans [7] entre des paires
d’ensembles (B, A) et (Q, P), nous établissons I'existence d’un point critique d’une fonctionnelle conti-
nue sur un espace métrique lorsquune de ces paires enlace 'autre. Des renseignements sur la localisa-
tion du point critique sont aussi obtenus. Ces résultats conduisent a une généralisation du théoréme
des trois points critiques. Finalement, des applications a des problemes aux limites pour une équation
quasi-linéaire elliptique sont présentées.

Abstract. In this paper, from the linking notion for pairs (B, A) and (Q, P) introduced in [7], the exis-
tence of a critical point of a continuous functional defined on a metric space is established when one of
these pairs links the other. Information on the location of the critical point leads to a generalization of
the three critical points Theorem. Finally, applications to elliptic quasi-linear equations are presented.

1 Introduction

Il est bien connu que la notion d’enlacement est cruciale en théorie des points cri-
tiques. En 1992, Schechter et Tintarev [12] proposaient une nouvelle définition
d’enlacement motivée en bonne partie par le souci d’obtenir la réciprocité. Ainsi ils
ont obtenus plusieurs cas d’ensemble A enlacant un ensemble Q et réciproquement.
Aussi, cette définition a conduit a quelques nouveaux enlacements dont 9B, (R) qui
enlace E; o0 E = E; @ E; et dim E; < 00, E; pouvant étre de dimension infinie.

Par ailleurs, une autre notion d’enlacement a été introduite dans [7] pour des
paires d’ensembles. Cette derniere avait 'avantage d’unifier plusieurs notions d’en-
lacement existantes dont celle d’enlacement local introduite par Liu et Li [10]. On
constate qu’en limitant Pensemble des déformations considérées dans la définition
d’enlacement de [7], des nouveaux cas obtenus par Schechter et Tintarev [12] sont
récupérés.

Dans cet article, étant données deux paires d’ensembles (B, A) et (Q, P) vérifiant

sup f(A) < inf f(Q) < sup f(B) < inf f(P),

nous établissons existence d’un point critique de la fonctionnelle f dés quune de ces
paires enlace I'autre. Un résultat de localisation est aussi obtenu généralisant, entre
autres, un résultat de [8]. De ce résultat découle plusieurs théorémes établissant une
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multiplicité de points critiques. Ainsi, avec cette définition d’enlacement, il apparait
alors naturellement que la multiplicité découle de la présence de plusieurs situations
d’enlacement et non pas de la réciprocité de 'enlacement.

Ici, les fonctionnelles considérées sont définies sur un espace métrique complet
et sont continues. Nos résultats reposent sur les lemmes de déformation présentés
dans [5] et sur une légere modification de la notion de pente faible introduite par
Degiovanni et Marzocchi [6]. Cette modification nous assure qu'un maximum local
de f est un point critique.

Dans un deuxi¢me temps, nous considérons le cas ot X = (J,c, Xa et f vérifie
une condition de type (PS)¥. En utilisant de nouveau la notion d’enlacement de
paires, non seulement un théoréme d’existence est établi mais aussi un résultat de
localisation de points critiques. A notre connaissance, il s’agit du premier résultat de
localisation dans ce contexte. En outre, le résultat est nouveau méme dans le cas clas-
sique. Il concerne le cas ol deux paires (B, A) et (Q, P) ne s’enlacent pas forcément
mais (BN X,,A N X,) et (QN X,, PN X,) senlacent pour tous les o suffisam-
ment grands. Remarquons aussi que dans ce contexte, f|x, peut ne pas satisfaire la
condition de Palais-Smale et donc les lemmes de déformations connus ne peuvent
étre appliqués directement. Afin de mettre en évidence les éléments communs aux
preuves faites respectivement avec les conditions (PS), et (PS)* et dans le but de don-
ner une démonstration aussi simple que possible de ce théoréme, une propriété de
déformation est introduite a la section 3. Celle-ci conduit au lemme 3.2 qui jouera
un role clé dans les preuves des résultats d’existence et de multiplicité.

Aussi, les théorémes d’existence de trois points critiques de Brezis et Nirenberg [2],
Li et Willem [9] et Picard [11] seront généralisés; les résultats étant nouveaux aussi
dans le cas classique.

Finalement, en se basant sur des résultats de Canino et Degiovanni [3], nous illus-
trons comment les résultats précédents peuvent permettre d’établir ’existence de so-
lutions a des problémes aux limites pour une équation quasi-linéaire elliptique. Le
premier résultat repose sur I’enlacement entre (E;, @) et (B,(r), 0B, (r)) avec E; de
dimension finie et E; pouvant étre de dimension infinie. Le deuxi¢éme donne des
conditions suffisantes assurant ’existence d’au moins trois solutions.

2 Enlacement

Soit (X, d) un espace métrique complet. Dans [7], on introduisait la notion d’enla-
cement suivante:
Pour un sous-ensemble A de X, on note

N@A) ={neCXx[0,1],X):n=idsur X x {0} UA x [0,1]}.

Définition 2.1 Soient A C BC X,PC QC XtelsqueBNQ # 9, ANQ =2,
et BN P = @. Soit Ny un sous-ensemble non vide de N(A). On dit que (B, A) enlace
(Q, P) via Ny sipour tout 17 € Ny un des énoncés suivants est vérifié:

(1) n(B,1)NQ# I;
(2) n(B,10,1[) NP # @.
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Dans ce qui suit, nous considérerons le cas particulier ou Ny = Ny(A), avec
No(A) = {7] € N(A) : sup{d(x,n(x, 1)) : (x,1) € X x [0,1]} < oo}7

et nous dirons simplement que (B, A) enlace (Q, P) pour signifier 'enlacement via
No(A).

Remarquons que si X = E; @ E; ou E; et E, sont deux espaces de Banach non
triviaux tels que dimE; < oo alors (E;, @) enlace (B,(r), OB, (r)), ou By(r) et OB,(r)
sont respectivement la boule fermée et la sphére centrées en 0 et de rayon r dans E,.

Mentionnons également que lorsque E; et E; sont tous deux de dimension infinie,
une nouvelle classe de déformation 7 peut étre considérée comme I'ont fait Benci et
Rabinowitz [1], voir aussi Schechter [13].

La notion d’enlacement introduite par Schechter et Tintarev [12] était motivée en
partie par le souci d’obtenir la réciprocité de 'enlacement. Quoiqu’allant dans une
direction différente, nous énoncons la définition suivante puisque les résultats que
nous obtiendrons aux sections 5 et 6 seront valides dés qu'une paire enlacera 'autre.

Définition 2.2 Soient A C B C X, P C Q C X des fermés tels que BN Q # &,
ANQ=g,et BNP = @. Ondit qu'il y a enlacement entre (B, A) et (Q, P) si (B, A)
enlace (Q, P) ou si (Q, P) enlace (B, A). On dit aussi que (B, A) et (Q, P) s’enlacent.

Exemple 2.3 (1) Soit E = E; © E, ol E;, E; sont des espaces de Banach non triviaux
tels que dimE; < oo pour i = 1 ou 2. Alors il y a enlacement

* entre (Bl(r), (’“)Bl(r)) et (Bz(s), 6B2(S)) ;

* entre (Bl(r),aBl(r)) et (EZ,Q) ;

* entre (El, @) et (EZ, @) H
ou B;(r) et B;(r) sont respectivement la boule fermée et la spheére centrées en 0 et de
rayon r dans E;, i = 1, 2.

(2) Soit E = E; ® E, ® Re un espace de Banach ot e # 0, dimE; < oo ou

dim E, < oo, et notons pour i = 1,2,

Bi.(x,r) ={vEE @®Re:|v—x| <r}
an(X, r) = {V € E dRe: ||V — xH = r};
El,={v+te:veEE,t >0}

Alors il y a enlacement
* entre (Bl_e(O,sl), 83176(0,51)) et (BBzﬁe(e, $2), @) ,
e entre (63176(0,51), @) et (Bz,e(e, $2), 0B, (e, 52)) ,
e entre (Bl_e(O, 1), OB1,(0, r)) et (Ez, @) ,
* entre (aBLe(O, 1), @) et (E;e,Ez) ,
s entre (e+ Bi(r),e + OBy (r)) et (Ef,, Er) ;

ol |s; — 5| < |lef] < 51+ 5.
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3 Propriétés de déformation

Voici une propriété de déformation qui nous permettra de mettre en évidence des
éléments communs aux preuves des différents résultats d’existence et de multiplicité
de points critiques qui seront présentés. Dans toute la suite, (X, d) est un espace
métrique complet.

Définition 3.1 Soient f: X — R une fonction continue, ap < a; € R, A > 0 et
So, S1 C X. On dit que f vérifie D*([ag, a;1], So, S1, A) s'il existey > 0, € [0, A[ et
une fonction continue 77: X x [0,1] — X tels que

(@) d(u,n(u,t)) <v;
(b)) fn(u,t)) < f(u);
(c) siue f~ay—e,a; +e]\B(S1, \), alors

n(u,1) € f~'1—o00,a0 — ] U (f~'1—00,a0 + ] N B(So, N)) ;

(d) d(u,n(u,t)) < Xsi{u,n(u,t)} C f~'[a; —¢e,a; +¢] pouri =0, 1.

On dit que f vérifie D([ao, al], So, S1, A) si f vérifie D+([610,ﬂ1], So, S1, A) et —f
vérifie D*([—ay, —agl, S1,S0, A). Sia = ap = a; et S = Sy = §;, on dit simple-
ment que f vérifie D(a, S, \).

Les théorémes d’existence de points critiques obtenus plus loin utiliseront de fagon
cruciale le lemme suivant. Par convention, inf(&) = oo, sup(&) = —ccetd(2,S) =
oo pour tout S C X.

Lemme 3.2  Soit f: X — R une fonction continue. Supposons qu’il existe des réels
a, b, deux paires (B, A) et (Q, P) qui senlacent et § > 0 tels que

sup f(4) < a < inf f(Q) < sup f(B) < b < inf f(P),
et

&= min{d(Aﬂfﬁl(a),Qﬂffl[a,a+5]),
dBn f - 6,b],Pﬁfﬁl(b))} > 0.

Pour tout ¢ € [a, b], soit S, C X. Alors au moins un des énoncés suivants est vrai:

(1) a=betd(Sy,B) =d(S,,Q) =0;

(2) a = bet pour tout A < min {§,&, max{d(S,, Q),d(Sy, B)}/2}, f ne vérifie pas
D(b, Sp, N);

(3) a<betS, # O pour un certainc € la,b[;

(4) a<betd(Sy,B) =00ud(S,;,Q)=0;

(5) a < b et pour tout A < min{J, &, d(S,, Q), d(Sy, B)}, la fonction f ne vérifie pas
D([a, b, Sa; Sps )
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Preuve Supposons que (B, A) enlace (Q, P).
ler cas: a = b. Supposons que la conclusion soit fausse. Il existe donc

A € ]0,min {4, &, max{d(Sy, Q), d(Sp, B)}/2} |

tel que f vérifie D(b, Sy, A). Ainsi, il existe : X x [0,1] — X et e > 0 vérifiant les
conditions de la définition 3.1. Observons que

(3.1) n(B,10,1) NP = 2.

En effet, si u € B est tel que n(u,t) € Palors {u,n(u,t)} € f~1(b). Par hypothese,
d(u,n(u,t)) > &. D’autre part, la propriété (d) de la définition précédente implique
que d(u, n(u,t)) < X\ < &; contradiction.

Soit #: X — [0, 1] une fonction d’Urysohn telle O(u) = 0siu € A, et O(u) = 1
siu € BQN f~a,a+ 6], ) N f~a,ocol. On définit 77 € Ny(A) par 7j(u,t) =
77(14, G(u)t) . De (3.1) et du fait que (B, A) enlace (Q, P), on déduit Pexistence de
u € Btel que n(u,1) € Q. II découle des propriétés (b) et (d) que u € B(Q N
fta,a+3],\) N f~!a, ool et donc O(u) = 1. Conséquemment,

(3.2) n(u,1) € Q, ueB, dun(ul) <A

Ainsi, f(n(u,1)) > b et la condition (c) implique que n(u,1) € B(Sy,A) ouu €
B(Sp, \) et dong, d(Q, Sp) < Aoud(B,S;) < A. Ceci combiné a (3.2) implique que
d(Q,Sy) < 2Xetd(B,Sy) < 2\; contradiction.

2iéme cas: a < b. De nouveau, si on suppose que la conclusion soit fausse, il existe
A€ ]O, min{d, &, d(S,, Q),d(Sb,B)}[ tel que f vérifie D([a, b], S;, Sp, A). 1l existe
donce > 0etn: X x [0,1] — X vérifiant les conditions de la définition 3.1. Soit
f: X — [0, 1] une fonction d’Urysohn telle que 8(u) = 0,si u € A, et

O(u)=1, siuc€ (B(Qﬂffl[a,aﬁ-é],)\)Offl[a,oo[) Uf'late, oof.

On définit 7 € No(A) par n(u,t) = n(u, O(u)t). En procédant comme dans le pre-
mier cas, on déduit que 77(B,]0,1]) NP = @.

Par ailleurs, supposons qu’il existe u € Btel que 77(u, 1) € Q. Si f(u) > a+¢ alors
O(u) = 1. Sinon,a+3d > a+e > f(u) > f(n(u,1)) > a. La propriété (d) de la
définition 3.1 implique que d(u, 7(u, 1)) < X et donc

ue B(Qﬂf_l[a,a-ké],)\) ﬂf_l[a,oo[,

d’ou O(u) = 1. Ainsi, n(u,1) = n(u,1). Comme u € Betd(B,S,) > A\ u &
B(Sp, A). De (c) et du fait que f(n(u,1)) > a, on déduit que n(u,1) € B(S,, A).
D’ou d(Q,S,) < A; contradiction. On a donc montré que 77(B, 1) N Q = &, ce qui
contredit le fait que (B, A) enlace (Q, P).

Le cas ou (Q, P) enlace (B, A) se traite similairement en raisonnant avec —f. W

Remarque 3.3 Du lemme précédent, on constate que pour obtenir S, # & pour
au moins un ¢ € [a, b], il suffit que D([a, b], S, Sy, A) soit vérifié pour au moins
un A suffisamment petit. Il n’est pas nécessaire que ce soit vérifié pour tout A > 0.
Comme nous le verrons, ce fait est crucial dans la démonstration du théoréme 6.1. 11
explique aussi pourquoi les lemmes de déformation connus ne peuvent étre appliqués
directement dans ce cas.
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4 Pente

En 1994, Degiovanni et Marzocchi [6] introduisait la notion de pente faible suivante.

Définition 4.1 Soient f: X — R une fonction continue et u € X. La pente faible de
f au point u, notée |df|(u), est le suprémum des o > 0 tel qu’il existe & > 0 et une
fonction continue H: B(u, d) x [0,d] — X tels que

(1) div,H(v,t)) <tpourt <4;
(2) f(H(v1)) < f(v) — ot pour t < 4.

Etant donnée une fonction continue f: X — R, si x est un maximum local
de f alors la pente faible de f en x peut étre non nulle. Par exemple, sia < b
et f: [a,b] — R est la fonction identité, alors b est un maximum global de f et
|df|(b) = 1. Toutefois, a est un minimum global de f et |[df|(a) = 0. Afin de
remédier & ce probléme, il est utile d’utiliser la notion de pente suivante.

Définition 4.2 Soient f: X — R une fonction continue et u € X. La pente de f au

point u est |Df|(u) = min{|df|(u), |d(—f)|(u)}.

Cette pente posseéde évidemment plusieurs propriétés vérifiées par la pente faible,
notamment, elle est semi-continue inférieurement et généralise la norme de la déri-
vée. En particulier, si X est une variété de Finsler de classe C! et si f est une fonction
de classe C! alors |[Df|(u) = ||f’(u)]||. Par aileurs, si u est un extrémum local de f,
alors |[Df|(u) = 0.

A partir de cette pente, on étend la notion de point critique et la condition de
Palais-Smale.

Définition 4.3 Soient f: X — R une fonction continue et # € X. On dit que u est
un point critique de f si [Df|(u) = 0; dans ce cas ¢ = f(u) est appelé valeur critique
de f.Onnote K. = {u € f~(c) : |Df|(u) = 0}.

Définition 4.4 Soit f: X — R une fonction continue. On dit quelle vérifie la
condition de Palais-Smale au niveau c notée (PS),, si toute suite {u, } telle que f(u,) —
cet [Df|(u,) — 0 posséde une sous-suite convergente.

Le théoreme suivant combine en quelque sorte les théoréemes de déformation et
d’intervalle non critique en considérant une fonctionnelle dont les seules valeurs cri-
tiques dans un intervalle [a, b] sont sur la frontiére. Il découle directement des théo-
remes de déformation 2.14 et 2.15 de [5] et d’une analyse de leurs démonstrations.

Théoreme 4.5  Soient f: X — R une fonction continue et a < b € R. Supposons
que f vérifie (PS). pour tout ¢ € [a,b], et K. = @ pour tout ¢ € ]a, b[ alors f vérifie
D([a, b], K,, Ky, \) pour tout A > 0.

Nous voulons aussi considérer le cas ot une fonctionnelle satisfait une condition
de type Palais-Smale étoile analogue a celle introduite dans [10]. Le lecteur intéressé
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pourra aussi consulter [4] ot une condition (PS)* est introduite utilisant la notion
de pente faible et les suites généralisées.
Soit (X4 )aca une famille de sous-espaces métriques fermés de X telle que

(4.1) X, CXgsia<f et X= UXm
aEA

ou A est un ensemble ordonné filtrant a droite. Pour f: X — R une fonction conti-
nue, on pose f,: X, — Rlarestriction de f a X,.

Définition 4.6  Soit ¢ € R. La fonction f vérifie la condition de Palais-Smale étoile
au niveau ¢ notée (PS)¥, si on peut extraire une sous-suite convergeant vers un point
critique de f de toute suite {u,, } telle que u,, € X,,, f(ua,) — ¢ |Dfy,|(4a,) — 0
et telle que pour tout o € A, il existe m € N tel que o, > « pour tout n > m.

Si on a la famille d’espaces (X, )aca vérifiant (4.1) et f, la restriction de f a X,,
on obtient le théoréme de déformation suivant.

Théoreme 4.7  Soient X vérifiant (4.1), f: X — R une fonction continue et a <
b € R. Supposons que f vérifie (PS)} pour tout ¢ € [a,b], et K. = @ pour tout
¢ € la, b[. Alors, pour tous A\, \g > 0, il existe 3 € A tel que pour tout o« > (3, f, vérifie
D([a, b], S5, Sy, A) uniformément en a, c’est-a-dire que y > 0 et € > 0 peuvent étre

choisis indépendamment de «; ici S* = B(K,, \g) N X,, pour ¢ € {a, b}.

Preuve La condition (PS)} implique quil existe 3 € A, 0 > 0etd > 0 tels que
B(K.,28) C B(K., \g) pour ¢ € {a, b} et pour tout@ > 3,ona

IDf,|(u) > o pourtoutu € f, '[a—25,b+ 25]\(B(Ka,5) U B(Kp, 5)) .

En procédant comme dans la preuve du théoreme 2.14 et 2.15 de [5], on obtient
Pexistence de €,y > 0 (indépendants de ) et de 7, voulus. [ |

Remarque 4.8 1l est important de constater que dans le théoreme précédent
0 dépend aussi de A. En outre, il est possible quaucune fonction f, vérifie
D([a, b], S5, S, A) pour tout A > 0. Conséquemment, il est possible quaucune
fonction f, vérifie les conclusions des lemmes de déformation obtenus dans [5].
De plus, il est important de remarquer que dans le théoréme précédent, on n’a pas
S =K.NXyniSE = {x € X, :|Dfa|(x) =0, f(x) = c} pour ¢ € {a, b}, puisque
ces ensembles n’auraient pas permis d’obtenir les résultats de la section 6.

Corollaire 4.9  Soient X vérifiant (4.1), f: X — R une fonction continue etb > a =
inf f(X) > —oo. Supposons que f vérifie (PS)¥ pour tout ¢ € [a,b], et K. = & pour
tout ¢ € la, b. Alors, pour tout A > 0, il existe k > 0 tel que

{1 € X\B(Kp, \) : f(u) < b} C B(K,, k).
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5 Existence et multiplicité de points critiques

Voici maintenant notre théoréme principal qui généralise un résultat de [7]. Ce
théoreme est une conséquence directe du lemme 3.2 et du théoréeme 4.5.

Théoréeme 5.1  Soit f: X — R une fonction continue. Supposons qu’il existe deux
paires (B, A) et (Q, P) qui s’enlacent et a, b € R tels que

sup f(4) < a = inf f(Q) < sup f(B) = b < inf f(P),

etd(AN f~1(a),QN f'a,a+6]) >0,dBN f'[b—6,b],PN f~ (b)) > 0 pour
un certain § > 0. Si f vérifie (PS). pour tout ¢ € [a, b], alors au moins un des énoncés
suivants est vérifié :

(1) a=betd(K,, Q) =d(Kp,B) =0;
(2) a<betK. # @ pour un certainc € la,b[;
(3) a<bet,d(Ky,B) = 0oud(K,,Q) = 0.

Démonstration Le théoreme 4.5 implique que f vérifie D([a, b], K,, Kp, A) pour
tout A > 0. En particulier, les énoncés (2) et (5) du lemme 3.2 ne peuvent étre
vérifiés. [ |

Le théoreme précédent conduit a I’établissement de plusieurs résultats de multipli-
cité. Le premier que nous énongons présente une certaine analogie avec un résultat de
multiplicité en présence d’enlacement mutuel obtenu par Schechter et Tintarev [12].
11 généralise un résultat de [7].

Corollaire 5.2 Soit f: X — R une fonction continue. Supposons qu’il existe deux
paires (B, A) et (Q, P) telles qu’il y ait enlacement entre (B, A) et (P, @), et entre (A, )
et (Q, P), et telles que

—00 < m = inf f(Q) < sup f(A) = a < inf f(P) < sup f(B) = M < ox,

etd(AN f~'a—46,al,PN f~'a,a+8]) > 0 pour un certain § > 0. Si f vérifie
(PS). pour tout ¢ € [m, M] alors f possede au moins deux points critiques.

Théoréme 5.3  Soient f, (B, A) et (Q, P) vérifiant les hypothéses du théoréme 5.1. Si f
est bornée inférieurement et vérifie (PS). pour tout ¢ € [inf f(X), b] et si A # @ (resp.
f bornée supérieurement et vérifie (PS), pour tout ¢ € [a,sup f(X)] et P # @), alors f
possede au moins deux points critiques.

Preuve La condition de Palais-Smale assure I'existence d’un point critique u, tel
que f(up) = ¢o = inf f(X).

D’autre part, le théoreme 5.1 garantit Pexistence d’une valeur critique ¢; € [a, b]
telle que ¢; € ]a,b[,ouc; =aetd(K.,Q) =0,0ouc =betd(K,,B) =0.Si¢c <,
on a la conclusion. Sinon, a = ¢y = ¢;, d(K,;, Q) = 0 et tous les éléments de A sont
des points critiques. Puisque d(AN f~(a), QN f~[a,a+ &]) > 0, il existe donc au
moins deux points critiques. [ ]
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En précisant les ensembles qui s’enlacent et en imposant des hypothéses un peu
plus fortes, un troisiéme point critique peut étre obtenu. On généralise ainsi des
résultats sur ’enlacement local de Brezis et Nirenberg [2], Liu et Li [10] et Picard [11].

Théoreme 5.4 Soit E = E| @ E, oit E, E; sont des espaces de Banach non triviaux et
dimE; < oo (resp. dimE, < 00). Soit f: E — R une fonction continue et supposons
que

(i) ilexister et R > 0 tels que
sup f(0B(r)) < inf f(By(R)) < sup f(Bi(r)) < inf f(9B,(R));

(ii)  f est bornée inférieurement (resp. f est bornée supérieurement) ;
(iii) f vérifie (PS). pour tout ¢ € R.

Alors f a au moins trois points critiques.

Preuve Posons m = inf f(B,(R)) et M = sup f(B;(r)). 1l découle du théoreme
précédent Iexistence de deux points critiques ug, u; tels que f(uy) = ¢y = inf f(E)
et f(u;) = ¢ € [m,M] ousoitc € Jm, M|, soitc; = metd(K,,By(R)) = 0, ou
soit¢; = M et d(K,,, Bi(r)) = 0.

Supposons qu’il y ait exactement deux points critiques. En particulier, on a ¢ <
m, d(K,,, OBy (r)) > 0 et d(Ky;, OB,(R)) > 0. Soient §,s > 0 tels que

f(u) <cy+d <m pourtoutu € Buy,s).
Soit A < min{d, s, r, R, d(K,,, OBy (r)), d(Kp, OB2(R)) }. En vertu du théoréme 4.5, f

vérifie D([co, m], {uo}, Kin, A). Ainsi, il existe n: E X [0, 1] — E ete > 0 vérifiant les
conditions de la définition 3.1.

Définissons
Ug, siu=0ett =1,
u, siu € Bi(r)ett =0,
P(u,t) = .
n(u,t), siu € OBi(r)ett € [0,1],

@n(ﬁ, 1) + (1 - ”—f”) ug, siu € Bi(r)\{0}etr=1.
On déduit I'existence de & > 0 tel que
d(¢(d(Bi(r) x [0,1])) N f~1(M), 8By (R) N [~ [M, M +€]) > €.

Soit ®: By(r) x [0,1] — E un prolongement continu de ¢. On peut vérifier que

(®(Bi() x [0,11),6(0B1(r) x [0,1])) ) enlace  (9B(R), ).

De nouveau, le théoréme 5.1 implique Pexistence d’'un ¢; > M tel que K, # O et si
¢, = M alors d(K,,, 0B,(R)) = 0; contradiction. [ |
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Le méme type d’arguments permet de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 5.5 SoitE = E, ®E, ®eRoite # 0, Ey, E, sont des espaces de Banach non
triviaux et dim E; < oo. Soit f: E — R une fonction continue et supposons que

(i) ilexister et R > 0 tels que
sup f(e+ 0B (r)) < inff(E;e) < sup f(e+ By(r)) < inf f(E,);

(ii)  f est bornée inférieurement;
(i) f vérifie (PS). pour tout ¢ € R.

Alors f a au moins trois points critiques.

6 Résultats sous la condition de Palais-Smale étoile

Considérons maintenant le cas ot X est un espace métrique complet vérifiant (4.1).
Nous généralisons maintenant notre théoreme principal.

Théoreme 6.1  Soient X vérifiant (4.1) et f: X — R une fonction continue. Suppo-
sons qu’il existe a, b € R, § > 0 et deux paires (B, A) et (Q, P) tels que

sup f(4) < a = inf f(Q) < sup f(B) = b < inf f(P),

¢ =min{dAN fa),QN f'[a,a+4]),dBN f[b—05,b],PNf (b))} >0,

etil existe 5 € A tel que pour tout o« > 3, (BNX,, ANX,,) et (QNX,, PNX,) senlacent.
Si f vérifie (PS)’ pour tout ¢ € [a, b, alors au moins un des énoncés suivants est vérifié :

(1) a="betd(K,;,Q) = d(Ky,B) =0;
(2) a<betK. # @ pour un certain ¢ € la,b[;
(3) a<bet,dKy,B) =00udK,;,Q)=0.

Preuve Remarquons d’abord que pour o > (3, on déduit du fait que (BNX,, ANX,)
et (QNX,,PNX,)senlacent que BN QN X, # @ et donc

sup f(ANX,) <a<inff(QNX,) <sup f(BNX,) < b <inf f(PNX,).
Soient A\, A\g > 0 qui seront précisés plus loin. Posons S¢ = B(K., Ag) N X,. Sup-
posons que K. = @ pour tout ¢ € ]a,b[. Le théoréme 4.7 implique I'existence de

3 > 3 tel que pour tout o > B, f,, vérifie D([a, b], 2, o A).
ler cas: a = b. Supposons que max{d(Kj, B), d(K,, Q)} > 0. Fixons

Ao = max{d(K;,B),d(K,;,Q)}/3 et A< min{d, Ao, &}
Remarquons que

A < max{d(S;,QN X,),d(Sy,BNXa)}/2.
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Le lemme 3.2 appliqué a f, pour o > (3 implique que
d(s;l, Q N Xa) = d(sz{7B N Xa) =0

et conséquemment que max{d(Kj, B), d(K,, Q)} < Ag; contradiction.

2iéme cas: a < b. Supposons de plus que min{d(K;, B),d(K,, Q)} > 0. Fixons
Ao = min{d(Ky, B), d(K,, Q)}/2 et A < min{d, Ao, £}. Ainsi,

A < min{d(S;,QNX,),d(S;,BNX,)}.
De nouveau, le lemme 3.2 appliqué a f;, pour o > 3 implique que d(S%, QN X,,) =

0 ou d(Sy,BN X,) = 0 et conséquemment, que min{d(Ky, B), d(K;, Q)} < Xo;
contradiction.

Nous considérons maintenant un espace E = E; @ E, ou, pour i = 1,2, E; est un
espace de Banach non trivial tel que

(6.1) EyCE,CEsC--CE, E=|JE, e
neN

dimE;,, < oo pourtoutn € N.
Introduisons sur N? ’ordre suivant :

B=(0,53)a=(u,m) < /i <o, 5 <o

Voici une généralisation d’un résultat de Li et Willem [9] établissant 'existence de
trois points critiques, voir aussi Picard [11].

Théoreme 6.2  Soit E = E, @ E, un espace de Banach vérifiant (6.1) et soit f: E — R
une fonction continue. Supposons que

(1) dlexister et R > 0 tels que
sup f(0B,(r)) < inf f(By(R)) < sup f(By(r)) <inf f(OB,(R));

(ii)  f est bornée inférieurement (ou supérieurement) ;
(iii) f vérifie (PS)? pour tout c € R;
(iv) f envoie les bornés sur les bornés.

Alors f a au moins trois points critiques.

Preuve Notons X, = E; o, @ E>o, ol @ = (a3,a;). On procéde comme dans
la preuve du théoréme 5.4. Posons m = inf f(B,(R)) et M = sup f(B;(r)). La
condition (PS)} implique l'existence d’un point critique u, tel que f(uy) = inf f(E).

D’autre part, le théoreme 6.1 garantit Pexistence d’une valeur critique ¢; € [m, M]
telle que ¢; € Jm, M[,ouc; = metd(K,,B,(R)) =0,0uc; = Metd(K,,B(r)) =
0. Il existe donc au moins deux points critiques.
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Supposons qu’il y ait exactement deux points critiques. En particulier,onacy < m
et Ao = min{d(K,,, OB;(r)), d(Kp;, 0B;(R))}/2 > 0. Soient d, s > 0 tels que

fu) <c+9d <m pourtoutu € B(uy, 25).

Fixons A < min{d,s,r, R, \o}. Le théoréme 4.7 implique I'existence de 3 € N? tel
que f, vérifie D( [co, m], B(ug, s) N Xu, B(K,u, Ao) N Xa, )\) pour tout & > 3. Aussi,
il découle du corollaire 4.9 Pexistence de k > r tel que

(6.2) {u € E: f(u) <m} C B(0,k).

En procédant comme dans la preuve du théoréme 5.4, on déduit 'existence de £ > 0
et on construit pour tout > ( une paire (B,, A,) qui enlace (0B,(R) NE,, @) dans
X, ettelle que A, \Bi(r) C {u € E: f(u) < m}, B, C B(0,k),

d(Aa N fﬁl(M)7 8BZ(R) N Eu N fﬁl[MaM'i' ED Z 57
et
sup fo(Aq) <M <inf f(0B,(R) N E,) < sup fo(By) < sup f(B(0,k)).

En vertu de I’hypothese (iv), on peut choisir N € ]sup f(B(0, k)), co[.

Puisqu’il a été supposé que l'intervalle |M, N] ne contenait aucune valeur cri-
tique, le théoreme 4.7 implique I'existence de 3 > f3 tel que pour tout o« > f3, f,
vérifie D([M, N1, B(Ky, Ao) N Xo, D, A). Le lemme 3.2 appliqué a f, implique que
d(B(Kyr, Ao)NX,, OB (R)NE,) = 0 et donc que d(Kyy, 9B, (R)) < Ag; contradiction.

|

7 Applications
Nous présentons des applications de résultats précédents a un probléeme aux limites
pour une équation quasi-linéaire elliptique.

(7.1) Qu+alx)u=g(x,u) pp.x€, ulpg=0,

ou

Qu=—V-(A(x,u)Vu) + %Vu%—f(x, u)Vu,

et A(x,s) € MS, I'espace des matrices réelles symétriques n X n.

Théoréeme 7.1  Soient ) un domaine borné lisse dans R", g: Q x R — R une fonction
de Carathéodory, a: 0 — R une fonction continue et A: Q@ x R — MS,,. Supposons
que les conditions suivantes soient vérifiées:

(H1) A est mesurable en x pour tout s et de classe C' en s presque pour tout x. De plus,
il existem > 1 et C > 0 tels que

A A
Aol <C 1 Zal<c, €w9e0 [ <A 9E < mief
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(H2) Pensemble des valeurs propres de —A + a est de la forme suivante: \; < --- <
Me <Akt v
(H3) idlexisteb >0, p < (n+2)/(n—2)eta € L>(Q) tels que
lg(x,s)| < a(x) +b|s|?;
(H4) ilexiste vy, v, €R,B>0,q > 2etw; € L' (), i = 1,2, tels que

M < (1 —(m—=1)|allec)/m, 12 < Apa

et
vt — wy(x) < 2G(x,5) < wy(x) + 155" + Bls|?,

oit G(x,s) = fosg(x, t)dt;
(H5) ilexiste 5 > 2,v €]0,5 — 2[ et R > 0 tels que pour tout |s| > R,

BG(x,s) < sglx,s) + (g - 1) ax)s et AEA(x, s)E > 5{%—?(9@ SE.

Alors si fg wi(x) + wy(x) dx est suffisamment petit, le probleme (7.2) a au moins une
solution faible.

Preuve Définissons f: H}(Q) — R par
flu) = %/ VuA(x, )Vu + a(x)u? dx — / G(x, u) dx.
Q Q

La fonctionnelle f vérifie la condition (PS), pour tout ¢ € R en vertu des résultats
de [3, theorems 2.1.3, 2.2.4, Lemma 2.3.2] appliqués a g(x, s) = g(x,s) — a(x)s. Ainsi
dans ’hypothése (2.15) de [3], I'inégalité 3G(x,s) < sg(x,s) devient SG(x,s) <
sg(x,s) + (éi — 1) a(x)s*. Aussi, dans [3], 'hypothese G(x,s) > 0 pour |s| > R n’est
pas utilisée pour obtenir la condition (PS)..

Notons E; Pespace propre associé a 'ensemble des valeurs propres {\, ..., A}
de —A + a et E, son complémentaire orthogonal.

Sur E,, on a

1
fu) > 3 / |Vul> + a(x)u* — vyu — Blu|? — w(x) dx.
Q
Ainsi, il existe r > 0 et d > 0 tels que pour tout u € E, vérifiant ||u|| = r,ona
1
flu) >d—= / w(x) dx.
2 Ja

D’autre part, sur E; on a

flu) < % / m|Vu|2 + a(x)u? — vu? + wy (x) dx.
0
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1 découle de (H4) que
fay< ) / wi(x) dx.
2 Jg

Ainsi donc, pour fg wi(x) + wa(x)dx < 2d,ona

sup f(Ey) < inf f(OBy(r)).

La conclusion découle du théoréme 5.1 et du fait que (E;, @) enlace (B,(r), 0B, (r)).
|

Considérons maintenant le probleme quasi-linéaire suivant.
(7.2) Qu+a(x)u=Mg(x,u) + h(x) pp.x€Q, ulpg =0,
ou Q est défini comme précédemment.

Théoréeme 7.2 Soient ) un domaine borné lisse dans R", g: Q x R — R une fonction
de Carathéodory, h € L'(Q) avecr > 2n/(n +2), a: © — R une fonction continue et
A: Q x R — MS,. Supposons que (H1),(H2),(H3) et les conditions suivantes soient
vérifiées:

(H6) A < (1 —m)lalloc/m <0 < Ay

(H7) limsup,_ 85— 0 yniformément en x;

S

Glx,s) _

(H8) limsup,_,, <52 = 0 uniformément en x, oit G(x,s) = [; g(x,t) dt.

Alors le probleme (7.1) possede au moins trois solutions faibles si X est suffisamment
grand, et si ||h||- est suffisamment petit.

Preuve Définissons f: H}(Q) — R par
1
flu) = 3 / VuA(x, ) Vu + a(x)u? dx — / AG(x, u) + h(x)u dx.
Q Q

11 découle des hypotheses (H3) et (H7) Pexistence de e > 0 et & € L*°(2) tels que
(7.3) G(x,5) < &(x)]s| — es’.

Ceci combiné a (H1) implique que pour A suffisamment grand f est bornée inférieu-
rement.

Par ailleurs, la condition (PS), pour tout ¢ € R découle directement de (H1), (7.3)
et des théorémes 2.1.3, 2.2.4 et 2.2.8 de [3] car les suites de Palais-Smale sont bornées.

Ecrivons HY(Q) = E; @ E, ou E; est I'espace propre engendré par les valeurs
propres négatives de —A + g, et E; est son complémentaire orthogonal.

Des hypotheses (H1), (H2), (H3) et (H8) et du fait que E; est de dimension finie,
on déduit pour € > 0, 'existence de 0;, ¢;, d; > 0,1 = 1,2 tels que

fu) < 0, (mM + (m — 1)]al|o + e)Hqu + cl||u\|2"/"72 +di||h

L MH sur El)

Fw) > 0:(Nier — o)|ul® = col|ul"=2 — dy||h

r|ul] sur E,.
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Ainsi, en fixant € suffisamment petit, il existe r, R > 0 tels que

sup f(9B1(r)) < inf f(By(R)) < sup f(Bi(r)) < inf f(9B,(R))

lorsque || A1 est suffisamment petit. La conclusion découle du théoréme 5.4. ]
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