
SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS. III 

J. D I X M I E R 

Dans un article antérieur (3), j 'ai donné quelques théorèmes généraux sur 
les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents simplement connexes. 
On va, dans le présent article, construire explicitement les représentations uni­
taires irréductibles et la formule de Plancherel des groupes de Lie nilpotents 
simplement connexes de dimension < 5. 

Au § 1, on construit les algèbres de Lie nilpotentes (sur un corps quelconque) 
de dimension < 5. Ce travail a été fait indépendamment (mais non publié) 
par C.Chevalley. Différents auteurs se sont occupés depuis longtemps de cette 
classification (cf. par exemple (7)), mais je n'ai trouvé nulle part les tables 
de multiplication explicites.1 

Pour toute algèbre de Lie g, on désignera par U(g) son algèbre enveloppante, 
par «S(ô) le centre de U(g). Au § 2, on détermine 3 (fi) pour toutes les algèbres 
de Lie construites au § 1. On trouve, dans tous ces cas, que 3(g) e s t u n e 

algèbre de type fini (ce qu'on ignore en général); on constate même que 3 ( G ) 
est une algèbre de polynômes, à l'exception d'un cas (il s'agit de l'algèbre 
notée plus loin $5,5). 

On peut alors déterminer l'ensemble À des caractères hermitiens de 3 (fi) 
pour les algèbres g du § 1. Il s'identifie à une variété algébrique affine réelle 
Q birationnellement équivalente à un espace affine (en fait, sauf dans le cas 
de g5>5, 12 est même un espace affine). D'après la théorie générale de (3), les 
représentations unitaires irréductibles du groupe simplement connexe corre­
spondant sont paramétrées "en général" par les points de 12. L'étude détaillée 
est faite du § 4 au § 11, et montre qu'il existe effectivement des caractères 
hermitiens ne correspondant à aucune représentation unitaire irréductible, 
des caractères hermitiens correspondant à un nombre fini > 1 de représenta­
tions unitaires irréductibles, et des caractères hermitiens correspondant à une 
infinité de représentations unitaires irréductibles. On constate, dans les cas 
étudiés, que les représentations ''exceptionnelles" sont des représentations 
triviales sur certains sous-groupes de dimension > 1, et peuvent donc être 
considérées comme des représentations d'un groupe de dimension strictement 
plus petite; ceci permet de paramétrer toutes les représentations unitaires 
irréductibles, par récurrence sur la dimension du groupe. Malheureusement, 

Reçu le 28 novembre, 1957. 
*Je n'ai pu consulter la thèse de K. A. Umlauf (Ueber die Zusammensetzung der endlichen 

continuierlichen Transformationsgruppen, insbesondere der Gruppen vom Range Null, Leipzig, 
1891), citée dans la thèse de E. Cartan. 
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ce fait n 'est pas général, comme le montre l 'exemple d 'un groupe ni lpotent 
de dimension 7 étudié au § 12. Toutefois, on peut espérer que la s i tuat ion 
pour un groupe ni lpotent s implement connexe T quelconque d'algèbre de 
Lie g serait la su ivante : 

3 ( G ) est une algèbre de type fini; l 'ensemble A des caractères hermit iens 
de 3 (ô ) s'identifie à une variété algébrique affine 12 birat ionnellement équiva­
lente à un espace affine; l 'ensemble 12' des points de 12 correspondant à une 
représentat ion unitaire irréductible et à une seule (à une équivalence près) de 
T est une part ie non vide 12' de 12, ouverte pour la topologie de Zariski. Les 
points de 12 — 12' correspondent aux caractères de S (ô) n u l s s u r certains idéaux 
premiers a de 3 (ô ) î s ° i t et' l'idéal (bilatère) de U($) engendré par a; alors, les 
représentat ions unitaires irréductibles de T don t le caractère s 'annule sur a 
sont scalaires sur le centre de U(çO/a; et ces représentat ions unitaires se 
pa ramét ren t "en général" à l 'aide des caractères de ce centre; il y a à nouveau 
des exceptions, mais, de proche en proche, on est ramené au bou t d 'un nombre 
fini de pas à une famille de représentat ions unitaires irréductibles sans sous-
famille exceptionnelle. 

L'exemple de §5,5 montre d'ailleurs que 12' n 'est peut-être pas le sous-
ensemble le plus intéressant de 12: dans ce cas, en effet, la forme différentielle 
rationnelle qui intervient dans la formule de Plancherel n 'est régulière que 
sur une part ie de 12'. 

Au § 13, on montre que, pour un groupe de Lie ni lpotent non simplement 
connexe, la formule de Plancherel doit faire intervenir les représentat ions 
unitaires irréductibles exceptionnelles. 

On désignera par R le corps des nombres réels, par G le corps des nombres 
complexes, par Lc

p(Rn) l 'ensemble des fonctions complexes sur Rw de puissance 
p-ième intégrable pour la mesure de Lebesgue, par S^(Rn) l 'ensemble des 
fonctions complexes sur R7* indéfiniment d i f ferent ia tes à décroissance rapide, 
par D i l 'opérateur de dérivation par rappor t à la ième variable dans ^ ( R 7 1 ) , 
par Mi l 'opérateur de multiplication par la ième variable dans S^ÇR"). Sur 
un groupe localement compact don t l 'élément générique est noté 7, dy désig­
nera une mesure de H a a r quelconque. 

1. Algèbres de Lie n i l p o t e n t e s de d i m e n s i o n < 5. Soit K un corps 
commutatif . Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les tables de 
multiplication ci-dessous définissent bien des algèbres de Lie nilpotentes sur 
K. (Dans ces tables, (xi, x2, . . . , xn) désigne une base d 'une algèbre de Lie 
de dimension n\ on donne le crochet [xu Xj] seulement pour i < j et seulement 
si ce crochet est ^ 0.) 

Dimension 3 : 

03 : [*i, x2] = xz. 

Dimension 4 : 

g4 : [#i, X2] = xz, [xi, Xz] = x4. 
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Dimension 5: 

g5,i : [xi, x2] = X6, 
05.2 : [xi, x2] = X4, 
05.3 : [*i, x2] = Xi, 
Ô5.4 : [xi, x2] = x3f 

85.5 : [*i, x2] = xz, 
05.6 : [xi, x2] = x3, 

[Xz, Xi] = X5. 
[xi, x3] = x5. 
[JL-ij *v4J *^5) 

[Xi, Xs] == Xi, 

[Xi, X3J = Xi, 
[Xi, X3J = X4, 

[x2, x3] = x$. 
[#2, X3] = X5 . 

I *™ 1 j v ^ / 4 J """"~" * ^ 5 * 

L*^ 1 y *^ /4J """""" *^ 5 y [x2, Xz] = X5. 

Notons d 'aut re pa r t gi Tunique algèbre de Lie de dimension 1 sur K. Alors: 

PROPOSITION 1. Toute algèbre de Lie nilpotente sur K de dimension < 5 est 

isomorphe à Vune des algèbres du tableau suivant: 

Dimension 1 : gi. 
Dimension 2 : (gi)2. 
Dimension 3 : (gi)3, g3. 
Dimension 4 : (gi)4, g3 X fli, 94. 
Dimension 5 : (gi)5, g3 X (gi)2, g4 X gi, g5,i, g5,2, g5,3, g5)4, gs,5, g5,e-

Les algèbres de ce tableau sont deux à deux non isomorphes. 

Démonstration. Montrons d 'abord que ces algèbres sont deux à deux non 
isomorphes. Ceci est évident pour les dimensions 1, 2, 3. Les centres de (gi)4, 
g3 X gi, g4 sont respectivement de dimensions 4, 2, 1, donc ces algèbres sont 
deux à deux non isomorphes. Pour les algèbres de dimension 5, les dimensions 
des idéaux de la série centrale descendante et de la série centrale ascendante 
sont données par le tableau suivant : 

(gi)5: 0 5 
6s X (gi)2: 1,0 3, 5 
g 4 X g i : 2 , 1 , 0 2 , 3 , 5 
g5,i: 1,0 1,5 
g5,2: 2 , 0 2 , 5 
g5,3: 2 , 1 , 0 1 , 3 , 5 
g5,4: 3 , 2 , 0 2 , 3 , 5 
g5,5: 3 , 2 , 1 , 0 1 , 2 , 3 , 5 
g5,6: 3 , 2 , 1 , 0 1 , 2 , 3 , 5 . 

On voit que ces algèbres sont deux à deux non isomorphes, à l 'exception 
peut-être de g5,5 e t g 5 > Mais Tannulateur de [g5,5, 65,5] dans g5,5 est de 
dimension 4, tandis que l 'annulateur de [g5,6, g5,6] dans g5,6 est de dimension 3 ; 
donc g5,5 et g5,6 sont non isomorphes. 

Montrons main tenan t qu 'on a bien obtenu toutes les algèbres de Lie nil-
potentes de dimension < 5. Posons, pour toute algèbre de Lie g, D1^ = [g, g], 
D2g = [D1^, D1^]. Alors, si g est nilpotente, on a dim g/Z^g > 2, dim 
Z)1g/D2g > 3 (cf. 2) . Ceci posé, la classification est évidente pour les dimen­
sions 0, 1,2. Soit g une algèbre de Lie nilpotente de dimension 3 sur K. La 
dimension de D1^ est 0 ou 1. Si dim D1^ = 0, g est isomorphe à (gi)3; si 
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dim Z>xg = 1, Z^g est contenu dans le centre de g; prenant x\ et X2 dans g 
linéairement indépendants modulo Z>*g, [xi, X2] = X3 engendre Z^g, et 
(xi, X2, x3) est une base de g, donc g est isomorphe à g3. Soit maintenant g 
une algèbre de Lie nilpotente de dimension 4 sur K. La dimension de Z>*g 
estO, 1 ou 2. Si dimZ^g = 0, g est isomorphe à (gi)4. Supposons dimZ^g = 1. 
Alors, g est extension centrale de l'algèbre de Lie abélienne g/Z^g, qui est de 
dimension 3, par Z^g; comme une forme bilinéaire alternée sur un espace de 
dimension 3 est dégénérée, on voit qu'il existe un sous-espace f) de dimension 1 
de g contenu dans le centre de g, avec ï) C\ Z>*g = {0} ; soit ï)' un sous-espace 
vectoriel de g de dimension 3 contenant Dl§ tel que g soit somme directe de 
f) et ï)r; alors f) et f)' sont des idéaux, donc g est isomorphe à î) X f)', c'est-à-dire, 
d'après ce qui précède, à gx X g3. Supposons maintenant dim Z^g = 2; alors 
Z)*g est une algèbre de Lie abélienne; il existe une base de Z^g telle que, 
pour tout x £ g, ad£)igx admette une matrice de la forme 

(° ")• 
\X(x) 0/ ' 

et X est une forme linéaire sur g nulle sur Z>*g; soit ï) un sous-espace vectoriel 
de dimension 3 de g, contenant Z>*g, contenu dans le noyau de X; alors ï) 
est un idéal abélien de g; soit Xi un élément de g n'appartenant pas à ï); soit 
u = adftxi; on a Z^g = #(ï)), et u est nilpotent; utilisant pour u la forme 
réduite de Jordan, on voit que g est isomorphe à g4. 

Il nous reste à classer les algèbres de Lie nilpotentes de dimension 5. Si g 
est une telle algèbre, Z>*g est de dimension 0, 1,2, ou 3, et D1^ est une algèbre 
de Lie abélienne. Si dim Z^g = 0, g est isomorphe à (gi)5. Si dim Z^g = 1, 
Dl§ est dans le centre de g et le crochet dans g définit une forme bilinéaire 
alternée non nulle sur g/Z^g; suivant que cette forme est dégénérée ou non, 
g est isomorphe à g3 X (gi)2 ou à g5,i. Supposons dim D1^ = 2, et soit c le 
centre de g. Nous distinguerons trois cas: 

(a) Z>xg C c. Soit ï) = g/Z^g, qui est une algèbre de Lie abélienne de 
dimension 3. Le crochet dans g définit une application bilinéaire alternée de 
t) dans Z>xg, donc, après choix d'une base de Z^g, deux formes bilinéaires 
alternées / i , /2 sur ï). Comme dim t) = 3, il existe x £ ï) tel que /i(x, y) = 0 
pour tout y £ ï). On peut choisir y non proportionnel à x de façon que 
jf2(x, y) = 0. Soit z £ ï), tel que x, y, z forment une base de ï). Soient x', yf, zf 

des représentants de x, y, z dans g. On a [x', y'] = 0, et [x', z'], [yr, z'] en­
gendrent Z^g. On voit alors que g est isomorphe à $5,2. 

(b) Z^g (Z c, c (£_Dl§. Soit ï) un sous-espace de dimension 1 de c non contenu 
dans Z^g. Soit ï)' un sous-espace de dimension 4 de g contenant Z>xg mais non 
ï). Alors, t) et t)r sont deux idéaux de somme directe g, donc g est isomorphe 
à () X ^ On a D1^ = Z^g, donc, d'après ce qu'on a vu plus haut, ï) est iso­
morphe à g4. Donc g est isomorphe à g4 X 81. 

(c) c C Z>xg, c ^ Z^g. Alors, c est de dimension 1. L'algèbre de Lie g/c, 
de dimension 4, est telle que Dl($/t) = (Z)1g)/c soit de dimension 1, donc 
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est isomorphe à g3 X fii d'après ce qu'on a vu plus haut. Il existe une base 
(yii ?2, y*, 3 )̂ de g/c telle que 

b i , y*\ = yz, b i , ys] = b i , 3 ]̂ = b2, y*] = b2, y*] = bs, 3 ]̂ = 0. 

Soient Xi, x2, x3, x4 des représentants de 3/1, y2, 3>3, 3>4 dans g, et X5 un élément 
non nul de c. En choisissant convenablement x3, on a 

[Xi, X2] = Xz, [Xi, Xz] = Xx5, [Xi, X4] = M#5, 

[x2, x3] = *>x5, [x2, x4] = px5, [x3, x4] = 0-X5. 

L'égalité 

[[xi, x2], x4] + [[x2, x4], xi] + [[x4, xi], x2] = 0 

donne a = 0. Comme x3 $ c, on a X 7̂  0 ou v ^ 0. Echangeant au besoin Xi 
et x2, on peut supposer X 9^ 0. Remplaçant x2 par x2 — (v/\)xi, on peut 
supposer v = 0. Remplaçant x4 par x4 — (/x/X)x3, on peut supposer /x = 0. 
Comme X4 f c, on a p ^ 0. Multipliant x4 et X5 par des scalaires, on peut 
supposer X = p = 1. On a alors la table de multiplication de 95,3, à l'échange 
près de x3 et x4. 

Enfin, g étant toujours une algèbre de Lie nilpotente de dimension 5, 
supposons dim D1^ = 3. Soit c le centre de g. On a c C Dl§\ sinon, d'après 
un raisonnement déjà fait, g serait isomorphe au produit d'une algèbre de 
dimension 1 et d'une algèbre de dimension 4, et on aurait dim D1^ < 2. On 
a c ^ Z^g, car, si on avait [g, D1^] = 0, on aurait dim D1^ < 1. Donc c est 
de dimension 1 ou 2. 

(a) Supposons dim c = 2. Alors, g/c est isomorphe à g3. Il existe donc 
des éléments Xi, x2, x3 de g, linéairement indépendants modulo c, tels que 

[xi, x2] = x3, [xi, x3] G c, [x2, x3] G c. 

Comme dim D1^ = 3, [xi, x3] = x4 et [x2, xz] = X5 doivent former une base 
de c. On voit donc que g est isomorphe à g5>4. 

(b) Supposons dim c = 1. Alors, g/c est isomorphe à g4, donc g est extension 
centrale de g4 par gi. Cette extension est définie par un cocycle / , forme 
bilinéaire alternée sur g4. Soit (ei, e2, e3, e4) une base de g/c = g4 pour laquelle 
la table de multiplication est celle indiquée plus haut. Ecrivant que / est un 
cocycle, on obtient f(e2, e±) = /(e3, e4) = 0. En ajoutant à / un cobord, on 
peut supposer que f(eh e2) = f(eh ez) = 0. La table de multiplication de g 
est alors (#5 désignant un élément non nul de c et Xi, x2, x3, X4 des représentants 
de ei, e2f ez, e± dans g) : 

[xi, x2] = x3, [xi, xz] = xi, [xi, x4] = Xx5, 
[x2, xz] = MX5, [x2, x4] = 0, [x3, x4] = 0. 

Comme x4 $ c, on a X ̂  0. Remplaçant x5 par X_1X5, on peut supposer X = 1. 
Si M = 0, g est isomorphe à g5> Supposons désormais / i ^ 0 . Remplaçant 
xi, x2, x3, x4, x5 par xi, /x~1x2, /x_1x3, /x_1x4, M_1X5, on voit qu'on peut 
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supposer \x — 1. Alors, g est isomorphe à g5,e. Ceci achève de prouver la 
proposition 1. 

2. Centre de l'algèbre enveloppante pour les algèbres de Lie précé­
dentes. Nous allons chercher 3(8) pour les algèbres de la proposition 1. 
Comme 3 (g X g') = 3(8) ® 3(8'), il suffit de le faire pour g3, 84, 85,1, 05,2, 
85,3, 05,4, ^5,5, 05,6-

PROPOSITION 2. Supposons K de caractéristique 0. Utilisant les mêmes tables 
de multiplication qu'au § 1, on a le tableau suivant: 

3(88) = X [ 4 
3(04) = K[xh 2x2 x4 - X3], 
3( ,̂1) = x w , 
3(85,2) = i£[x4, %6, x2 x5 — x3 Xi], 
3(85,3) = #[x5], 
3(85,4) = K[xt, x5, 2xi x5 — 2x2 x4 + x3

2], 
3(85,5) = K[xb, 2x3 x5 — X4, 3x2 X5 — 3x3 x4 x5 + x4, 

9x2 x5 — 18x2 x3 Xi X5 + 6x2 Xi + 8x3 X5 — 3x3 x4], 
«3(05,6) = K[xb]. 

A Vexception de 3(85,5), ces algèbres sont des algèbres de polynômes dont le 
tableau précédent donne des générateurs algébriquement indépendants. L'algèbre 
08(85,5) n'est pas une algèbre de polynômes. 

Démonstration. Pour toute algèbre de Lie 8> nous désignerons par ©(8) 
l'algèbre symétrique de l'espace vectoriel g, dans laquelle 8 opère par des 
dérivations prolongeant les opérateurs de la représentation adjointe. Nous 
noterons 3(8) l a sous-algèbre de ©(8) formée des éléments annulés par g. Les 
éléments de 3(83) sont les éléments / de ©(83) satisfaisant aux équations 
suivantes: 

[Xi, X2]fX2 + [Xi, X3]/'x3 = [X2, Xi]fXl + [X2, Xz]fx9 = [*3, Xl]f'Xl + [*3, X2]fx, = 0, 

qui se réduisent à 

fxl = f'l2 = 0. 

Donc 3(83) = K[xz]. L'application canonique de 3(83) sur 3(83) est ici un 
isomorphisme, et 3(83) = K[x%]. 

Pour 3(84), nous avons le système d'équations 

^ 3 / X2 I XiJ XS — ^ 3 7 XI = XiJ x\ = U . 

Il est clair que x4 € 3(84) et que 2x2x4 — x3
2 € 3(84)- Soient ï)i = Kxi, 

ï)2 = Kxi + i£x3, ï)3 = Kxi + Kxz + Kx2, qui forment une suite croissante 
d'idéaux de g4. Les équations précédentes montrent facilement que 

0 * 3(84) n ©(W = 3(84) n ©ft2) * 3(84) n ©(th) = 3(90. 

Appliquons le lemme 3 de (3), où on considère 8 comme l'algèbre de Lie 
abélienne sous-jacente à 84, munie de l'algèbre de Lie des dérivations intérieures 

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5


REPRÉSENTATIONS DES GROUPES DE LIE 327 

de g4. On voit que x4 et 2x2x4 — x3
2 sont des éléments algébriquement indé­

pendants engendrant le corps des fractions de 3 (94), et que 

3(90 C K[xt, 2x2 x4 — x3, xT1]. 

S o i t / e 3(94). On a donc 

/ = xT[xl gr + Xl^gr-i + . . . + go] 

OÙ gT, gr_i, . . . , go € i£[2x2 X4 — X3 ]. Si 5 > 0, go est divisible par x4. Con­
sidérant dans go les termes en x3, on en conclut que go = 0. Donc 

/ = X^lxl^gr + Xî~2gr-l + . . . + gi]. 

Recommençant le raisonnement de proche en proche, on arrive au cas où 
s = 0, ce qui prouve que 

/ G K[x\, 2x2 x4 — x3]. 

Donc 3(94) = K[xt, 2x2 x± — x3
2]. Comme h est abélien, l'application cano­

nique de 3(94) sur 3(94) est un isomorphisme, et 3(ô0 = i£[x4, ^ 2 x4 — x3
2]. 

Pour 95,1, 95,3, 95,6, nous avons les systèmes d'équations 

%bj X2 = *^5/ x i = = X5J Xi = = ^ 5 / 3:3 = = " , 

^ 4 / 2:2 ~T~ ^ 5 / 2:4 = = # 4 / x i ~T~ ^ 5 / 2:3 = = *^5/ X2 = = ^ 5 / x i " » 

X 3 / x 2 + ^ 4 / x 3 + ^ 5 / ' x 4 = - ^ 3 / x i + Xf>fXl = - X^f'xi - *5j f 'x 2 = - Xsf'z! = 0 , 

qui donnent dans les trois cas 3(9) = K[x$], 3(9) == K[x§\. 
Pour 95,2, on a le système 

X4J X2 "1 ^ 5 / X3 = = ^ 4 / x i = = ^ 5 / x i " • 

Il est clair que x4 £ 3(95,2), x5 G 3(95,2), x2 x5 — x3 x4 G 3(95,2). Soient 
h = i£x5, h = Kx?> + KXAJ h = Kx$ + KXA + Kxz, h = Kx*> + Kxt + Kx% 
+ Kx2, qui forment une suite croissante d'idéaux de 95,2- On a 

0 * 3(95,2) n ©(h) ^ 3(95,2) r\ ©(h) = 3(95,2) n ©(h) 
^ 3(95,2) n ©(h) =3(95,2). 

Raisonnant comme pour 94, on voit que X5, #4, #2X5 ~~ ^3^4 sont des générateurs 
algébriquement indépendants du corps des fractions de 3(95,2), et que 

3(95,2) CK[x*, x5, x2x5 — x3x4, xi"1]; 

on voit ensuite qu'en fait 3(95,2) = K[x^ X5, x2X5 — X3X4]. Comme h e s t 
abélien, l'application canonique de 3(95,2) sur 3(95,2) est un isomorphisme, 
et 

3(95,2) = K[x±, x5, x2x5 — x3x4]. 

Pour 95,4, on a le système 

^3jf X2 I %4j XZ = ^ 3 / Xl T~ %5J X3 = = ^ 4 / Xl Xf>] X2 = " ' 

Il est clair que x4 € 3(95,4), x$ G 3(95,4), 2xiX5 — 2x2x4 + x3
2 G 3(95,4). 

Soient 
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t)i = Kx$, f)2 = Kx$ + Kxi, ï)3 = Kx$ + Kx± + Kxz, f)4 = Kx$ + ^#4 
i£x3 + Kx2, 

qui forment une suite croissante d'idéaux de $5,4. On a 

0 * 3(95,4) n ©fto ^ 3(95,4) n @(^) = 3(95,4) r\ @(W 
= 3(BB,4)n©ft4) ^ 3 ( B B , 0 . 

Les mêmes méthodes que précédemment montrent que 3(95,4) = K[x±, x$, 
2x1X5 — 2x2x4 + x3

2]. Les images canoniques dans 11(05,4) de x4, #5, 2x1X5 —2x2x4 

+ X32 (considérés comme éléments de ©(95,4)) sont x4, X5, 2x1X5 — 2x2x4 + x3
2 

(considérés comme éléments de 11(95,4)). J'ignore si l'application canonique 
de 3(95,4) sur 3(95,4) est un isomorphisme. Mais nous allons voir cependant 
que x4, X5, 2x1X5 — 2x2x4 + x3

2 engendrent 3(95,4), par un raisonnement 
applicable à toute algèbre de Lie et certainement connu (il m'a été, en tous 
cas, signalé il y a longtemps par H. Cartan). Soit a G 3(95,4), et montrons 
que 

a Ç K[XA, x5, 2xi x5 — 2x2 x4 + x3]. 

Nous supposerons ce point établi pour les éléments de 3(^5,4) dont la filtration 
(dans 11(95,4)) est strictement inférieure à la filtration n de a. S o i t / l'image 
canonique de a dans 3(95,4). On a 

/ = 2^ \j xT3' xV (2xi X5 — 2x2 #4 + Xz)Vj 

avec rrij + rij + pi < n pour tout j . Donc a est congru, modulo les éléments 
de U(95,4) de filtration < n, à 

Sy \j xTyX6y (2xi x5 — 2x2 x4 + x3)py, 

(calculé dans U(95,4)). Alors, 

a — 2j\j x7j xV (2xi x5 — 2x2 x4 + Xz)Vj 

est un élément de 3(95,4) qui appartient à i£[x4, x5, 2x1X5 — 2x2x4 + x3
2] 

d'après l'hypothèse de récurrence. D'où notre assertion. Ainsi, 

3(95,4) = K[xi, x5, 2xi x5 — 2x2 x4 + x|], 

et x4, X5, 2x1X5 — 2x2x4 + x3
2 sont algébriquement indépendants d'après le 

lemme 3 de (3). 
Pour 95,5, on a le système 

x%J X2 ~r X4J x% + X5J X4 = x 3 / xi = #4/ x\ — X5J X1 = 0. 

Ce cas est essentiellement traité dans (8, p. 244), mais nous allons procéder 
directement. On vérifie que 

#5 € 3(95,5), 
/1 = 2x3x5 - x4 <E 3(95.5), 
/ 2 = 3x2X5 — 3x3x4x5 + x4 G 3(95,5). 

Soient ï)i = i£x5, ï)2 = Kx$ + Kx±, ï)3 = Kx$ + i£x4 + i£x3, f)4 = Kx$ + KXA 
+ Kxz + i£x2, qui forment une suite croissante d'idéaux de 95,5. On a 
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o * 3(85,5) n ®(fh) = 3(95,5) r\ ®(h) * 3(ô5,5) r\ ®(h) 
* 3(95,5) n©({)4) =3(05,5). 

Donc XB, / I , /2 sont des générateurs algébriquement indépendants du corps 
des fractions de 3(05,5), et 3(05,5) C i£[x5,/i,/2, #5-1]. Soit 

/ 3 = XJT ( / l + / 2 ) = 9x2X5 — I8X2X3X4X5 + 6X2X4 + 8X3X5 — 3X3X4 G 3(05 ,5 ) . 

Nous allons montrer que 3(05,5) = K[x?>,fuf2,fz]> Nous aurons besoin pour 
cela du lemme suivant: 

LEMME 1. Soit P un polynôme à 3 variables X, F, Z, à coefficients dans K. 
Si P(fijf2ifs) est divisible par x5, P(X, F, Z) est divisible par Xz + F2. 

En effet, soit a l'idéal de ©(05,5) engendré par x5. Identifions canoniquement 
@(05,5)/a à <5(Kxi + Kx2 + Kxz + i£x4). Les images canoniques de / i , /2 , f% 
dans @(05,5)/a sont 

X4, X4, 0X4^-^X2X4 X 3 J . 

D'après l'hypothèse du lemme, P ( — *v4 j X4 3, 3x42(2x2X4 — X32)) est identique­
ment nul. Soit 

P(X, F, Z) = ZrPr{X, Y) + Zr-xPr-X{X, F) + . . . + P0(X, F). 

Considérant les termes en x3, on voit que 

PT{— X4, xl), P r - i ( — xl , x i ) , . . . , P o ( - X4, X4) 

sont identiquement nuls. Donc PT(X, F), . . . , P0(X, F) s'annulent sur la 
courbe d'équation Xz + F2 = 0 (dans une clôture algébrique de K), et par 
suite sont divisibles par Xz + F2. Donc P(X, F, Z) est divisible par Xz + F2. 

Revenons à la situation qui précède le lemme 1. Nous allons montrer que 
si un élément de K[x$, fi, f2, fs] est divisible par X5S (s entier > 0), son quotient 
/ par XÔS appartient à K[xs, fi, f2, fz]> Ecrivons en effet 

/ = X~ïS[xlgr + X5
r_1gr-1 + • . • + go] 

où gr, gr-u • • • , go appartiennent à K[fi,f2,f^]. Si 5 > 0, go est divisible par 
x5. D'après le lemme 1, g0 = (/13 + /22)go' = xtfzgo', avec go' G K[fh /2, / 8 ] . 
Donc 

/ = X Ï " S + 1 [ x r V + X5~2gr-1 + • • • + Xb(g2 + fïgo) + gl]-

Recommençant le raisonnement de proche en proche, on arrive au cas où 
5 = 0, ce qui prouve que 

/<E KlxtJuUf*]. 

En particulier, tout élément de i£[x5,/i,/2, xf1] qui est un polynôme, donc 
tout élément de 3(05,5), appartient à K[x$,fi,f2yfz\. Donc 3(05,5) = K[xs, 
fiifïifs]* Comme ï)4 est abélien, l'application canonique de 3(05,5) sur 3(05,5) 
est un isomorphisme, et on a 

3(05,5) = K[x6, 2x3x5 — X4, 3x2X5 — 3x3X4X5 + x\, 

9x2X5 — I8X2X3X4X5 + 6x2X4 + 8x3X5 — 3x3x4]. 
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Enfin, K[x&, fi, f2] et son corps des fractions sont respectivement isomorphes 
à K[X, F, Z] et K(X, Y, Z) (X, Y, Z désignant des indéterminées). Comme 
fz = #5~2(/i3 + /2 2 ) , on voit que 3(95,5) est isomorphe à K[X, F, Z, X~2 

(F 3 + Z2)], c'est-à-dire à l'anneau des fonctions régulières sur la variété 
d'équation TX2 = F3 + Z2 dans l'espace affine K1. Or cette variété n'est 
pas birégulièrement isomorphe à un espace affine puisqu'elle possède un point 
singulier à l'origine. Donc 3(95,5), et par suite 3(95,5), ne sont pas isomorphes 
à des algèbres de polynômes. 

3. Groupes de Lie nilpotents s implement connexes de dimension 
< 5. Supposons désormais K = R, et cherchons les groupes de Lie (réels) 
nilpotents simplement connexes de dimension < 5. Si 9 = 9' X 9", et si T, V, Y" 
sont les groupes de Lie simplement connexes correspondant à 9, 9', 9", on a Y = 
Y' X Y". Il nous suffit donc de chercher les groupes Ti, T3, T4, r 5 i i , . . . , r5,6 
correspondant à 91, 93, 94, 95,1, . . . , 95,6. H est clair que Y\ est isomorphe à R. 

Pour construire T3, nous cherchons d'abord des formes différentielles 
linéairement indépendantes o>i, œ2, co3 de degré 1, à 3 variables pi, p2, p3, 
vérifiant les équations de Maurer-Cartan qui sont ici 

dooi = 0, dœ2 = 0, dœz = coi A o)2. 

On peut prendre wi = dpi, a>2 = dp2, co3 = pidp2 + dps. La loi de groupe 
s'obtient alors en intégrant les équations dpî = dpi, dp2 = dp2, p\dp2 + dpz 
— pidp2 + dpz, d'où facilement 

P i = P i + Ci , p2 = P2 + 0T2, P3 = P3 + CT3 — p2(7i. 

Donc 
( 1 ) ((71, 0-2, (73) . ( p i , P2, P3) = ( p i + <Tl, p2 + 0"2, P3 + 0"3 — P20"l). 

Les calculs étant purement mécaniques, nous nous contentons de les résumer 
pour les autres groupes. 
Cas de T4. 

dœ± = 0, doo2 — 0, dœs = coi A o>2, dco^ = coi A co3, 
coi = dpi, C02 = dp2, co3 = pidp2 + dpz, co4 = \p\dp2 + pidpz + dp4, 

( 2 ) ((7i, (72, (73, 0-4) • ( P i , P2, P3, pi) 

= ( p i + 0*1, P2 + <72, P3 + 0"3 — P20"l, P4 + ^4 — P3^1 + ÏP20" l ) . 

Cas de r 5 t i . 
Jcoi = 0, dœ2 = 0, ^co3 = 0, dœi = 0, 
do)5 = wi A co2 + C03 A co4, 
Wl = d p i , C02 = ^ P 2 , CO3 = d p 3 , CO4 = dpi, CO5 = P l ^ p 2 + P3<^P4 + dpz 

( 3 ) ((7i, (72, (73, (74, (75) . (pi, p 2 , P3, P4, Pô) 

= ( p l + CTU P2 + 0"2, P3 + 0"3, P4 + 0"4, P5 + 0"5 _ p20"i — P40"3). 

Cas de r5 ,2. 
dcoi = 0, dœ2 = 0, dco3 = 0, dœ^ = coi A co2, dco5 = wiA co3, 
wi = dpi, co2 = dp2, co3 = dp3, co4 = pi^p2 + dpi, co5 = pidp% + dpb, 

( 4 ) (ai, (72, (73, (74, (75) . ( p i , p 2 , p 3 , P4, P5) 

= ( p i + (7i, p 2 + (72, P3 + C3, p 4 + (74 — p 2 0 r l , P5 + 0"5 ~ P30"l). 
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Cas de r 5 ,3 . 

dwi = 0, d&2 = 0, du>% = 0, dw± = coi A 002, dœ?> = coi A co4 + C02 A C03, 
COi = ^Zpi, C02 = dp2, CO3 = ^ p 3 , C04 = pidp2 + ^P4, 

0)5 = P2^P3 + Pl^P4 + ! P I ^ P 2 + dp*,, 

, s (<7i, (72, 0"3, C74, 0-5) . ( p i , p 2 , P3, P4, Pô) 

= (P i + 0"1, P2 + 0"2, P3 + 0"3, P4 + 0"4 — P20"l, P5 + ^5 — P3^2 "~ P4^1 
_L 1 2" 
H - 2P20"1 

Cas de r5 )4. 

dœi = 0, da)2 = 0, dco3 = = coi A co2, do)4 = CO; COi A CO3, ^C05 = CO2 A CO3, 

COl = dph C02 = dp2, CO3 = Pl^P2 + dp3 , C04 = | p i ^ p 2 + P l^P3 + dpi, 

CO5 = P2^P3 + dp*,, 

,n\ ( ^ l , 0*2, 0"3, 0"4, 0"B) • (Pl> P2, P3, P4, Pô) 

= (P i + 0"1, P2 + 0"2, P3 + 0-3 — P2C1, p 4 + (74 — P30"! + §p2(7i, P5 + (T5 

+ èP2^1 "~ P30"2 + P20"10"2). 

Cas de r 5 j 5 . 

ĈCOi = 0 , ^C02 = 0 , (&O3 = COl A CO2, ĈC04 = COl A CO3, dùO^ = COl A CO4, 

COl = dpi, C02 = dp2j CO3 = P l ^ p 2 + dpz, CO4 = J P l ^ P 2 + Pl<ip3 + dpi, 

C05 = Jpi^p2 + èpi<ip3 + Pi^P4 + dps, 
, - s ((II, (72, (73, (74, (75) . ( p i , P2, P3, P4, Pb) 

— ( p i + 0"1, P2 + 0"2, P3 + 0"3 ~ P20"l, p 4 + (74 + |p20"i — pzd\, 

P5 + CT5 — ëp2(7l + 2P30"1 ~~ P40*l). 

Cas de r5 ,6. 

do)\ = 0, Jco2 = 0, <ico3 = coi A C02, dœ± = coi A C03, dus — coi A C04 + C02 A C03. 
coi = dph co2 = dp2, cb3 = pxdp2 + dpz, co4 = \p1dp2 + pidp3 + dp^ 

COO = \p\dp2 + |picip3 + Pi^P4 + Pidpz + dps, 
((7i, (72, (73, (74, (7B) . (pi, P2, P3, p4, Pb) 

(8) = (pi + (7i, P2 + (72, P3 + (73 ~ P20"l, P4 + 0"4 + èp20"l — P30"l, 
P5 + ^ S — 6P20"1 + |p30"l — P40"l+ \p2<Tl — P3<T2 + P2<7l<72). 

Dans ce qui suit, nous allons déterminer les représentations unitaires irré­
ductibles des groupes T3, r 4 , r 5 > i , . . . , r5>6, e t la formule de Plancherel pour 
ces groupes. La classification des représentations unitaires irréductibles pour­
rai t se faire en utilisant la théorie de Mackey (5), mais nous utiliserons 
sys témat iquement (3). Notons aussi que la classification des représentations 
unitaires irréductibles de T3 et r 6 , i a été faite par von Neumann (6), e t que 
la formule de Plancherel pour T3 est due à Godement (4). 

4. R e p r é s e n t a t i o n s u n i t a i r e s i rréduct ib les de r3 . Nous utilisons la table 
de multiplication de Q3 donnée au paragraphe 1. Soient f) = Rx3 , A le sous-
groupe correspondant de T3, qui est à la fois le centre et le groupe des com­
muta teurs de T3. 

D 'après la proposition 2, e t le lemme 15 de (3), il y a correspondance 
biunivoque entre les caractères hermitiens x de ,3(ô3) et les nombres réels A. 
Cet te correspondance est définie par la formule x{%z) = iX. 
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PROPOSITION 3. (i) Pour tout nombre réel X ^ 0, il existe une représentation 
unitaire irréductible U\ de T3 et (à une équivalence près) une seule dont le carac­
tère prend la valeur iX en x3. La représentation U\ opère dans LC

2(R), /'ensemble 
des vecteurs indéfiniment differentiables est J^(R). On a 

(9) E/x(*i) = Dx Ux(x2) = i\M1 Ux(xz) = ik. 

Si y est Vélément de T3 de coordonnées (pi, p2, p3) et si f Ç Z,G
2(R), on a 

(10) (U,(y)f)(6) = [exp i\(Pi - P26)]f (9 + P l ) . 

5» F e LC
I(T3) nzc2(r3), o» a 

(H) f 1 (̂7)1^7= f WxtfWtf^lXldX. 

(ii) / / existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de r3 , cfewx 
à dewx non équivalentes, dont le caractère prend la valeur 0 en x3. Ce sont les 
représentations triviales sur A; elles s'identifient donc aux représentations uni­
taires de dimension 1 du groupe abêlien r3 /A. 

Démonstration. Soient ï)' = Rx3 + Rx2, qui est un idéal abélien de g3, et 
A' le sous-groupe correspondant de T3. Appliquons le lemme 24 de (3) à T3 

et A'; on peut prendre dans ce lemme ai = #3, a2 = x2, a = 1, b = x3. On 
voit que x% est classifiant pour g3. Si X F^ 0, il existe une représentation unitaire 
irréductible U\ de T3 et (à une équivalence près) une seule dont le caractère 
prend la valeur i\ en x3; compte tenu des lemmes 23 et 24 de (3), U\ est 
induite par n'importe quelle représentation unitaire de dimension 1 de A' 
dont le caractère prend la valeur i\ en x3, par exemple par la représentation 
dont le caractère prend les valeurs '̂X en x% et 0 en x2. D'après les lemmes 29 
et 31 de (3), U\ opère dans LG

2(R), l'ensemble des vecteurs indéfiniment 
differentiates pour U\ est ^ ( R ) , et on a les formules (9). La formule (10) 
résulte de la définition des représentations induites et du calcul suivant: 

(0, 0, 0) (pi, p2, p3) = (0 + pi, P2, P3 - 0p2) = (0, P2f P3 - 0p2) (0 + pi, 0, 0). 

Maintenant, utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstration du théorème 
4. On peut y prendre q = 1, ai — x3, a2 = x2, 6 = x3, /*" = 1, Ri(\i) = Xi. 
D'où la formule (11). Enfin, la partie (ii) de l'énoncé est évidente. 

5. Représentations unitaires irréductibles de r4. Nous utilisons la 
table de multiplication de g4 donnée au § 1. Soient f) = Rx4, ï)' = Rx4 + Rx3, 
A et A' les sous-groupes correspondants de T4. Alors A est le centre de T4 et A' 
est le groupe des commutateurs de T4. 

D'après la proposition 2, et le lemme 15 de (3), il y a correspondance 
biunivoque entre les caractères hermitiens x de 3 (ôO et les couples (X, /z) de 
nombres réels. Cette correspondance est définie par les formules xfe) = ^X, 
X(2X 2 X4 - X3

2) = jLl. 
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PROPOSITION 4. Soient X et p des nombres réels. 
(i) Si X 7̂  0, il existe une représentation unitaire irréductible U\tfl de T4 et 

(à une équivalence près) une seule dont le caractère prend la valeur iX en XA et 
la valeur n en 2x2x4 — Xz2. La représentation U\ttl opère dans LC

2(R). Vensemble 
des vecteurs indéfiniment differentiables est j ^ (R) . On a 

(12) UxAxi) = Du UxA**) = - ** x + **XM*' ^ .M(*») = i X M l> 

U\tll(xi) = iX. 

Si y est l'élément de TA de coordonnées (pi, p2, P3, PA), et si f G LG
2(R), on a 

(13) (UxM)f) (0) = [exp i(- \ S P2 + XP4 - Xp30 + èXP2 0
2)]/(0 + P l ) . 

Si F e W(TA) H £c 2 ( r 4 ) , <w a 

(14) f \F(y)\2dy = (( tr(UKfl(F)*UxAF))dXdp. 

(ii) SiX = 0 et p < 0, il n'existe aucune représentation unitaire irréductible 
de TA dont le caractère prend la valeur iX en x4 et p en 2x2X4 — x%2. 

(iii) SiX > 0 et JUL > 0, il existe (à une équivalence près) deux représentations 
unitaires irréductibles de TA dont le caractère prend la valeur iX en XA et /JL en 
2x2X4 — X32. Ces représentations sont triviales sur A, donc (comme TA/A est 
isomorphe à T3) s identifient à des représentations de T3, à savoir les représenta­
tions notées U±vil dans la proposition 3. 

(iv) Si X — p = 0, il existe une infinité de représentations unitaires irré­
ductibles de TA, deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend la valeur 
iX en XA et p en 2x2x4 — X32. Ce sont les représentations triviales sur A'; elles 
s'identifient donc aux représentations unitaires de dimension 1 du groupe abélien 
r4/A'. 

Démonstration. Soient ï)" = Rx4 + Rx3 + Rx2, qui est un idéal abélien de 
g4, et A" le sous-groupe correspondant de T4. Appliquons le lemme 24 de 
(3) à T4 et A"; on peut prendre dans ce lemme ai = x4, a2 = 2x2x4 — x3

2, 
a% = X3, a = 1, b = XA. On voit que x4 est classifiant pour g4. Si \ ^ 0 , il 
existe une représentation unitaire irréductible U\tfi de T4 et (à une équivalence 
près) une seule dont le caractère prend les valeurs iX en x4 et p en 2x2x4 — x3

2; 
compte tenu des lemmes 23 et 24 de (3), U\f(i est induite par n'importe quelle 
représentation unitaire de dimension 1 de A" dont le caractère prend les 
valeurs X̂ en x4 et p en 2x2x4 — X32, par exemple par la représentation dont 
le caractère prend les valeurs iX en x4, 0 en x3 et — \ip/\ en x2. D'après les 
lemmes 29 et 31 de (3), U\tll opère dans LC

2(R), l'ensemble des vecteurs 
indéfiniment differentiates pour U\tli est «^(R), et on a les formules (12). La 
formule (13) résulte da la définition des représentations induites et du calcul 
suivant : 

(0, 0, 0, 0) (pi, P2, P3, PA) = (0 + Pl, P2, P3 — 0P2, P4 — 0P3 + Wpî) 
= (0, P2, P3 " 0p2, PA - BpZ + |02p2) (0 + pi, 0, 0, 0) . 

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5


334 J. DIXMIER 

Soit U\tllftV une représentation unitaire de dimension 1 de A" dont le carac­
tère prend les valeurs i\ en x4, ip! en x3, iv en x2. Soit Ff Ç Lc

l(à!r) C\ LG
2(A"). 

D'après la formule de Plancherel ordinaire, on a pour un bon choix de dô 

f jF'(8)\2dô = 2 jtr(U{,»>,v(F')*U{^,v(F'))d\dp'dv. 

Soit ix la valeur en 2x2x4 — x3
2 du caractère de U\tfl>>v. On a p = — 2X// + p2, 

donc AI' = (v2 — M)/2X pour À ^ O . Donc 

(F)) 
_1_ 
2X 

d\d\xdv. 

Maintenant, utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstration du théorème 
4. On peut y prendre q = 2, ai = XA, a2 = 2x2X4 — x3

2, &3 = x3, b = X4, 
-F'(X, p) = 1/X, i?i(X, M) = X. On obtient la formule (14) pour un choix con­
venable de la mesure de Haar dy. 

Soit U une représentation unitaire irréductible de T4 dont le caractère 
s'annule en X4. Alors, U est triviale sur A, donc s'identifie à une représentation 
unitaire irréductible de T4/A qui est isomorphe à T3. On a £/(2x2x4 — x3

2) = 
— 27(x3)

2, et £/(x3) est un opérateur scalaire imaginaire pur. Alors, (ii) est 
immédiat et (iii) résulte de la proposition 3. Enfin, (iv) est immédiat. 

6. Représentations unitaires irréductibles de r5fi. Nous utilisons la 
table de multiplication de 95,1 donnée au § 1. Soient ï) = RXÔ et A le sous-
groupe correspondant de r5>i. Il y a correspondence biunivoque entre les 
caractères hermitiens % de 3(ô5,i) et les nombres réels X. Cette correspondance 
est défini par la formule X(XÔ) = ^ -

PROPOSITION 5. (i) Pour tout nombre réel X ̂  0, il existe une représentation 
unitaire irréductible U\ de T$t\ et (à une équivalence près) une seule dont le 
caractère prend la valeur i\ en x5. La représentation U\ opère dans LG

2(R2). 
Vensemble des vecteurs indéfiniment differentiables est ^ ( R 2 ) . On a 

(15) Ï7x(*i) = Du Ux(x2) = i\Mh L7x(x3) = D2, Ux(x,) = i\M2, Ux(x6) = i\. 

Si y est l'élément de r5>i de coordonnées (pi, p2, p3, P4, Pb), et sif Ç Zc2(R2), on a 

(16) (Ux(y)f)(dh e2) = [exp i\(Ph - p2 di - p,d2)]f(di + P l , 62 + p3). 

Si F e LcKT^i) n L G
2 ( r 5 , i ) , on a 

(17) f \F(y)\2dy = f tr(Ux(F)*Ux(F))\2d\. 

(ii) II existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de IYi, 
deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend la valeur 0 en X5. Ce sont 
les représentations triviales sur A; elles s'identifient donc aux représentations 
unitaires de dimension 1 du groupe abélien r5 ; i /A. 
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Démonstration. Soit ï)' = R# 5 + Rx 4 + Rx 3 + Rx2 , qui est un idéal de $5,1 
isomorphe à g 3 X (Rx2). Soit A' le sous-groupe correspondant de r 5 , i . Appli­
quons le lemme 24 de (3) à r 5 ) i e t A'; on peut prendre dans ce lemme ai = X5, 
a2 = x2, a = 1, b = x5 (compte tenu de la proposition 3). On voit que X5 
est classifiant pour 95,1- Si X 3^ 0, il existe une représentation unitaire irré­
ductible [/\ de r 5 i i e t (à une équivalence près) une seule don t le caractère 
prend la valeur '̂X en x$. Cet te représentation est induite par n ' importe quelle 
représentation unitaire irréductible de A' dont le caractère prend la valeur i\ 
en x5. Nous considérerons par exemple la représentation triviale sur le sous-
groupe A" de A' correspondant à Rx 2 ; comme A ' / A " est isomorphe à r 3 , ceci 
détermine parfai tement la représentation considérée. Les formules (15) et les 
assertions qui les précèdent s'établissent alors en utilisant les mêmes références 
que pour la proposition 3. La formule (16) résulte du calcul su ivant : 

(0, 0, 0, 0, 0) (pi, p2, p3, P4, P5) = (S + pi, p2, P3, P4, P5 — 0p2) 
= (0, P2, P3, P4, P5 - 0P2) (6 + P l , 0, 0, 0, 0) . 

Utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstrat ion du théorème 4. D 'après 
la proposition 3, on a ^'(X) = X. D 'au t re par t , Ri(\) = X. D 'où (17). La 
part ie (ii) de l'énoncé est évidente. 

7. R e p r é s e n t a t i o n s u n i t a i r e s i rréduct ib les de r 5 2 . Nous utilisons la 
table de multiplication de $5,2 donnée au § 1. Soient f) = RX4 + Rxs, e t A le 
sous-groupe correspondant de IY2 , qui est à la fois le centre et le groupe des 
commuta teurs de r 5 2 . Il y a correspondance biunivoque entre les caractères 
hermitiens x de £($5,2) et les systèmes (X, /*, v) de nombres réels. Cet te corre­
spondance est définie par les formules 

X(XA) = iX, x f e ) = inj x(^2X5 — X3X4) = v. 

PROPOSITION 6. Soient X, n, V des nombres réels. 

(i) SiX 9^ 0 ou fjL 9e 0, iZ a w ^ zme représentation unitaire irréductible U-KjfljV 

de r5>2 et (à une équivalence près) une seule dont le caractère prend les valeurs 
i\ en X4, i\x en X5, v en x2Xs — X3X4. Elle opère dans L G

2 (R) . Les vecteurs in­
définiment differentiables sont ceux de j ^ ( R ) . On a 

(18) £/X.M.*(*I) = # i , ^X,M,V(X2) = - iT2-~--2 + i\Mh 

A -h M 

U\,p,v(xz) = ^72—,—2 + ifiMu Ux^^ix^) = iX, U\>fltV(xb) = i\i. 
X + /x 

5 i 7 es£ Vêlement de r 5 ) 2 de coordonnées (pi, p2, P3, P4, PÔ), ^ s i / G L G
2 (R) , on a 

(19) (Ux.,Ay)f)(fi) 

= [ e x p t (v ^ I ^ T ^ - + X(P4 - Pï6) + M(P5 - P30)) •/(« + P I ) . 

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5


336 J. DIXMIER 

Si F £ WiTt.*) (McKTt,*), on a 

(20) f \F(y)\2dy= ( ( ( tr(Ux,,AF)*Ux.,AF))d\dndv. 

(ii) Si X = JJL = 0 et v ^ 0, il n'existe aucune représentation unitaire irréduc­
tible de r5(2 dont le caractère prend les valeurs i\ en x4, ijx en x5, v en x2x5 — x3x4. 

(iii) Si X = [x — v — 0, il existe une infinité de représentations unitaires 
irréductibles de IY2, deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend les 
valeurs iX en x4, i\i en x$, v en x2x$ — X3X4. Ce sont les représentations triviales 
sur A; elles s'identifient aux représentations unitaires de dimension 1 du groupe 
abélien T^^/A. 

Démonstration. Soient fy' = Rx5 + Rx4 + Rx3 + Rx2, qui est un idéal 
abélien de $5,2 et A' le sous-groupe correspondant de r5>2. Supposons d'abord 
M ^ O . Appliquons le lemme 24 de (3) à r5,2 et A'; on peut prendre dans ce 
lemme 

# 1 = %b, CLl = # 4 , #3 = X2X$ — £3X4, #4 = X3, 0 = 1 , b = X5. 

On voit qu'il existe une représentat ion unitaire irréductible U\tflt„ de r5>2 e t 
(à une équivalence près) une seule don t le caractère prend les valeurs iX en 
X4, i/i en x$, v en x2x*> — x3x4. Cet te représentat ion est induite par n ' impor te 
quelle représentat ion unitaire de dimension 1 de A' don t le caractère prend 
les valeurs iX en x4, i\i en X5, v en x2X5 — x3x4; nous considérerons par exemple 
la représentat ion unitaire de dimension 1 de A' don t le caractère prend les 
valeurs 

u.v Xv 
iX en x4, tfi en x5, — 1 -r^—.—2 en x2, t z^—.—2 en x3. 

X + M X + ix 
Les formules (18) et les assertions qui les précèdent s'obtiennent alors en 
utilisant les mêmes références que pour la proposition 3. En particulier, pour 
X = 0 (et toujours ju y£ 0), on a 

Uo,p,v(xi) = Dh U0,li,v{x2) = — i - , UOJIJL,V{XZ) = ifiMi, UO,P,,(XA) = 0, 

Uotll,v(x6) — ijJL. 

D'autre part, l'application linéaire de §5,2 sur g5,2 qui transforme x\ en Xi, 
x2 en x3, X3 en x2, x4 en X5, X5 en x4, est un automorphisme de £5,2- Il existe 
donc une représentation unitaire irréductible U\totV de r5>2 et (à une équiva­
lence près) une seule dont le caractère prend les valeurs 0 en X5, iX en x4, 
v en x2x5 — x3x4; cette représentation est induite par la représentation unitaire 
de dimension 1 de A' dont le caractère prend les valeurs 0 en X5, iX en x4, 
iv/X en x3, 0 en x2. Cette représentation opère dans LC

2(R), les vecteurs 
indéfiniment différentiables sont ceux de ^ ( R ) , et on a 

U\,o,v(xi) = Dh U\,o,v(x2) = iXMh U\,o,v(x3) = i-, Ux,o,y(x4) = iX, 

U\,0,v(x5) = 0. 
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On voit donc que les formules (18) et les assertions qui les précèdent sont 
valables sous la seule hypothèse que X2 + M2 ^ 0. La formule (19) résulte du 
calcul suivant: 

(0, 0 , 0, 0 , 0) (pi, p2, P3, P4, Pô) = (0 + PU P2, P3, P4 ~ P20, p5 ~ P30) 

= (0, P2, PS, P4 - P20, P5 - P30) (0 + Pi, 0 , 0 , 0 , 0 ) . 

Dans (3), partie 2° de la démonstration du théorème 4, F'(\, M, V) = 1/ju et 
Ri(\, M, *0 = M- D'où (20). Les parties (ii) et (iii) de l'énoncé sont évidentes. 

8. Représentations unitaires irréductibles de r5,3. Nous utilisons la 
table de multiplication de 95,3 donnée au § 1. Soient ï) = Rx5, V = Rx5 + R#4, 
A et A' les sous-groupes correspondants de r5)3. Alors A est le centre de r5>3 

et A' est le groupe des commutateurs de r5>3. Il y a correspondance biunivoque 
entre les caractères hermitiens x de 3(95,3) et les nombres réels X. Cette corres­
pondance est définie par la formule X(#B) = '̂X. 

PROPOSITION 7. (i) Pour tout nombre réel X ^ 0, il existe une représentation 
unitaire irréductible U\ de r5 i 3 et (à une équivalence près) une seule dont le 
caractère prend la valeur i\ en x5. Elle opère dans LC

2(R2). L'ensemble des 
vecteurs indéfiniment differentiables est *S^(R2). On a 

(21) £/x(xi) = Dh Ux(x2) =D2+ \i\Ml U*(xt) = i\M2, 

U\(XA) = i\Mh U\(xs) = i\. 

Si y est l'élément de IY3 de coordonnées (pi, P2, P3, P4, PB), et si f £ LC
2(R2), on a 

(22) (Ux(y)f)(6l9 02) = [exp iX(p5 - p40i + W Î - p302)]/(0i + pu h + P2). 

Si F 6 Zc
1(r6,8) nL G

2 ( r 5 , 3 ) , on a 

(23) f \F(y)\2dy = f tr(U^F)*Ux(F))\2d\ 

(ii) II existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de r5,3, 
deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend la valeur 0 en #5. Elles 
s'identifient aux représentations unitaires irréductibles du groupe r5>3/A, qui 
est isomorphe à T3 X R. Compte tenu de la proposition 3, elles se partagent en 
deux séries, suivant qu'elles sont ou non triviales sur A'. 

Démonstration. Soient ï)" = Rx5 + Rx4 + Rx3 + R#2, qui e s t un idéal de 
$5,3, et A" le sous-groupe correspondant de r5>3. L'algèbre t)" est isomorphe 
à (Rx2 + Rx3 + R#Ô) X R#4, e t R#2 + R#3 + RXÔ est isomorphe à g3. Appli­
quons le lemme 24 de (3) à r5>3 et A"; on peut prendre dans ce lemme ai = X5, 
a2 = Xiy a = 1, b = x5. Pour X 5̂  0, il existe une représentation unitaire 
irréductible U\ de r5,3 et (à une équivalence près) une seule dont le caractère 
prend la valeur X̂ en X5. Cette représentation est induite par n'importe quelle 
représentation unitaire irréductible de A" dont le caractère prend la valeur 
i\ en X5, par exemple l'unique représentation unitaire irréductible de A" dont 
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le caractère prend les valeurs i\ en x5 et 0 en x4. Les formules (21) et les 
assertions qui les précèdent s 'établissent alors en uti l isant les mêmes références 
que pour la proposition 3. La formule (22) résulte du calcul su ivant : 

(0, 0, 0, 0, 0) (pi, p2j P3, P4, Pb) = (0 + PU P2, P3, P4 — 0P2, P5 ~ #P4 + P W 

= (o, P2, p8> P4 - eP2, P5 - 0P4 + ie2
P2) (e + Pl, o, o, o, o) . 

Avec les notat ions de (3), part ie 2° de la démonstra t ion du théorème 4, on a 
F'(X) = X, i?i(X) = X. D 'où (23). La part ie (ii) de l 'énoncé est évidente. 

9. R e p r é s e n t a t i o n s u n i t a i r e s i rréduct ib le s de r5,4. Nous utilisons la 
table de multiplication de £5,4 donnée au § 1. Soient f) = Rxs + RX4, 
ï)' = Rx5 + Rx 4 + Rx3 , A et A' les sous-groupes correspondants de r5 ,4. 
Alors, A est le centre et A' est le groupe des commuta teurs de r 5 ; 4 . Il y a 
correspondance biunivoque entre les caractères hermitiens % de 3(65,4) et 
les systèmes de nombres réels X, p., v. Cet te correspondance est définie par les 
formules x(x4) = i\, x(x$) = ip, x(2xiXs — 2x2x4 + x3

2) = v. 

PROPOSITION 8. Soient X, p, v des nombres réels. 
(ï) Si X 9e 0 ou p 5^ 0, il existe une représentation unitaire irréductible 

U\,pfV de r 5 j 4 et {à une équivalence près) une seule dont le caractère prend les 
valeurs i\ en x4, ip en xB, v en 2XIXÔ — 2x2X4 + X32. Elle opère dans L G

2 ( R ) . Les 
vecteurs indéfiniment differentiables sont ceux de S^(K). On a 

U\,p,v(xi) = - ¥,2*Z 2 + ,2 , 2D1 - i ^ ( X 2 + p2)M2
h X + p X + p 

(24) Ux,,,v(x2) = \i T 2 " ^ - 2 + T 2 - ^ 2 Di + ^X(X2 + p2)Ml, 
X + p X + p 

U\,r,v(xz) = i(\2 + p2)Mh UxtfX,v(xi) = iX, U\tli,v(x6) = ip. 

Si y est l'élément de T^^ de coordonnées (pi, p2, p3, P4, PÔ), et si f G L G
2 (R) , on a 

(U\tlt,v(y)f)(0) = I expi( — ^ ~ ~ 2 (ppi - Xp2) + Xp4 + ppb 

(25) — i T T ~ — 2 (X2pi + 3X/xp?p2 + 3/x2pip2 — X/XP2) + (X2 + M )P3# + M PiP2# 
X + p 

+ \p(pl — p2)6 — | (X 2 + p2)(ppi — Xp2)fl ) > ( • 
1 V l + MP2 

+
 X2 + M2 

5* F g i cHrB.O n -Lc
2(r5,4), o» o 

(26) f | ^ ( 7 ) ! 2 ^ T = f f f tr(U^AF)*Ux,»AF))d*dndv. 

(ii) 5 ï X = jtt = 0 et v > 0, il n existe aucune représentation unitaire irré­
ductible de r5 )4 dont le caractère prend les valeurs i\ en X4, ip en X5, v en 2x1X5 
— 2x2x4 + Xz2. 

(iii) Si X = p = 0 et v < 0, il existe (à une équivalence près) deux représenta­
tions unitaires irréductibles de r5>4 dont le caractère prend les valeurs i\ en x4, 
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ifj, en #5, v en 2xiXs — 2x2X4 + x3
2. Ces représentations sont triviales sur A, et 

s'identifient à des représentations de T^^/A, donc de T3; ce sont les représentations 
notées U±v-V dans la proposition 3. 

(iv) Si \ = fi = v = 0, il existe une infinité de représentations unitaires 
irréductibles de r5>4, deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend les 
valeurs i\ en X4, ijx en X5, v en 2x1X5 — 2x2X4 + x3

2. Ces représentations sont 
triviales sur A'. Elles s'identifient aux représentations unitaires de dimension 
1 du groupe abélien T$t±/Af. 

Démonstration. Supposons X ̂  0 ou /i ^ 0. Soient t)" = Rx5 + RX4 + Rx3 

+ R(Xxi + fix2) qui est un idéal de g5)4 de dimension 4, et A" le sous-groupe 
correspondant de r5,4. L'algèbre de Lie t)" est isomorphe à 

(R(Xxi — HX2) + Rx3 + R(Xx4 + Atx5)) X R(/xx4 — Xx5), 

et R(Xxi + /xx2) + Rx3 + R(Xx4 + JXX$) est isomorphe à g3, avec R(Xx4 + M^S) 

pour centre. Appliquons cette fois le lemme 21 de (3) à r5)4 et A", avec 

9 
x = juxi — XX2, a\ — -T2~.—2 (Xx4 + JUX5), a = 2x1X5 — 2x2X4 + x3 X + ix 

(on notera que 

o 
a = 72—,—2 ((Xx4 + ixxh)(iixi — Xx2) — (Xxi + M^2)(M^4 — Xx5)) + x3

2). X + M 

La proposition 3 montre que ce qui est noté A dans le lemme 21 de (3) est 
l'ensemble des caractères hermitiens de &(§") non nuls en XX4 + ixx*>. Le 
lemme 21 (iii) de (3) montre que XX4 + M̂ 5 est classifiant pour $5,4. En 
particulier, un caractère qui prend les valeurs i\ en x4, i\x en X5, v en 2xxX5 
— 2x2X4 + x3

2 (donc la valeur i(\2 + fx2) 9^ 0 en XX4 + MX5) correspond à 
une représentation unitaire irréductible U\>fljV de r5>4 et (à une équivalence 
près) à une seule. D'après le lemme 21 (ii) de (3), cette représentation pro­
longe une représentation unitaire irréductible U' de A" dont le caractère 
prend les valeurs ^(X2 + y2) en Xx4 + ixx?> et 0 en /ar4 — XX5. D'après la pro­
position 3, on peut supposer que U' opère dans LG

2(R), que les vecteurs 
indéfiniment differentiates pour Uf sont les éléments de 5^(R), et que 

U'ÇKxi + 11x2) = Du U'(xz) = (̂X2 + fi2)Mh 

U'Çkxi + ixx$) = i(X2 + /x2), C7/(iuX4 — Xx5) = 0. 

Alors, U\jfljV opère dans ZG
2(R), et, d'après le lemme 28 de (3), les vecteurs 

indéfiniment différentiables pour U\^tV sont les éléments de J5^(R), de sorte 
que 

U\tlltV(\xi + »x2) = Dlt U\tpl9(xa) = i(\2 + }x2)Mu 

U\tllfV(XxA + MX5) = i(\2 + M2), Ux^^i/jLXi — XxB) = 0. 

Naturellement, U\iVLtV(xi) = '̂X, U\tlltV(x$) = ijx. Par ailleurs, 
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V = U\,n,v(2XlXs — 2X2#4 + #3 ) 

2 

A T" M 
U\,n,v(\xi + fiX2)U\,fl,v(fixA — \xb)] + U\ilx,v(xz)* 

= ,2 , 2^(X2 + V2)U\tll,r(jiXi — \X2) — (X2 + ll2)2 Mi 
A T" M 

= 2iU\,fi,v(iJiX1 — \x2) — (X2 + fx2)2Mi2 

d'où 

Ux,^,v(fJLXi — Xx2) = — \iv — \i(^K2 + ii2)2Mi 

On tire de là 

*7* j X 
Xz + \x X + \x Ux,r.,(xi) = ~ ^ T 2 - T S + X2 , „ 2 ^ i - ^ M ( X 2 + M W 

tf^fo) = ^ T I ^ - 2 + 7 * 4 - 2 £>1 + |iX(X2 + M2)^l 
X + /x X + M 

ce qui prouve les formules (24). 
Cherchons l 'application exponentielle de C$5,4 dans r5 ) 4 . La base (xi, x2j #3, 

au, x&) de ^5,4 adme t pour base duale dans le dual de 95,4 le système de formes 
différentielles invariantes à droite sur r5,4 obtenues au § 3. Si un élément 
de g5,4 a pour coordonnées («i, a2, «3, «4, «5), le sous-groupe à 1 pa ramèt re 
correspondant de r5,4 s 'obtient en cherchant les solutions du système 

dpi dp2 dp2 dpz 

~dï = ai' Tt=a^ Pl^f + 'dT = a3' 
x idpi dp% . dpi dpz . dpt, 
*pl~dJ + pl~dt+lt=ai' p2~~dt + ~dl = "*' 

qui s 'annulent pour / = 0. On obt ient 

P i = OLit, p 2 = OLït, P3 = OLzt — \aiOL2t , 

p4 = aAt — \aia%t + \aia2t , p5 = a4 — \a2a%t + \axa2t . 

E n particulier, exp JU5X5 est le point de coordonnées (0, 0, 0, 0, ^5), e t on a 

E7xf/,,,(exp /Z5X5) = exp fe5); 

exp /14X4 est le point de coordonnées (0, 0, 0, /x4, 0), e t on a 

£/xiM>J,(exp/x4X4) = exp (*X/z4); 

exp IJLZXZ est le point de coordonnées (0, 0, /-13, 0, 0), e t on a 

E/xlM,p(exp/x3tf3) = exp 0'(X2 + fjL2)jjLZMi); 

exp fjL2(\xi + fix2) est le point de coordonnées (X/x2,/x/i2, — |Xju/x2
2, | X V M 2 3 , 

| X M V 2 3 ) , e t on a 

Z7x,M,„(exp /i2(Xxi + i*x2)) = exp (/x2Z>i); 
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exp fxibixi — Xx2) est le point de coordonnées (/XJLII, — XMI, è̂ MMi2» — I W i 3 » 
|X2/iMi3), et on a 

U\,n,,(exp m(jixi - Xx2)) = exp/xi(- \iv — |i(X2 + />t2)2Af?). 

Donc 

C/x,M,"[exP MI(M#I — Xx2) . exp JU3X3. exp /z4x4. exp /Z5X5. exp JU2(XXI + /x^)] 
= exp i{ — \v\xx + XjLt4 + MM5 + (X2 + n2)nzMi - i(X2 + MY/XIM?) exp(/x2Z>i). 

L'élément de 1̂ ,4 entre crochets est 

{M/XI, — X/xi, èXju/xî, — iX/x MI, ^ W i ) (0, 0, Ms, 0, 0) (0, 0, 0, M4, 0) 

( 0 , 0 , 0 , 0 , JU5) (X)Li2, MM2, — èXjUjU2, ^X MM2, %X/x /x2) 

= (jLtJLli, — XjLtl, \XjUjLtl, — |X/X jUi, | X MMl) (XM2, MM2, M3 ~ èXjUjLl2, jLt4 + \ \ /i/X2, 

MB + ÎXJU2/X2) 

= (XJU2 + /x/xi, — X/ii + MM2, M 3 + èX/x(/xi — /X2) — M M1M2, 
1 \ 2 3 , , l x 2 3 i 1 A 2 2 | X 3 2 

— ëXjLt Mi + M4 + eX MM2 — MM1M3 + 2XM M1M2 + 2M M1M2, 

| X MMi + M5 + |XJU jU2 + %M M1M2 + XMI/X3 — \ \ MM1M2 — X/x M1M2). 

P o s a n t ce s c o o r d o n n é e s éga l e s à pi , p2 , P3, P4, P5, o n t r o u v e , a p r è s c a l c u l s 

__ /xpi — Xp2 _ Xpi + jup2 

M l — A 2 , 2 > M2 — . 2 . 2 » 

X + JU X + M 
M3(X + JLt ) = p3(X + /X ) + M PlP2 + XjLt(pi — p2), 

XjU4 + MM5 = Xp4 + MP5 — \ -CT~, 2 (X pi + 3XjLtpip2 + 3/1 pip2 — XjLtp2). 
X + M 

D'où la formule (25). Maintenant, appliquons à 95,4 et à l'idéal RXB + RX4 
+ Rx3 + Rx2 de 5̂,4 la partie 1° de la démonstration du théorème 4 dans 
(3), en y faisant ai = X4, a2 = X5, a% = 2x1X5 — 2x2X4 + X32, x = Xi, a = 1, 
b = 2x5, F'(\, M) = M (d'après la proposition 3), R(\, JJ) = 2/x. On obtient la 
formule (26). 

Les parties (ii), (iii), (iv) de l'énoncé sont évidentes. 

10. Représentations unitaires irréductibles de r5 5 . Nous utilisons la 
table de multiplication de 95,5 donnée au § 1. Soient X, F, Z, T des indéter­
minées. D'après le § 2, il existe un homomorphisme de R[X, F, Z, T] sur 
3(85,5) qui transforme 

X en x5, F en 2x3 x5 — xt, Z en 3X2XÔ — 3x3x4x5 + xl, 

T en 9x2X5 — 18x2x3X4X5 + 6x2x4 + 8x3x5 — 3x3x4, 

et dont le noyau est l'idéal de K[X, F, Z, T] engendré par Y* + Z2 - TX2. 
Si donc, pour tout caractère x de 3(^5,5), on pose 

x(xb) = ^X, x (2x3x5 — x4) = /x, x(3x2x
2 — 3x3x4x5 + x4) = iv, 

x(9x2x5 — 18x2x3x4x5 + 6x2x! + 8x3X5 — 3x2x2) = p, 
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l'application x ~~* (\ M> ?» p) est une bijection de l'ensemble des caractères 
de 3(S5,5) sur l'ensemble Si des points (X, /z, v, p) de C4 tels que JJLZ + (iv)2 

- (iX)2p = 0, c'est-à-dire tels que M8 - v2 + X2p = 0. Soit S = Si H R4. Si x 
est hermitien, on a (X, fx, v, p) £ S. Réciproquement, si (X, /x, p, p) Ç S, x est 
changé en son conjugué par l'antiautomorphisme principal de 3(05,5), donc 
X est hermitien. Ainsi, l'application x —> (X, M, *s p) définit une bijection de 
l'ensemble des caractères hermitiens de 3 (85,5) sur S. 

Soient ï) = Rx5, ï)' = Rx5 + Rx4, A et A' les sous-groupes correspondants 
de r5,5. 

PROPOSITION 9. Soit (X, ju, v, p) Ç S. 
(i) 5i X 9e 0, il existe une représentation unitaire irréductible U\tliiVtP de TÔ.Ô 

et (à une équivalence près) une seule dont le caractère prend les valeurs iX en X5, 
JJL en 2̂ 3X5 — X42, iv en 3x2X52 — 3x3X4X5 + X43, p e?z 9x22xs2 — I8X2X3X4X5 
+ 6x2X43 + 8x3

3X5 — 3x3
2X42. Elle opère dans LG

2(R). L'ensemble des vecteurs 
indéfiniment differentiables est S^(R). On a 

frA,M,»,p(*i) = Dh Ux,li,v,P(x2) = - \i^2 ~ ¥^Mi + \iXMu 

(27) U^v>p(xz) = - ¥~ + \i\Ml UK,,v,P(x,) = tXJIfi, 

U\,v,v.p(xs) = iX. 

Si y est l'élément de r5 ; 5 de coordonnées (pi, P2, P3, P4, PB) et si F (E LG
2(R), on a 

(28) (U*>»>v>p(yy)f)(e) = exP * ( ~ * p P2 ~ i x ^p3 "" P2^ 

+ X(P5 - p40 + W * - ÏP2d"))f(d + pi). 

Si F e icHrs.B) nLG
2 ( r 5 , 5 ) , <m a 

(29) f |F(7)|2JT = 

I I I tri t/xlM,»',(*'2-/x3)/x2(̂ )*^x,M,v,(v2_M3)/x2(JF) ) -^dXdfxdv, 

(ii) Si X = 0 (donc v2 — /z3 = 0) et p. 9^ 0, il existe une représentation uni­
taire irréductible C/x,MfV|P ^e r5)5 e/ (à îme équivalence près) une seule dont le 
caractère prend les valeurs iX en x5, p ^ 2x3x5 — X42, iv en 3x2x5

2 — 3x3x4X5 + x4
3, 

p en 9x2
2x5

2 — I8X2X3X4X5 + 6x2X43 + 8x3
3x5 — 3x3

2x4
2. Elle opère dans LG

2(R). 
L'ensemble des vecteurs indéfiniment differ entiables est S^QR). On a 

t/x,M.F,p(̂ i) = A , U\,p,,,p(x2) = - ii~ - \i~M\, 
(30) v * 

U\,t,VtP(xz) = — i~ Mi, U\tll,ptp(Xi) = — i- , U\,p,w,p(x6) = 0 . 
p p 

Si y est l'élément de r5,5 de coordonnées (pi, P2, P3, P4, pb), et si f G LG
2(R), on a 

(31) (UKli,v,p(y)f)(d) = [expi ( - * JP2 - - (p4 - Pzd + èp202))_p + Pi). 
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(iii) Si X = M = v = 0, p 9^ 0, i/ n'existe aucune représentation unitaire 
irréductible de r5>5 dont le caractère prend les valeurs 

i\ en #5, ix en 2x3x5 — x4, iv en 3x2X5 — 3x3x4X5 + X4, 

p e» 9X2XÔ — I8X2X3X4X5 + 6x2X4 + 8x3X5 — 3x3X4. 

(iv) Si\ = n = v = p — 0 il y a une infinité de représentations unitaires 
irréductibles de r5,5, deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend les 
valeurs i\ en x5, M en 2x3X5 — X42, iv en 3x2X52 — 3x3x4X5 + X43, p en 9x2

2X52 

— I8X2X3X4X5 + 6x2x4
3 + 8x3

3x5 — 3x32x4
2. Ces représentations sont triviales 

sur A', et s'identifient aux représentations unitaires irréductibles de I^^/A', qui 
est isomorphe à T3. 

Démonstration. Soient ï)" = Rx5 + RX4 + Rx3 + Rx2, qui est un idéal 
abélien de g5,5, et A" le sous-groupe correspondant de r 5 > Appliquons le 
lemme 24 de (3) à r 5 ( 5 e t A"; on peut prendre dans ce lemme ai = X5, a2 = 
2x3X5 — X42, #3 = 3x2X52 — 3x3X4X5 + x4

3, a4 = x4, x = xi, a = 1, b = X5. 
Pour X 7̂  0, il existe une représentation unitaire irréductible £/xfAlf„,pde r5>5 et 
(à une équivalence près) une seule dont le caractère prend les valeurs iX en 
X5, M en 2x3X5 — X42, iv en 3x2x5

2 — 3x3x4X5 + x4
3, donc 

p en 9x2X5 — I8X2X3X4X5 + 6x2X4 + 8x3X5 — 3x3x4. 

Cette représentation est induite par n'importe quelle représentation unitaire 
irréductible de A" dont le caractère prend les valeurs i\ en X5, /x en 2x3X5 — x4

2, 
iv en 3x2x5

2 — 3x3x4X5 + X43, par exemple par la représentation unitaire de 
dimension 1 dont le caractère prend les valeurs 

jLt i • M IV 1 • V 

2 Ï X = - 5 * X e n * 3 ' 3 W = ~ ^ tX en x5, 0 en x4, ^ = — \i — en x3, Q ,. v2 = — \i72 en x2. 

Les formules (27) et les assertions qui les précèdent s'établissent alors en 
utilisant les mêmes références que pour la proposition 3. La formule (28) 
résulte du calcul suivant: 

(0, 0, 0, 0, 0) (pi, P2, P3, P4, Pô) 

= (0 + Pi, P2, P3 ~ P20, P4 - P30 + èp2#2, P5 ~ P$ + \p$2 " ïïP203) 

= (0, P2, P3 ~ P20, P4 - P30 + \p$\ P5 - PS + W * - h2dZ) 

(0 + P i , 0,0, 0,0). 

Avec les notations de (3), partie 2° de la démonstration du théorème 4, on a 

F\\, M, v) = 2X • 3 P = g p t Ri(K M» v) = X 

d'où la formule (29) pour un choix convenable de la mesure de Haar de r 5 > 
Si X = 0 (donc v2 — M8 = 0), une représentation unitaire irréductible de 

r5,5 dont le caractère prend la valeur iX en X5 est triviale sur A, donc s'identifie 
à une représentation unitaire irréductible U' de r5f5/A; identifions IY5/A à 
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T4; soient X' et y! les valeurs du caractère de U' en x4 et en 2x2x4 — x3
2. Les 

congruences : 

2x3x5 — x4 = — x4 (mod x5) 

3x2x5 — 3x3x4X5 + x4 = x4 (mod x5) 

9x2x5 — 18x2x3x4X5 + 6x2x4 + 8x3x5 — 3x3x4 = 3x4(2x2x4 — x3) (mod x5) 

montrent que y, v, p sont liés à X', p! par les relations 

(32) M = - (iX')2, w = (i\')\ p = 3(*A')V. 

Si n ?£ 0 (donc ^ 0 ) , on en tire 

\ ' = — - HL. = JL 

Les formules (30) résultent alors des formules (12) et la formule (31) de la 
formule (13). D'où (ii). D'autre part, (iii) résulte aussitôt des égalités (32). 
Enfin (iv) est immédiat. 

11. Représentations unitaires irréductibles de r 5 6 . Nous utilisons la 
table de multiplication de g5(6 donnée au § 1. Soient ï) = Rx5, A le sous-groupe 
correspondant de r5>6. Il y a correspondance biunivoque entre les nombres 
réels X et les caractères hermitiens x de 5(95,6)- Cette correspondance est 
définie par la formule x fe ) = iX. 

PROPOSITION 10. (i) Si X 9e 0, il existe une représentation unitaire irréductible 
U\ de r5 j 6 et (à une équivalence près) une seule dont le caractère prend la valeur 
i\ en X5. Elle opère dans LG

2(R2). Les vecteurs indéfiniment differentiates sont 
les éléments de ^ ( R 2 ) . On a 

^ ( x i ) = Dh Ux(x2) = D2 + i\M1M2 + \i\M\, 
( } Uxfa) = i\M2 + iiXAfi, UxM = i\M2

h Ux(xb) = i\. 

Si y est l'élément de r5 i6 de coordonnées (pi, p2, p3, p4, ps), et sif G LQ2(R2), on a 

(34) (Ux(v)f)(dh 02) = [exp iX(P5 - p40i + îp20
2i + \pzd\ - *P203i - Pz62 

~ P29id2)]f(el + Phd2 + p2). 

Si F ç LcHrs.e) r\ Lc
2(r5>6), on a 

(35) f \F(y)\2dy = f ^(t/x(^)*f/x(^))X2^X. 

(ii) Si X = 0, 2'/ existe une infinité de représentations unitaires irréductibles 
de r5,6, deux à deux non équivalentes, dont le caractère prend la valeur iX en X5. 
Ces représentations sont triviales sur A, et s'identifient aux représentations uni­
taires irréductibles de Vs^/A, qui est isomorphe à T4. 

Démonstration. Soient ï)' = RX5 + Rx4 + Rx3 + Rx2, qui est un idéal de 
çj5,6, et A' le sous-groupe correspondant de 1 ,̂6. Alors, ï)' est isomorphe à 
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(Rx2 + R#3 + RXB) X (Rx4) ; et Rx2 + R#3 + R#5 est isomorphe à g3, avec 
R#5 pour centre. Les formules (33) et les assertions qui les précèdent s'obtien­
nent alors exactement comme pour r5)3. La formule (34) résulte du calcul 
suivant: 

(0, 0, 0, 0, 0 ) ( p i , p2 , P3, P4, Pô) 

= (0 + Pl, P2, P3 — P20, P4 — P30 + èP202, P5 ~ P4# + \p\d + ^P^ ~ \p$ ) 

= (0, p2, P3 — P20, P4 — P30 + \p$ , P5 — P40 + ^P20 + \p$ ~ \p$ ) 

(0 + P i , 0,0, 0,0). 

Avec les notations de (3), partie 2° de la démonstration du théorème 4, on a 
.F'(À) = X et Ri(\) = X; d'où (35). La partie (ii) de l'énoncé est évidente. 

12. Un autre exemple. Dans tous les exemples précédents, on a trouvé un 
élément classifiant a appartenant au centre de l'algèbre de Lie étudiée. Ceci 
permettait de considérer les représentations dont le caractère s'annule en a 
comme des représentations d'un groupe quotient. Nous allons voir que, 
malheureusement, il n'en est pas ainsi en général. 

Soit g l'algèbre de Lie réelle de dimension 7 dont la table de multiplication 
(avec les mêmes conventions qu'au § 1) est la suivante: 

[Xi, X2] = X7j [Xi, XZ] = X 6 , [XU X4] = * 5 , 

[X2, Xz] = Xf>, [X2, XA] = X6, [Xz, XA] = Xi. 

Pour trouver 3(g), nous avons à résoudre le système d'équations 

Xlfxi + Xéf'xi + xtf'Xi = 0, 
- x7fxl + xhfx% + xtf'xi = 0, 
- xtf'xl - xbf'X2 + x7fXi = 0, 

XhJ xi XçJ X1 Xi] x% = U. 

Le déterminant de ce système par rapport aux inconnues 

J «1» / X2J J Xi> J £4 

n'est pas identiquement nul (il vaut (x5
2 + x6

2 — x7
2)2). D'où aussitôt 3(g) = 

R[*6, #6, X7], 3(fî) = R[^5, #6, X7]. 
Soit r le groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie g. 
Par les mêmes méthodes que dans les paragraphes précédents, on peut 

montrer que x5
2 — x6

2 + x7
2 est classifiant pour g. Nous n'aurons pas besoin 

de ce résultat; mais nous allons prouver ceci: 

PROPOSITION 11. Soit x un caractère hermitien de 3(g) tel que x(#52 —#62+#72) 
= 0. Il existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de I \ deux à 
deux non équivalentes, admettant le caractère x-

Démonstration. Posons x(xt) = X̂, x(x&) = iy, x(x7) = iv. On a donc 
X2 — M2 + y2 — 0. Distinguons trois cas: 
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(a) X = 0, M = v. Soit f) = Rxs + R(x6 — x7), qui est un idéal de g. Soient 
yu y'2> yz> y*, y$ les images canoniques de Xi, x2, x3, x4, x6 dans g/ï); ces éléments 
forment une base de g/f) par rapport à laquelle la table de multiplication de 
g A est: 

bu 3̂ 2] = y h, b i , ys] = ys, b2, ^4] = :y5, bs, y4] = ys. 

On voit que g/î) est isomorphe à R(;y2 — y 3) X R(^i + y A) X (R^i + R^2 
+ R^Ô); et R^i + R3/2 + R^5 est isomorphe à g3 avec Ky5 pour centre; il 
existe donc une infinité de représentations unitaires irréductibles de T' (groupe 
de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie g/ï)), deux à deux non équiva­
lentes, dont le caractère prend une valeur donnée imaginaire pure en y5. Par 
suite, il existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de T, deux 
à deux non équivalentes, dont le caractère prend les valeurs i\i en x6, 0 en 
x5, 0 en x6 — x7. D'où la proposition dans ce cas. 

(b) X = 0, jjL = — v. La démonstration est analogue à celle qu'on vient 
d'utiliser dans le cas (a). 

(c) X 5* 0. Soit V = Rx4 + Rx5 + Rx6 + Rx7 + R(Xx2 - M*I) + R(Xx3 

— vxi), qui est un idéal de g de dimension 6. Soit A le sous-groupe de T 
correspondant à ï)'. Alors, [§', t)'] est engendré par 

Z\ = [XX2 — fJ'Xi, X4] = XX6 — fJLXs, 

22 — [XX3 — VXi, X4] = XX7 — VX$, 

Zz = [XX2 — \XX\, Xx3 — VXi] = X(XX5 — /XX6 + VXT). 

Soient a, /3, y des nombres réels. Soit <t> la forme linéaire sur ï)' telle que 
0(Xx2 — nx\) = ta, </>(Xx3 — vXi) = if$, </>(x4) = iy, <t>(xs) = iX, 4>(XQ) — in, 
#(x7) = iv. On a 

4>{zi) — iXfx — i\fjL — 0 
#(22) = ÏXv — ikv = 0 

0(23) = \ ( i \ 2 - i/x2 + *V2) = 0. 

Donc <f> est nulle sur [!)', t)']. Donc il existe une représentation unitaire Uf
a,0,y 

de dimension 1 de A correspondant à <f>. Soit Ua,p,y la représentation unitaire 
de T induite par U'a^ty. En utilisant soit les méthodes des paragraphes 
précédents, soit le théorème 6; 2 de (1), il est facile de voir que Ua,p,y est 
irréductible (compte tenu du fait que X ̂  0). D'autre part, le caractère de 
JJa,$,y a même restriction à RXB + Rx6 + Rx7 que le caractère de Ur

a,p,y (3, 
Lemme 23). Le caractère de Ua,p,y est donc x. Pour achever la démonstration, 
nous allons prouver que les représentations Ua,p,y correspondant à deux 
valeurs distinctes de a sont non équivalentes. Pour cela observons que 

[xi, Xx2 — fJLXi — vx±] — Xx7 — vx$ 
[xi, Xx7 — vx5] = 0 
U'a,0,y(Xx2 — nxi — vx±) = i{pi — vy) . 1 
U'atpty(\x7 — vx$) = (ikv — ikv) . 1 = 0 . 
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Il en résulte (3, Lemme 31) que Ua,e,y (Xx2 — nxi — vx^) = i{a — vy) . 1, ce 
qui prouve notre assertion. 

COROLLAIRE. Il n'existe pas, dans le centre de g, d'élément classifiant pour g. 

Démonstration. Supposons qu'il existe un élément non nul px$ + p'x& + p'x-i 
dans le centre de g qui soit classifiant pour g. Soient X, JJL, V, des nombres réels 
tels que pX + P'M + p"v 9^ 0, X2 — /x2 + v2 = 0. Soit x le caractère de 3(8) 
tel que x(ff5) = iX, x(*e) = ^ , x W = iv. On a x(p^5 + P'XQ + p"x7) ^ 0, 
donc x correspond à une représentation unitaire irréductible de T et à une 
seule (à une équivalence près). Mais x(*52 — #6

2 + x72) = 0, ce qui contredit 
la proposition 11. D'où le corollaire. 

13. La formule de Plancherel dans les groupes de Lie nilpotents non 
•simplement connexes. Nous avons montré dans (3) que les théorèmes 
1, 2, 3 de (3) s'étendent facilement aux groupes de Lie nilpotents non simple­
ment connexes. Montrons maintenant que le théorème 4 de (3) ne se généralise 
pas de la même façon. 

Considérons, dans T4, le sous-groupe Z des éléments de coordonnées 
(0, 0, 0, PA), OÙ p4 est un entier rationnel. Ce sous-groupe est discret central. 
Soit IV = TA/Z. Les représentations unitaires irréductibles de IY s'identifient 
aux représentations unitaires irréductibles de T± dont le caractère prend en 
X4 des valeurs de la forme 2iirT, avec r entier rationnel. Celles de ces repré­
sentations qui sont déterminées (à une équivalence près) par leur caractère 
sont les représentations notées, dans la proposition 4, Ui^^ avec r entier 
rationnel 9^ 0. 

Or, nous allons voir que, pour toute fonction intégrable F sur IV constante 
sur les classes suivant le centre (compact) de IV, et pour tout entier rationnel 
r ^ O , on a U2TT,H(F) = 0. Ceci prouvera qu'une ''formule de Plancherel" 
pour IY doit faire intervenir des représentations unitaires irréductibles de 
IY non déterminées par leurs caractères. 

Comme coordonnées sur IY, nous utiliserons les coordonnées pi, p2, P3, P4 
déduites des coordonnées de même nom sur T^ par passage au quotient: 
Pi, P2, P3 sont des nombres réels, et p4 est un nombre réel modulo 1. S i / Ç LC

2(R) 
on a, d'après (13), et en posant X = 2WT: 

n+œ /»+co /*+oo f*l 

(U»rAF)f)(f>) = F(P1,P2,PZ) 
•s— oo * '—oo * ' — oo « J 0 

exp i ( — \ - p2 + Xp4 — Xp30 + èXp20
2 ) 1/(0 + pijdpxdpdpzdpt 

= J J J F(ph p2, p3)| exp i ( - \ ^ p2 - Xp30 + %Xp20
2j J 

f(0 + pi)dpidp2dpz I (exp iXp4)dp±. 
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Comme r est entier ^ 0, on a 

J (exp 2iirrp4)dp4i = 0 , 
o 

d o n e 

(U^AF)f)(d) = 0. 

D'où notre assertion. 
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