SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE NILPOTENTS. III

J. DIXMIER

Dans un article antérieur (3), j'ai donné quelques théorémes généraux sur
les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents simplement connexes.
On va, dans le présent article, construire explicitement les représentations uni-
taires irréductibles et la formule de Plancherel des groupes de Lie nilpotents
simplement connexes de dimension < 5.

Au §1, on construit les algébres de Lie nilpotentes (sur un corps quelconque)
de dimension < 5. Ce travail a été fait indépendamment (mais non publié)
par C.Chevalley. Différents auteurs se sont occupés depuis longtemps de cette
classification (cf. par exemple (7)), mais je n'ai trouvé nulle part les tables
de multiplication explicites.!

Pour toute algébre de Lie g, on désignera par 11(g) son algébre enveloppante,
par 3(g) le centre de U(g). Au § 2, on détermine 3(g) pour toutes les algébres
de Lie construites au § 1. On trouve, dans tous ces cas, que 3(g) est une
algebre de type fini (ce qu’on ignore en général); on constate méme que 3(g)
est une algébre de polyndmes, & l'exception d’'un cas (il s'agit de 'algébre
notée plus loin gz 5). A

On peut alors déterminer '’ensemble A des caractéres hermitiens de 3(g)
pour les algébres g du § 1. Il s’identifie & une variété algébrique affine réelle
Q birationnellement équivalente & un espace affine (en fait, sauf dans le cas
de gs.5, © est méme un espace affine). D’aprés la théorie générale de (3), les
représentations unitaires irréductibles du groupe simplement connexe corre-
spondant sont paramétrées ‘‘en général’’ par les points de Q. L’étude détaillée
est faite du § 4 au § 11, et montre qu'il existe effectivement des caractéres
hermitiens ne correspondant & aucune représentation unitaire irréductible,
des caractéres hermitiens correspondant & un nombre fini > 1 de représenta-
tions unitaires irréductibles, et des caractéres hermitiens correspondant a une
infinité de représentations unitaires irréductibles. On constate, dans les cas
étudiés, que les représentations ‘‘exceptionnelles” sont des représentations
triviales sur certains sous-groupes de dimension > 1, et peuvent donc étre
considérées comme des représentations d'un groupe de dimension strictement
plus petite; ceci permet de paramétrer foutes les représentations unitaires
irréductibles, par récurrence sur la dimension du groupe. Malheureusement,
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ce fait n'est pas général, comme le montre 'exemple d'un groupe nilpotent
de dimension 7 étudié au § 12. Toutefois, on peut espérer que la situation
pour un groupe nilpotent simplement connexe I' quelconque d’algébre de
Lie g serait la suivante:

3(a) est une algébre de type fini; I'ensemble A des caractéres hermitiens
de 3(g) s’'identifie & une variété algébrique affine @ birationnellement équiva-
lente & un espace affine; 'ensemble Q' des points de Q correspondant & une
représentation unitaire irréductible et & une seule (4 une équivalence prés) de
I' est une partie non vide Q' de Q, ouverte pour la topologie de Zariski. Les
points de @ — @’ correspondent aux caractéres de 3(g) nuls sur certains ideaux
premiers a de 3(g); soit a’ I'idéal (bilatére) de 11(g) engendré par a; alors, les
représentations unitaires irréductibles de T' dont le caractére s’annule sur a
sont scalaires sur le centre de 1(g)/a; et ces représentations unitaires se
paramétrent “‘en général”’ a I'aide des caractéres de ce centre; il y a & nouveau
des exceptions, mais, de proche en proche, on est ramené au bout d'un nombre
fini de pas & une famille de représentations unitaires irréductibles sans sous-
famille exceptionnelle.

L’exemple de ¢55 montre d’ailleurs que @' n'est peut-étre pas le sous-
ensemble le plus intéressant de Q: dans ce cas, en effet, la forme différentielle
rationnelle qui intervient dans la formule de Plancherel n’est réguliére que
sur une partie de Q.

Au § 13, on montre que, pour un groupe de Lie nilpotent non simplement
connexe, la formule de Plancherel doit faire intervenir les représentations
unitaires irréductibles exceptionnelles.

On désignera par R le corps des nombres réels, par C le corps des nombres
complexes, par L¢?(R") 'ensemble des fonctions complexes sur R de puissance
p-iéme intégrable pour la mesure de Lebesgue, par .#(R") l'ensemble des
fonctions complexes sur R* indéfiniment différentiables & décroissance rapide,
par D; 'opérateur de dérivation par rapport a la ¢éme variable dans .7 (R"),
par M, l'opérateur de multiplication par la ‘éme variable dans . (R"). Sur
un groupe localement compact dont I'élément générique est noté v, dy désig-
nera une mesure de Haar quelconque.

1. Algebres de Lie nilpotentes de dimension < 5. Soit K un corps
commutatif. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les tables de
multiplication ci-dessous définissent bien des algébres de Lie nilpotentes sur
K. (Dans ces tables, (x1, x2, ..., %,) désigne une base d'une algébre de Lie
de dimension #; on donne le crochet [x;, x;] seulement pour 7 < j et seulement
si ce crochet est 5 0.)

Dimension 3:
g3 @ w1, x2] = x5
Dimension 4:
(1P [xl, x:’] = X3, [xlr x3] = X4
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Dimension 5:

85,1 : [x1, X2] = x5, [x3, x4] = x5.

g5,2 : [xl, x;»] = X4, [xl, xs] = Xs5.

35,3 ° [xl, xz] = X4, [xl, .’XI4] = Xs, [.’XIz, x'3] = Xs5.

45,4 1 [%1, 2] = s, [%1, 3] = %4, [x2, 23] = xs.

85,5 © [xl, x2] = X3, [xl, x‘3] = X4, [xl, QC4] = Xs.

5,6 ¢ [xX1, %2] = 3, [x1, x3] = x4, [x1, €] = x5, [, %3] = ws.

Notons d’autre part g; I'unique algébre de Lie de dimension 1 sur K. Alors:

ProrosiTION 1. Toute algébre de Lie nilpotente sur K de dimension < 5 est
isomorphe d l'une des algébres du tableau suivant:
Dimension 1: g.
Dimension 2: (g1)2.
Dimension 3: (g1)3%, gs.
Dimension 4: (g1)%, 835 X 81, Q4.
Dimension 5: (g1)% @3 X (81)2, @a2 X 81, 5.1, G5.2, 85,3, 5.4, 5.5, 85,6
Les algebres de ce tableau sont deux a deux non isomorphes.

Démonstration. Montrons d’abord que ces algébres sont deux a deux non
isomorphes. Ceci est évident pour les dimensions 1, 2, 3. Les centres de (g1)%,
g3 X 61, 84 sont respectivement de dimensions 4, 2, 1, donc ces algébres sont
deux a deux non isomorphes. Pour les algébres de dimension 5, les dimensions
des idéaux de la série centrale descendante et de la série centrale ascendante
sont données par le tableau suivant:

(81)°: 0 5

gs X (g% 1,0 3,5

g4 X g1: 2,1,0 2,3,5
d5,1° 1, 0 1, 5

85,2° 2,0 2,5

g5,3: 2, 1, 0 1, 3, 5
05,4 3,2,0 2,3,5
85,5+ 3, 2, 1,0 1,2, 3,5
05,6° 3, 2, 1, 0 1, 2, 3, 5.

On voit que ces algébres sont deux a deux non isomorphes, a 'exception
peut-&tre de gs5 et g5 Mais 'annulateur de [gs5, g55] dans gs5 est de
dimension 4, tandis que 'annulateur de [gs s, @5,6] dans g5 ¢ est de dimension 3;
donc @55 et gs,6 sont non isomorphes.

Montrons maintenant qu’'on a bien obtenu toutes les algébres de Lie nil-
potentes de dimension < 5. Posons, pour toute algébre de Lie g, D'g = [g, g],
D2y = [D'g, D'g]. Alors, si g est nilpotente, on a dim g¢/D'g > 2, dim
Dlg/D?% > 3 (cf. 2). Ceci posé, la classification est évidente pour les dimen-
sions 0, 1, 2. Soit ¢ une algébre de Lie nilpotente de dimension 3 sur K. La
dimension de D'g est 0 ou 1. Si dim D'g = 0, g est isomorphe & (g;)3; si
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dim D'g = 1, D'g est contenu dans le centre de g; prenant x; et x; dans g
linéairement indépendants modulo D'g, [x1, x2] = x; engendre D'g, et
(%1, %2, x3) est une base de g, donc g est isomorphe & g;. Soit maintenant g
une algébre de Lie nilpotente de dimension 4 sur K. La dimension de Dlg
est 0, 1 ou 2. Si dim D'g = 0, g est isomorphe & (g1)* Supposons dim D'g = 1.
Alors, g est extension centrale de 'algébre de Lie abélienne g/D'g, qui est de
dimension 3, par D'g; comme une forme bilinéaire alternée sur un espace de
dimension 3 est dégénérée, on voit qu'il existe un sous-espace f) de dimension 1
de g contenu dans le centre de g, avec ) M D'g = {0}; soit § un sous-espace
vectoriel de g de dimension 3 contenant D'g tel que g soit somme directe de
hetl';alors h et ) sont des idéaux, donc g est isomorphe 4 ) X 1/, c’est-a-dire,
d'aprés ce qui précéde, a g; X gs. Supposons maintenant dim Dlg = 2; alors
D'g est une algébre de Lie abélienne; il existe une base de D'g telle que,
pour tout x € g, adpigx admette une matrice de la forme

<g (x) 8) ;

et X est une forme linéaire sur g nulle sur D'g; soit ) un sous-espace vectoriel
de dimension 3 de ¢, contenant D'g, contenu dans le noyau de \; alors }
est un idéal abélien de g; soit x; un élément de g n’appartenant pas a §; soit
u = ad[)xl; on a D'g = u(h), et u est nilpotent; utilisant pour u la forme
réduite de Jordan, on voit que g est isomorphe & ga.

Il nous reste a classer les algébres de Lie nilpotentes de dimension 5. Si g
est une telle algébre, D!g est de dimension 0, 1, 2, ou 3, et D'g est une algébre
de Lie abélienne. Si dim D'g = 0, g est isomorphe & (g;)% Si dim D'g = 1,
D'g est dans le centre de g et le crochet dans g définit une forme bilinéaire
alternée non nulle sur g/Dg; suivant que cette forme est dégénérée ou non,
g est isomorphe & g; X (g1)? ou & gs5,1. Supposons dim D'g = 2, et soit ¢ le
centre de g. Nous distinguerons trois cas:

(a) D'g C c. Soit ) = g/D'g, qui est une algébre de Lie abélienne de
dimension 3. Le crochet dans g définit une application bilinéaire alternée de
) dans D'g, donc, aprés choix d’'une base de D'g, deux formes bilinéaires
alternées fi, f» sur ). Comme dim }) = 3, il existe x € h tel que fi(x,y) =0
pour tout ¥ € §. On peut choisir ¥y non proportionnel a x de facon que
fa2(x, y) = 0. Soit z € b, tel que x, y, z forment une base de §. Soient ', y', 2’
des représentants de x, ¥,z dans g. On a [x',9'] = 0, et [/, 2], [/, 5] en-
gendrent D'g. On voit alors que g est isomorphe a g ».

(b) D'g Z ¢, ¢ Z D'g. Soit § un sous-espace de dimension 1 de ¢ non contenu
dans D'g. Soit )" un sous-espace de dimension 4 de g contenant D'g mais non
h. Alors, b et §’ sont deux idéaux de somme directe g, donc g est isomorphe
A h X b.On a D'y = Dig, donc, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, § est iso-
morphe a g4. Donc g est isomorphe a g4 X g:.

(c) ¢ C D, ¢ # D'g. Alors, ¢ est de dimension 1. L’algébre de Lie g/c,
de dimension 4, est telle que D'(g/c) = (D'g)/c soit de dimension 1, donc
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est isomorphe 2 g; X g1 d’aprés ce qu'on a vu plus haut. Il existe une base
(¥1, V2, ¥3, ¥4) de g/c telle que

1, y2] = 3, vy, 5] = [y1, 4] = [¥2, ¥3] = [y2, y4] = [y3, 4] = 0.

Soient x1, X2, X3, x4 des représentants de ¥, 2, ¥3, ¥4 dans g, et x5 un élément
non nul de ¢. En choisissant convenablement x3, on a

[1, X2] = 3, [x1, ¥3] = Nx5, [X1, X4] = pxs,
[x2, x3] = vxs, [x2, x4] = pxs, [x3, x4] = oxs.

L’égalité
([x1, x2], %4] + [[w2, 4], 21] + [[£4, 1], x2] = 0O

donne ¢ = 0. Comme %3 ¢c, on a X % 0 ou » 0. Echangeant au besoin x;
et x5, on peut supposer A # 0. Remplagant x, par x; — (»/A)x1, on peut
supposer » = 0. Remplagant x; par x4 — (p/\)x;, on peut supposer u = 0.
Comme x4 ¢¢, on a p # 0. Multipliant x4 et x; par des scalaires, on peut
supposer A = p = 1. On a alors la table de multiplication de g5 3, & 'échange
pres de x; et x4.

Enfin, g étant toujours une algébre de Lie nilpotente de dimension 5,
supposons dim D'g = 3. Soit ¢ le centre de g. On a ¢ C D'g; sinon, d’aprés
un raisonnement déja fait, g serait isomorphe au produit d’une algébre de
dimension 1 et d'une algébre de dimension 4, et on aurait dim D'g < 2. On
a ¢ % D'g, car, si on avait [g, D'g] = 0, on aurait dim D'g < 1. Donc ¢ est
de dimension 1 ou 2.

(a) Supposons dim ¢ = 2. Alors, g/c est isomorphe a g;. Il existe donc
des éléments xi, x5, x3 de g, linéairement indépendants modulo ¢, tels que

[x1, ®o] = w3, [x1, %3] € ¢, [2, %3] € c.

Comme dim D'g = 3, [x1, x3] = x4 et [xs, x3] = x5 doivent former une base
de ¢. On voit donc que g est isomorphe A g5 4.

(b) Supposons dim ¢ = 1. Alors, g/c¢ est isomorphe 4 g4, donc g est extension
centrale de g4 par gi. Cette extension est définie par un cocycle f, forme
bilinéaire alternée sur g4. Soit (ey, €2, €3, 1) une base de g/¢ = g4 pour laquelle
la table de multiplication est celle indiquée plus haut. Ecrivant que f est un
cocycle, on obtient f(es, es) = f(es, es) = 0. En ajoutant & f un cobord, on
peut supposer que f(ei, e2) = f(e1, €s) = 0. La table de multiplication de ¢
est alors (x5 désignant un élément non nul de ¢ et x4, x2, x3, x4 des représentants
de ey, e, €3, es dans g):

[xlr x2] = X3, [xly x3] = X4, [xl, x4] = A\Xs,
[z, x3] = pxs, [w2, %] =0, [x3,x4] = 0.

Comme x4 ¢ ¢, onaX 0. Remplagant x5 par Ax;, on peut supposer A = 1.
Si p =0, g est isomorphe & g5 Supposons désormais u # 0. Remplagant
X1, X2, X3, X4, X5 par xi, pixe, plxs, plxs, plxs, on voit qu'on peut
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supposer p = 1. Alors, g est isomorphe & g5 Ceci achéve de prouver la
proposition 1.

2. Centre de I’algebre enveloppante pour les algebres de Lie précé-
dentes. Nous allons chercher 3(g) pour les algébres de la proposition 1.
Comme 3(g X ¢') = 3(g) ® 3(¢), il suffit de le faire pour gs, g, 5.1, 85,2,
35,3, 85,4, 5,5, G5,6-

ProrosiTioN 2. Supposons K de caractéristiqgue 0. Utilisant les mémes tables
de multiplication qu'au § 1, on a le tableau suivant:

B(gs) = Klxs],
B(8s) = Klxs, 262 x4 — xg],

3(85,1) = Klxs],
3(as,2) = Klxs, x5, %2 X5 — X3 %4,
3(gs.3) = Klxs],

B3(8s5.4) = K4, x5, 21 X5 — 205 64 + 3],
B(8s5.5) = Klxs, 265 25 — &1, 32 X5 — 305 204 5 + x4,
Oxa x2 — 18x x5 x4 X5 + Oz x4 + 8x5 x5 — 33 x4],

B3(8s.6) = Kxs].

A Vexception de 3(gss), ces algebres sont des algebres de polyndémes dont le
tableau précédent donne des générateurs algébriquement indépendants. L' algebre
B(as,5) n'est pas une algébre de polyndmes.

Démonstration. Pour toute algébre de Lie g, nous désignerons par &(g)
Palgébre symétrique de l'espace vectoriel g, dans laquelle g opére par des
dérivations prolongeant les opérateurs de la représentation adjointe. Nous
noterons 3 (g) la sous-algébre de ©(g) formée des éléments annulés par g. Les
éléments de $(gs;) sont les éléments f de &(g;) satisfaisant aux équations
suivantes:

(21, %2]f'zy + [21, x3]f,1‘3 =[x, xl]f,r‘ + [, xS]f':cg = [x3, x1]f"z, + [x3, a2l 2, = O,
qui se réduisent a

foo=fe =0.
Donc & (g;) = K[xs]. L'application canonique de 3(gs) sur 3(gs) est ici un

isomorphisme, et 3(gs) = Klxs].
Pour $(g4), nous avons le systéme d’équations

x3f,zg -+ x4f,z3 = - xﬁf,zl = — x4f’a:1 = 0.

Il est clair que x4 € J(gs) et que 2xoxs — x32 € J(ge). Soient h; = Kxy,
b = Kxy + Kx3, h3 = Kxy + Kx3 + Kxs, qui forment une suite croissante
d’idéaux de gs. Les équations précédentes montrent facilement que

0 5 J(80) N S(h) = J(ga) N S(h2) # J(gs) N S(hs) = IJ(ga).

Appliquons le lemme 3 de (3), ol on considére g comme l'algébre de Lie
abélienne sous-jacente 4 g4, munie de 1'algébre de Lie des dérivations intérieures
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de gs. On voit que x4 et 2x5x4 — x3® sont des éléments algébriquement indé-
pendants engendrant le corps des fractions de J(gs), et que
3(84) C K[xs, 2%2 x5 — x5, %3 .
Soit f € F(gs). On a donc
f=axlxig + xi g+ .+ gl
ol gy gr-1,...,80 € K[2x2x4 — x32]. Si s > 0, go est divisible par x4. Con-
sidérant dans gy les termes en x;, on en conclut que go = 0. Donc
f=x""xi g + 2 g 4+ gl
Recommengant le raisonnement de proche en proche, on arrive au cas ou
s = 0, ce qui prouve que
f € K[x4, 2x9 X4 — x;]
Donc §(gs) = K[x4, 2x2 x4 — x32]. Comme Y3 est abélien, 'application cano-
nique de 3 (g4) sur 3(g4) est un isomorphisme, et 3(gs) = K[xs, 222 x4 — x32].
Pour g¢s.1, g5,3, 85,6, nous avons les systémes d’équations
x5f’z2 = - xSf,:u = x5f,x4 = - x5f’:3 = 0,
%af sy + %5f'zy = — Xaf'ry + %5f'ry = — x5fry = — wsf 1, =0,
x3f,:cz + x4f,zg + x5f’z4 = - x3f’zl + xSfIrz = - x4f’1'1 - xﬁf,zz = - x5f’1‘1 = 01
qui donnent dans les trois cas J(g) = Klxs], 3(g) = K[xs].
Pour gs,2, on a le systéme

x4f,zg + x5f’a:3 = — x4f,:c1 = — xﬁf,a:l = 0.

Il est clair que x4 € S(as52), x5 € 3(as,2), *2x5 — x3%4 € J(g5,2). Soient
b1 = Kxs, ho = Kws + Kuxg, 3 = Kxs + Kwg + Kuxs, by = Kxs + Kxy + Kxs
+ Kx», qui forment une suite croissante d’idéaux de gs2. On a

0 5 F(8s5.2) N S(h) # F(8s.2) N S(ha) = J(85,2) N S(hs)
# 3(85.2) N S(ha) = J(85.2)-

Raisonnant comme pour g4, on voit que xs, x4, X2x5 — x3x4 sont des générateurs
algébriquement indépendants du corps des fractions de J(gs,2), et que
—1
3(gs,2) C K[x4, X5, X2 X5 — X3 %4, X5 ];

on voit ensuite qu'en fait §(gs2) = K[xs, x5, 2265 — x5x4]. Comme b, est
abélien, I'application canonique de $(gs.2) sur 3(gs,2) est un isomorphisme,
et

B(gs,2) = Klx4, x5, X2%5 — X3%4].

Pour gs,4, on a le systéme
x3f’zz -+ x4f’za = - x3f,::1 + xﬁf’za = - x4f’:c1 - x.’)f,zg = 0.

Il est clair que xs € 3(gs5,4), %5 € (@5,4), 220165 — 2x9%4 + %32 € J(@5.,4).
Soient
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b1 = Kx5, by = Kay + Kwg, s = Kxs + Kxy + Kws, by = Kxs + Kus
Kx3 + sz,

qui forment une suite croissante d’idéaux de g5+ On a

0 5= J(gs,e) N S(h) #= J(gs5,6) N\ S(ha) = I(65,4) M S(hs)
= J(85,4) N S(ha) #= J(@s,4).

Les mémes méthodes que précédemment montrent que J(gs.4) = Klx4, x5,
2x1205 — 220924 + x3%]. Les images canoniques dans 1(gs,4) de x4, x5, 2x125 — 222%4
4+ x3? (considérés comme éléments de ©(gs 4)) sont xa, x5, 2x1%5 — 2x9%4 + X352
(considérés comme éléments de 1(gs,4)). J'ignore si 'application canonique
de (gs,4) sur 3(gs,4) est un isomorphisme. Mais nous allons voir cependant
que X4, %5, 2x1%5 — 2xoxs + x3° engendrent 3(gss), par un raisonnement
applicable a toute algébre de Lie et certainement connu (il m'a été, en tous
cas, signalé il y a longtemps par H. Cartan). Soit ¢ € 3(gs,4), et montrons
que
a € Klxg, x5, 2x1 %5 — 222 %4 + x§].

Nous supposerons ce point établi pour les éléments de 3(gs,4) dont la filtration

(dans U(gs,4)) est strictement inférieure A la filtration # de a. Soit f I'image
canonique de a dans $(gs.4). On a

f=Z;Nal xf (2x1 25 — 2%2 %4 + %3)%
avec m; + n; + p; < n pour tout j. Donc a est congru, modulo les éléments
de U(gs.4) de filtration < #, &
2N X0l (221005 — 2% 204 + %3)7,
(calculé dans U(gs 4)). Alors,
@ — ;N X7 XY (20 x5 — 2% %04 + x3)7
est un élément de 3(gs.4) qui appartient & Klxs, x5, 220105 — 2x2%4 + %3]
d’aprés I'hypothése de récurrence. D’oll notre assertion. Ainsi,
B(85.4) = K[a, x5, 261 65 — 202 x4 + 3],
et x4, x5, 2x1%5 — 2x2x4 + x3% sont algébriquement indépendants d’aprés le
lemme 3 de (3).
Pour g5, on a le systéme
x3f’a:2 + x4f’x3 + xﬁf,:u = - x3f,a:1 = - x4f,a:1 = - x5f,zl =0.
Ce cas est essentiellement traité dans (8, p. 244), mais nous allons procéder
directement. On vérifie que
x5 € J(gs.s),
f1= 20505 — x; € 3(@s.5),
fa = Bwars — waraxs + x5 € J(85.5)-
Soient I)l = Kuxs, b2 = Kxs + Kxy, f)a = Kxs + Kx4 + Kx;3, b4 = Kxs + Kx4
+ Kx3; + Kx,, qui forment une suite croissante d'idéaux de g5 5 On a
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0 # J(8s5,5) N S(hr) = F(gs5,5) N S(h2) # I (gs,5) N S(hs)
# 3(85,5) N S(he) = J(85.5).
Donc w5, fi1, f2 sont des générateurs algébriquement indépendants du corps
des fractions de $(gs5), et 3(gs.5) C Klxs, f1, f2, x571]. Soit
fo = x5 (fi 4 f2) = 9xivs — 18xawyrars + 6waxi + Sxivs — 3wixi € J(gs.5)-

Nous allons montrer que &(gs,5) = K[xs, f1, f2, f3]. Nous aurons besoin pour
cela du lemme suivant:

LeEMME 1. Soit P un polynéme & 3 variables X, Y, Z, & coefficients dans K.
St P(fy, fo, f3) est divisible par x5, P(X, Y, Z) est divisible par X® + V2

En effet, soit a I'idéal de ©(gs,5) engendré par x;. Identifions canoniquement
©(gs5,5)/a & ©(Kx; + Kx; + Kx3 + Kx4). Les images canoniques de f1, fa, f3
dans &(gs5,5)/a sont

—x4 x5, 3x; (20004 — X3).
D’aprés 'hypothése du lemme, P(— x42, x43, 3x42(2x2x4 — x3%)) est identique-
ment nul. Soit
P(Xv Yr Z) = ZT-PT(XV Y) + ZT_IPT—I(Xv Y) + cee + PO(X? Y)
Considérant les termes en x3, on voit que
P(— x4, %)), Pra(— x5, %3), ..., Po(— x3, x3)

sont identiquement nuls. Donc P.(X, V),..., Po(X, V) s’'annulent sur la
courbe d’équation X? 4+ Y2 = 0 (dans une cl6ture algébrique de K), et par
suite sont divisibles par X? 4+ Y2 Donc P(X, ¥, Z) est divisible par X3 + Y2

Revenons 2 la situation qui précéde le lemme 1. Nous allons montrer que
si un élément de K|[xs, f1, f2, /3] est divisible par x5° (s entier > 0), son quotient
f par x5* appartient & K[xs, fi1, f2, f3]. Ecrivons en effet

f=x5"[xig, + %8 g 4+ .+ 2ol

ou g, gr1, ..., go appartiennent & K[fy, fz, f3]. Si s > 0, gy est divisible par
x5. D’aprés le lemme 1, go = (f13 + f22) g = x5%f3g0, avec g’ € K[f1, fo, fs].
Donc

=" i g + i g 4+ ws(ge + fagh) + gl
Recommengant le raisonnement de proche en proche, on arrive au cas ol
s = 0, ce qui prouve que
f € Klxs, fu, fa f5l.

En particulier, tout élément de K{xs, f1, f2, ¥57!] qui est un polyndme, donc
tout élément de $(gss5), appartient & Klxs, f1, fo, f3]. Donc J(gs,5) = Klxs,
f1, fa, f3]. Comme b4 est abélien, 'application canonique de §(gs,5) sur 3(gs.5)
est un isomorphisme, et on a

B(gs.5) = Klxs, 255 — x4, 3xaxs — Sxavars + x5,
Oxyxe — 18xaxsxsxs + 6xaxs + S8xixs — 3xyvl.
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Enfin, K{[xs, f1, f2] et son corps des fractions sont respectivement isomorphes
AaK[X,Y,Zl et KX, Y, 2) (X, Y, Z désignant des indéterminées). Comme
f3 = xs72(f1* + f2?), on voit que J(gss) est isomorphe & K[X, YV, Z, X2
(V® + Z?)], c'est-a-dire & l'anneau des fonctions réguliéres sur la variété
d’équation 7X? = V3 4 Z? dans l'espace affine K!. Or cette variété n’est
pas biréguliérement isomorphe a un espace affine puisqu’elle posséde un point
singulier a 'origine. Donc 3 (g5 5), et par suite 3(gs,5), ne sont pas isomorphes
a des algébres de polyndmes.

3. Groupes de Lie nilpotents simplement connexes de dimension
< 5. Supposons désormais K = R, et cherchons les groupes de Lie (réels)
nilpotents simplement connexes de dimension < 5.Sig=¢’ X ¢”,etsi I, IV, T
sont les groupes de Lie simplement connexes correspondant a g, ¢’, ¢/, ona I' =
I'" X T”. Il nous suffit donc de chercher les groupes I'y, T's, Ty, T5.1,..., I's6
correspondant a g1, @3, 44, 85,1, - - - , §5,6. 11 est clair que T'; est isomorphe & R.

Pour construire TI's, nous cherchons d’abord des formes différentielles
linéairement indépendantes wi, we, w3 de degré 1, & 3 variables p1, p2, p3,
vérifiant les équations de Maurer-Cartan qui sont ici

dw1 = 0, dwz = 0, dwa = w1 /\ wa.

On peut prendre w; = dpi, ws = dps, ws = pidps + dps. La loi de groupe
s’obtient alors en intégrant les équations dpi’ = dp1, dp2’ = dps, pi'dps’ + dps’
= pidps + dp3, d’ot facilement

pr=p1+ o1,  pr=p2to2  pi= ps+ o5 — paor
Donc
¢)) (01, 03, 03) . (p1, p2, p3) = (p1 + 01, p2 + 02, p3 + g5 — paoy).
Les calculs étant purement mécaniques, nous nous contentons de les résumer
pour les autres groupes.
Cas de Ty.
d(x)l = O, dwz = 0, dw3 = w1 A we, dw4 = wq A w3,
wp = dply Wy = dpz, w3 = pxdpz + dp3, Wy = %P?dm + Pldps + dp4,
(2) (01, 02, 03, 04) . (p1, p2, P3, pa)
= (P1 + g1, P2 + g2, P3 + o3 — P201, P4 + o4 — P301 + %pw?)-
Cas de Ts 1.
dw1 = O, de = 0, dw3 = 0, dw4 = 0,
dws = w1 A w2 + w3 A wy,
w1 = dp1, w2 = dps, w3 = dps, ws = dps, ws = p1dp2 + psdps + dps
(3) (011 02, 03y 04, 75) . (Pl, P2, P3, P4, PS)
= (p1 + o1, p2 + 03, ps+ 03, ps + 04, ps + 05 — p201 — paos).
Cas de T ».
dw; =0, dwy =0, dw; =0, dws = w1 A w2, dws = w1 A w3,
w1 = dp1;, wy = dps, w3 = dps, ws= pidps + dps, ws = pidps + dps,
(4) (o1, 02, 03, 04, 05) . (p1, P2, P3, P4, Ps5)
= (p1+ o1, p2+ o2 ps+ 03, pa+ 04 — p2o1, ps + 05 — p3o1).
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Cas de T ;.
dw1=0, dw2=0, dw3=0, dw4=w1/\w2, dw5=w1/\w4+w2/\w3,
wy = dp1, w2 = dps, w3 = dps, ws = pidps + dps,
ws = padps + pudps + 3pidp2 + dps,
(5) (01, 02, 03, 04, 05) . (pl, P2y P3y P4,y Ps)
= (Pl + 01, p2 + 02, p3 + 03, ps + 04 — p2o1, ps + 05 — p3or — p4oy
+ 3pu0d).
Cas de I‘5,4.
dw1 = 0, de = O, dw3 = w1 /\ we, dw4 = w1 /\ w3, dw5 = w2 /\ w3,
w1 =dp1, w2 =dpz w3 = pdps+ dps, ws= %Pfdpz + pidps + dps,
Wy = pzdp:; + dPs,
(6) (01, T2, 03y T4, 05) . (Ply P2y P3y P4, Ps) )
= (P1 + 01, p2 + 02, p3 + 03 — p2oy, ps + 04 — p3o1 + %pzﬁ, ps + o5
+ 1pto1 — psoa + paoioa).
Cas de Ty 5.
dwy =0, dws =0, dws= o1 A ws dws= o1 A w; dws= w1 A ws
w1 = dp1, w2 =dps, w3 = pidps+ dps, wy= %Pfdpz + p1dps + dpy,
. ws = pidps + 3pidps + prdps + dps,
(7) (01, 02, 03y 04, 05) . (Ply P2y P3y P4,y Ps) R
= (p1 + o1, p2 + 09, ps + 05 — pao1, ps + 04 + Fpeci — psoy,
ps + o5 — %ow + %Psdf — pso1).
C(ZS de I‘s,s.
dw1=0, dwgz(), dw3=w1/\wz, dw4=w1/\w3, dw5=w1/\w4+w2/\w3.
w; = dply w2 = dpz, w3 = PldPZ + dp3, Wy = %pfdpz + p1dps + dp4,
W = %Pidpz + %pfdps + pidps + padps + dps,
(01, G2, 03y 04,y Us) . (Ply P2y P3y P4, Ps)
(8) = (p1+ o1, p2+ 02, ps + 05 — paoy, ps + 04 + 3paoi — pacy,
ps + 05 — 2ps0i + 3psoi — paoit 3pior — psoz + pacion).

Dans ce qui suit, nous allons déterminer les représentations unitaires irré-
ductibles des groupes T's, T4, I's1,..., I's et la formule de Plancherel pour
ces groupes. La classification des représentations unitaires irréductibles pour-
rait se faire en utilisant la théorie de Mackey (5), mais nous utiliserons
systématiquement (3). Notons aussi que la classification des représentations
unitaires irréductibles de T'; et T's ; a été faite par von Neumann (6), et que
la formule de Plancherel pour T'; est due & Godement (4).

4. Représentations unitaires irréductibles de I';. Nous utilisons la table
de multiplication de g3 donnée au paragraphe 1. Soient ) = Rx3;, A le sous-
groupe correspondant de TI's, qui est a la fois le centre et le groupe des com-
mutateurs de T's.

D’aprés la proposition 2, et le lemme 15 de (3), il y a correspondance
biunivoque entre les caractéres hermitiens x de 3(gs) et les nombres réels A.
Cette correspondance est définie par la formule x(x3) = 2\.
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ProrosiTioN 3. (i) Pour tout nombre réel N 5= 0, il existe une représentation
unitaire 1rréductible Uy de T'; et (& une équivalence preés) une seule dont le carac-
tere prend la valeur I\ en x3. La représentation Uy opére dans Lc(R), I'ensemble
des vecteurs indéfiniment différentiables est S’ (R). On a

(9) D&(xl) = D1 U)\(JX,'Q) = 1)\11_/[1 U)\(xs) = 1\
St v est U'élément de Ty de coordonnées (p1, ps, p3) et si f € Lg*(R), on a
(10) (On(1)f) (6) = [exp iX(ps — p20)] f (8 + p1).

S’L F 6 LCI(P;;) mch(P:g), on a

() Jp@lar = | s@rrnmhio

(1) II existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de T's, deux
a deux non équivalentes, dont le caractére prend la valeur 0 en x;. Ce sont les
représentations triviales sur A; elles s'identifient donc aux représentations uni-
taires de dimension 1 du groupe abélien T'3/A.

Démonstration. Soient )’ = Rx; + Rx,, qui est un idéal abélien de gs, et
A’ le sous-groupe correspondant de T';. Appliquons le lemme 24 de (3) & T
et A’; on peut prendre dans ce lemme a; = x3, @z = %3, ¢ = 1, b = x3. On
voit que x; est classifiant pour g;. Si A 5 0, il existe une représentation unitaire
irréductible U, de T'; et (& une équivalence prés) une seule dont le caractére
prend la valeur 7\ en x;; compte tenu des lemmes 23 et 24 de (3), U, est
induite par n'importe quelle représentation unitaire de dimension 1 de A’
dont le caractére prend la valeur ¢\ en x3, par exemple par la représentation
dont le caractére prend les valeurs 7\ en x; et 0 en x.. D’aprés les lemmes 29
et 31 de (3), U opére dans Lc2(R), I'ensemble des vecteurs indéfiniment
différentiables pour Uy est ¥ (R), et on a les formules (9). La formule (10)
résulte de la définition des représentations induites et du calcul suivant:

(8,0, 0) (p1, p2, p3) = (0 4 p1, p2, p3s — Op2) = (0, ps, ps — Bp2) (0 4 p1, 0, 0).

Maintenant, utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstration du théoréme
4. On peut y prendre ¢ = 1, a1 = x3, @2 = %, b = x3, F' =1, Ri(\1) = A1
D’ou la formule (11). Enfin, la partie (ii) de 'énoncé est évidente.

5. Représentations unitaires irréductibles de T'y. Nous utilisons la
table de multiplication de g; donnée au § 1. Soient § = Rxy, §’ = Rxy 4 Rux,
A et A’ les sous-groupes correspondants de T'y. Alors A est le centre de Ty et A’
est le groupe des commutateurs de T'y.

D’aprés la proposition 2, et le lemme 15 de (3), il y a correspondance
biunivoque entre les caractéres hermitiens x de 3(gs) et les couples (A, u) de
nombres réels. Cette correspondance est définie par les formules x(xs) = 77,
X(2x2 Xy — .’)C32) = M.
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ProPOSITION 4. Soient \ et u des nombres réels.

(1) St X\ # 0, 4l existe une représentation unitaire irréductible Uy, de Tyet
(@ une équivalence prés) une seule dont le caractére prend la valeur I\ en x4 et
la valeur u en 2x:x4 — x32. La représentation U, , opére dans Lg*(R). L'ensemble
des vecteurs indéfiniment différentiables est S (R). On a

(12) Uru(x1) = D1, Urulxe) = — %i;—t + 3AM3, Uhu(xs) = iNM;,
Uru(xe) = 2N,

St v est U'élément de T4 de coordonnées (p1, p2, ps, ps), €t st f € L2(R), on a

(13)  ([ThuN©) = lexpi(= 5 pa + Aou = hosd + a2 016 + o).

St F € L' (Ty) N L2(Ty), on a
(1) S petay = [ | o@hmrvmina.

(1) St X =0 et u <0, il n'existe aucune représentation unitaire irréductible
de Ty dont le caractére prend la valeur I\ en x4 et u en 2x:64 — %32

(ii1) Sz X > 0 et u > 0, il existe (@ une équivalence pres) deux représentations
unitaires irréductibles de T4 dont le caractére prend la valeur I\ en x4 et u en
2x0x4 — x3% Ces représentations sont triviales sur A, donc (comme Ti/A est
1somorphe & T's) s'identifient & des représentations de T's, & savoir les représenta-
tions notées Uy, dans la proposition 3.

@(iv) St XN = pu = 0, il existe une infinité de représentations unitaires irré-
ductibles de T's, deux & deux non équivalentes, dont le caractére prend la valeur
I\ en x4 et u en 2x9xs — x32. Ce sont les représentations triviales sur A'; elles
s'identifient donc aux représentations unitaires de dimension 1 du groupe abélien
T./A.

Démonstration. Soient §’' = Rxy + Rx; + Rxs, qui est un idéal abélien de
g4, et A’ le sous-groupe correspondant de I's. Appliquons le lemme 24 de
(3) & Ty et A”; on peut prendre dans ce lemme a1 = x4, a2 = 2x05%4 — x32,
a3 = x3,a =1, b = x4. On voit que x, est classifiant pour g« Si A 5 0, il
existe une représentation unitaire irréductible U, , de T'4 et (& une équivalence
prés) une seule dont le caractére prend les valeurs 7\ en x4 et p en 2x9x4 — x3%;
compte tenu des lemmes 23 et 24 de (3), Uy, est induite par n'importe quelle
représentation unitaire de dimension 1 de A" dont le caractére prend les
valeurs 7\ en x4 et u en 2x.x, — x3%, par exemple par la représentation dont
le caractére prend les valeurs 7\ en x4, 0 en x3 et — 47u/A en x.. D’aprés les
lemmes 29 et 31 de (3), U, opére dans Lc2(R), 'ensemble des vecteurs
indéfiniment différentiables pour U, , est #(R), et on a les formules (12). La
formule (13) résulte da la définition des représentations induites et du calcul
suivant:

(0’ Oy 01 0) (ph P2, P3, P4) = (6 + pP1, P2, P3 — 0P2, pPs — 0[)3 + %02[)2)
= (0, p2, ps — Ops, ps — Ops + 36%02) (6 + £1,0,0,0).
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Soit U’y ., une représentation unitaire de dimension 1 de A’ dont le carac-
tére prend les valeurs 7\ en x4, 7u’ en x3, v en x.. Soit F/ € Lgt(A”) M Lg2(A”).
D’aprés la formule de Plancherel ordinaire, on a pour un bon choix de dé

fA |F@)ds = 2 f 1 (U o (F'Y* Ui (F') AN d.

Soit u la valeur en 2xyxs — x3% du caractére de U’y ,. Ona p = — 224’ + 22,
donc p' = (»® — w)/2\ pour A % 0. Donc

, 1
‘LNIF (5)! d5 = 27rft7’(U)\'(yl_,,)/2)\'y(F )*UA'(V2<“)12)\'y(F))liy\ld)\d”d%

Maintenant, utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstration du théoréme
4. On peut y prendre ¢ = 2, a; = x4, @y = 2%o%1 — X3%, a3 = X3, b = Xy,
F'(\, ) = 1/\, Ri(\, ») = \. On obtient la formule (14) pour un choix con-
venable de la mesure de Haar dy.

Soit U une représentation unitaire irréductible de I'y dont le caractére
s’annule en x4. Alors, U est triviale sur A, donc s'identifie & une représentation
unitaire irréductible de T's/A qui est isomorphe & I';. On a U(2xsxs — x3%) =
— Uf(xs)? et U(xs) est un opérateur scalaire imaginaire pur. Alors, (ii) est
immédiat et (iii) résulte de la proposition 3. Enfin, (iv) est immédiat.

6. Représentations unitaires irréductibles de TI's;. Nous utilisons la
table de multiplication de gs5; donnée au § 1. Soient §) = Rx;s et A le sous-
groupe correspondant de T's ;. Il y a correspondence biunivoque entre les
caractéres hermitiens x de 3(gs.1) et les nombres réels \. Cette correspondance
est défini par la formule x(x5) = 2\.

ProrosITION 5. (i) Pour tout nombre réel X = 0, il existe une représentation
unitaire wrréductible Uy de T 1 et (@ une équivalence pres) une seule dont le
caractere prend la valeur i\ en xs. La représentation U, opére dans Lg?(R2).
L’ensemble des vecteurs indéfiniment différentiables est ¥ (R?). On a

(15) U)\(x1> = D1, U)\(x“g) = 7:)\M1, U)\(.’XZ3) = Dz, U)‘(x4) = i)\MQ, U)\(:)C5) = 7\,
St v est I'élément de T's 1 de coordonnées (p1, p2, p3, pa, ps), €t st f € Lc*(R?), on a
(16)  (Ux(v)f) (81, 62) = [exp tA(ps — p2 01 — pab2)1f (61 + p1, 02 + ps).
St F € LCI(P5,1) mLCZ(P5_1), on a
an J. 1retey = [ o
Ts,1 A0

(i1) Il existe ume infinité de représentations unitaires trréductibles de T,

deux & deux non équivalentes, dont le caractére prend la valeur 0 en xs. Ce sont

les représentations triviales sur A; elles s'identifient donc aux représentations
unitaires de dimension 1 du groupe abélien T's 1/ A.
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Démonstration. Soit §’ = Rxs + Rxy + Rxz + Rx,, qui est un idéal de g5 1
isomorphe & g3 X (Rxs). Soit A’ le sous-groupe correspondant de I's ;. Appli-
quons le lemme 24 de (3) & T's ; et A’; on peut prendre dans ce lemme a; = «xs,
as = x5, @ = 1, b = x5 (compte tenu de la proposition 3). On voit que x5
est classifiant pour g51. Si A £ 0, il existe une représentation unitaire irré-
ductible U, de T et (& une équivalence prés) une seule dont le caractére
prend la valeur 7\ en x;. Cette représentation est induite par n’importe quelle
représentation unitaire irréductible de A’ dont le caractére prend la valeur A
en x5. Nous considérerons par exemple la représentation triviale sur le sous-
groupe A" de A’ correspondant & Rx,; comme A’/A" est isomorphe a T';, ceci
détermine parfaitement la représentation considérée. Les formules (15) et les
assertions qui les précédent s’établissent alors en utilisant les mémes références
que pour la proposition 3. La formule (16) résulte du calcul suivant:

(6,0,0,0,0)(p1, p2, p3, ps, ps) = (0 + p1, p2, p3, p1, p5s — Op2)
= (07 P2, P3y P4y P5 — sz) (0 + P1, 0, Oy Ov O)

Utilisons, dans (3), la partie 2° de la démonstration du théoréme 4. D’aprés
la proposition 3, on a F'(\) = A. D’autre part, R;(A\) = A. D’ou (17). La
partie (ii) de I'énoncé est évidente.

7. Représentations unitaires irréductibles de I's .. Nous utilisons la
table de multiplication de g5,» donnée au § 1. Soient ) = Rxs + Ruxs, et A le
sous-groupe correspondant de T's», qui est & la fois le centre et le groupe des
commutateurs de I's . Il y a correspondance biunivoque entre les caractéres
hermitiens x de 3(gs,2) et les systémes (X, u, ») de nombres réels. Cette corre-
spondance est définie par les formules

x(xs) = i, x(x5) = ip, x(Xox5 — X3xg) = ».

ProPOSITION 6. Sotent N\, u, v des nombres réels.

(1) StN = 0ou u 5% 0, il existe une représentation unitaire irréductible Uy, ,
de T55 et (& une équivalence prés) une seule dont le caractere prend les valeurs
I\ en X4, 14 en X5, v en XoXs — X3x4. Elle opére dans Lg*(R). Les wvecteurs in-
définiment différentiables sont ceux de S (R). On a

(18) Unu,»(®1) = D1, Unp,»(x2) = ~——5 + 1AM,

)\-I-

Un () = i3 + by,  Uspo(xs) = 0N, Unpr(%5) = dp.

\ "|"
Sty est I'élément de T's o de coordonnées (p1, p2, p3, p4, ps), et sif € Lg*(R), ona

(19) (Un.,» (7)) (0)

https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1958-033-5

336 J. DIXMIER
S’l: F E LCI(P5,2) f\ LCZ(I‘5,2), on a
2 —
(20) -fl‘xs,z‘F(’Y)l dy = J‘fj;zm#otT(U)\,,‘,y(F)*U)\,“,y(F))d)\dpdv.

(i) StX = pu = 0et v % 0, il n'existe aucune représentation unitaire 1rréduc-
tible de T'5 o dont le caractére prend les valeurs i\ en x4, 1u en Xs, v en XoXs — X3X4.

(iii) St A = u =» =0, il existe une infinité de représentations unitaires
wrréductibles de T's », deux & deux non équivalentes, dont le caractére prend les
valeurs i\ en X4, iy en X5, v en Xoxs — x3xs. Ce sont les représentations triviales
sur A; elles s'identifient aux représentations unitaires de dimension 1 du groupe
abélien I‘s,z/A.

Démonstration. Soient §)) = Rxs + Rxs + Rx; + Rxz, qui est un idéal
abélien de gs,» et A’ le sous-groupe correspondant de I's .. Supposons d’abord
w # 0. Appliquons le lemme 24 de (3) & I's» et A’; on peut prendre dans ce
lemme

ay = X5, Qo = X4, Q3 = XoX5 — X3X4, Qs = X3, a =1, b = xs.

On voit qu'il existe une représentation unitaire irréductible Uy ,,, de T et
(& une équivalence prés) une seule dont le caractére prend les valeurs 7\ en
X4, Tu €N X3, v en Xox5 — x3xs. Cette représentation est induite par n'importe
quelle représentation unitaire de dimension 1 de A’ dont le caractére prend
les valeurs 7\ en x4, 74 en x5, v en xsxs — X3x4; nous considérerons par exemple
la représentation unitaire de dimension 1 de A’ dont le caractére prend les
valeurs

I\ en x4, 1u€en xs, en xs, 1;‘5—_—2 en xj.

LW v
— 132 2

Nt + u
Les formules (18) et les assertions qui les précédent s’obtiennent alors en
utilisant les mémes références que pour la proposition 3. En particulier, pour
A = 0 (et toujours u % 0), on a

Uous(x1) = D1, Ugpur(xe) = — ii, Uouv(x3) = tuM1, Ugp»(xs) = 0,

Uo,,,, ,.(x5) = ’l:u.

D’autre part, 'application linéaire de g5 . sur gs» qui transforme x; en xy,
X2 €n X3, X3 €N Xg, X4 €N X5, X5 €N X4, est un automorphisme de gso. Il existe
donc une représentation unitaire irréductible U, ,, de I's s et (& une équiva-
lence prés) une seule dont le caractére prend les valeurs 0 en x5, 7\ en x4,
v €n XsXs — X3X4; cette représentation est induite par la représentation unitaire
de dimension 1 de A’ dont le caractére prend les valeurs 0 en x5, 72\ en x4,
iw/\ en x3, 0 en x, Cette représentation opére dans Lg%(R), les vecteurs
indéfiniment différentiables sont ceux de ¥ (R), et on a

Ur0,»(x1) = D1, Uno.»(x2) = iNM1, Uno,»(x3) = ’il, Ux,o,5(x4) = 2N,
U)\,o,y(DC5) = O

>
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On voit donc que les formules (18) et les assertions qui les précédent sont
valables sous la seule hypothése que A2 + u? # 0. La formule (19) résulte du
calcul suivant:

(0) 0, Oy Os O) (ply P2y P3y P4, p5) = (0 + P11y P2, P3y P4 — P20, Ps — P30)
= (Oy P2, P3, P4 — P20; pPs — 930) (0 + P1, Oy 0» 07 O)'

Dans (3), partie 2° de la démonstration du théoréme 4, F'(\, p,») = 1/u et
Ri(\, i, ») = u. D’ott (20). Les parties (ii) et (iii) de 1’énoncé sont évidentes.

8. Représentations unitaires irréductibles de I'; ;. Nous utilisons la
table de multiplication de g5 3 donnée au § 1. Soient ) = Rxs, §’ = Ruxs + Rxy,
A et A’ les sous-groupes correspondants de I's ;. Alors A est le centre de I's s
et A’ est le groupe des commutateurs de T's 3. Il y a correspondance biunivoque
entre les caractéres hermitiens x de 3(gs 3) et les nombres réels A. Cette corres-
pondance est définie par la formule x(x5) = 2.

ProposiTiON 7. (i) Pour tout nombre réel N = 0, il existe une représentation
unitaire irréductible Uy de Ty 3 et (@ une équivalence prés) une seule dont le
caractére prend la valeur i\ en xs5. Elle opére dans Lg*(R?). L'ensemble des
vecteurs indéfiniment différentiables est S (R?). On a

(21) Upn(x1) = Dy, Uh(x2) = D2+ 3AM1, Ui(xs) = iAM,,
Ux(x,;) = ’i)\Ml, U)\(xs) = 7\

St v est I'élément de T's 3 de coordonnées (p1, p2, p3, p4, ps), €t st f € Lg2(R?), on a

(22)  (Th(7)f) (61, 82) = [exp iN(ps — pabr + 3paBT — psb2)]1f (61 + p1, 02 + p2).
St F € Le'(Ts,3) M Lg*(Ts,3), on a

(23) frs 3|F(7)|2d~/ = L#otr(Ux(F)*U)\(F))kzd)\

(ii) Il existe ume infinité de représentations unitaires irréductibles de T's 3,
deux & deux mnon équivalentes, dont le caractére prend la valeur O en xs. Elles
s'identifient aux représentations unitaires irréductibles du groupe Tss/A, qui
est isomorphe & T's X R. Compte tenu de la proposition 3, elles se partagent en
deux séries, suivant qu'elles sont ou non triviales sur A’.

Démonstration. Soient §"’ = Rxs + Rxs + Rz + Rxy, qui est un idéal de
85,3, et A" le sous-groupe correspondant de I's;. L'algébre §)’’ est isomorphe
a (Rx; + Rx; + Ruxs) X Ruxy, et Rxy + Rx; + Rug est isomorphe a g;. Appli-
quons le lemme 24 de (3) 4 T's s et A”; on peut prendre dans ce lemme a; = x5,
a2 = x4, a =1, b = x5. Pour X\ 5 0, il existe une représentation unitaire
irréductible U, de T's ; et (4 une équivalence prés) une seule dont le caractére
prend la valeur 7\ en x5. Cette représentation est induite par n'importe quelle
représentation unitaire irréductible de A’ dont le caractére prend la valeur
I\ en x5, par exemple 'unique représentation unitaire irréductible de A’ dont
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le caractére prend les valeurs I\ en x5 et 0 en xs Les formules (21) et les
assertions qui les précédent s’établissent alors en utilisant les mémes références
que pour la proposition 3. La formule (22) résulte du calcul suivant:

(8,0,0,0,0)(p1, p2, p3, p1, p5) = (0 4 p1, p2, p3, ps — Op2, ps — Ops + 36%p2)
= (0, p2, p3, p1 — Ops2, ps — Ops + 36%02) (0 + p1, 0, 0, 0, 0).

Avec les notations de (3), partie 2° de la démonstration du théoréme 4, on a
F'(\) =X, Ri(\) = A. Dot (23). La partie (ii) de 'énoncé est évidente.

9. Représentations unitaires irréductibles de T'; 4. Nous utilisons la
table de multiplication de gs4 donnée au § 1. Soient §h = Rx; + Ruxy,
b = Rxs + Rws 4+ Rxy, A et A’ les sous-groupes correspondants de T's .
Alors, A est le centre et A’ est le groupe des commutateurs de T54. I1 y a
correspondance biunivoque entre les caractéres hermitiens x de 3(gs.4) et
les systémes de nombres réels A, u, v. Cette correspondance est définie par les
formules x(x4) = 2\, x(x5) = 1u, x 2xixs — 2x%204 + x3%) = ».

ProrositioN 8. Soient A, u, v des nombres réels.

(1) St N0 ou p#0, 1l existe une représentation unitatre wrréductible
Usuv de Tsa et (& une équivalence prés) une seule dont le caraciere prend les
valeurs I\ en x4, 1u en x5, v en 26165 — 2x2x1 + x32. Elle opére dans Lg*(R). Les
vecteurs indéfiniment différentiables sont ceux de S (R). On a

Urpr(@) = — iz i 25 + s D1 — Yip(\E 4 uD)ME
(24)  Urp(x2) = }\ )-\i- + }\*‘ﬁ:‘;ﬁ Dy + 3NN 4w M,

Orn(x3) = i+ 4" )My, Unuo(xs) = i\, Uhuols) =
S1 v est U'élément de U5, 4 de coordonnées (py, p2, p3, pa, ps), €t st f C LE(R), on a

(O u, (M) (0) = [EXP t( —3 (up1 — Ap2) + Nps + ups

2 )\ _'_
(25) — 5=t (o} + 3huplps + 3u’oups — Mupd) + (N 4 1)pid + wior0sf
N+
+ ot = p2)0 — (N + 1) (upr — xp2>92>]f( 2y j: ”»‘32) :

St F € Le'(Ts5,4) M Lg*(Ts4), om a

(26) fr“!F (Mldy = f f J;W#OW(UA,M,y(F)*Ux,u,v(F))dxdudV.

() StA=u=0 et v >0, 1l n'existe aucune représentation unitaire irré-
ductible de T5 4 dont le caractére prend les valeurs i\ en x4, iu en x5, v en 2X1Xs
— 2362904 "l‘ x32.

(iii) SiXA = u = 0 et v < 0, il existe (@ une équivalence prés) deux représenta-
tions unitaires wrréductibles de T's 4 dont le caractére prend les valeurs I\ en xa,
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Tu en X5, v en 2x1xs — 2x9%4 + x32. Ces représentations sont triviales sur A, et
s'identifient & des représentations de Ts o/ A, donc de Ts; ce sont les représentations
notées U, dans la proposition 3.

(iv) St A =u=» =0, il existe une infinité de représentations unitaires
srréductibles de T's 4, deux @ deux non équivalentes, dont le caractére prend les
valeurs 1IN en x4, u en x5, v en 2x1x5 — 2x:x1 + x32. Ces représentations sont
triviales sur A’. Elles s'identifient aux représentations unitaires de dimension
1 du groupe abélien T 4/A’.

Démonstration. Supposons A % 0 ou u % 0. Soient )" = Rxs + Rxy + Rux;
+ R(A\x; 4+ ux2) qui est un idéal de g5 4 de dimension 4, et A’ le sous-groupe
correspondant de I's 4. L’algébre de Lie )’ est isomorphe a

R(Ax1 — pxs) + Rxs + R(Axs 4 px5)) X R(pxs — Axp),

et R(\x; 4+ wxs) + Rxs + R(Axy + pxs) est isomorphe 4 g3, avec R(Axs 4+ pxs)
pour centre. Appliquons cette fois le lemme 21 de (3) & T4 et A", avec
2
X = ux; — ANea, @1 = ———3 (\es + pxs), @ = 2w — 2xaxs + x5
AN 4w
(on notera que

a= ?—3_7 (A + ) (e — Me2) — (Axq + ) (ues — M) + %3°).

La proposition 3 montre que ce qui est noté A dans le lemme 21 de (3) est
I'ensemble des caractéres hermitiens de B(§”") non nuls en Axy 4+ uxs. Le
lemme 21 (iii) de (3) montre que Ax4 + wxs est classifiant pour gs.+ En
particulier, un caractére qui prend les valeurs 7\ en x4, tu en x; v en 2x1xs
— 2xox4 + x32 (donc la valeur 7(A% 4 u?) 52 0 en x4 + pxs) correspond a
une représentation unitaire irréductible U, , de T'5 4 et (2 une équivalence
prés) a une seule. D’aprés le lemme 21 (ii) de (3), cette représentation pro-
longe une représentation unitaire irréductible U’ de A’ dont le caractére
prend les valeurs 2(A2 + u?) en Axs + pxs et 0 en uxy — Axs. D’aprés la pro-
position 3, on peut supposer que U’ opére dans Lg?(R), que les vecteurs
indéfiniment différentiables pour U’ sont les éléments de ¥ (R), et que

U (W1 + pxe) = Dy, U'(xs) = 4(\2 + p?) My,
U'(\xy + uxs) = 1(\2 4 u2), U'(uxs — Ax5) = 0.

Alors, Uy ., opére dans Lg2(R), et, d’aprés le lemme 28 de (3), les vecteurs
indéfiniment différentiables pour U, ,,, sont les éléments de .#(R), de sorte
que

Un (N1 4 pxe) = Dy, Unpo(s) = 1(\2 + p?) My,
U)\,y,v()\xAI + [.an) = 1()\2 + I-‘2>y U)\,u,v(#x4 - )\365) = 0'

Naturellement, Uy, ,(xs) = 2\, Ux,.,(xs) = tu. Par ailleurs,
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Vv = U)\ ", ,,(2x1x5 - 2x2x4 + xaz)

= 73 [Urpv(ux1 — Me2) Un (Mg + pxs) —

A +
Uruv(Ne1 + ux2) Un g, v (s — Axs5)] + Ux,,.,v(xa)z
2 .
= g (O B U (e — M) — (N )
= 20 5 (1 — xz) — (A 4+ u®) M,
d’ou
U pr (1 — M) = — 3iv — L\ + u?)M,%
On tire de 1a
. A .
Unpr(x1) = — 31 X -V:f + )\2‘|‘#2 D, — %W()\2+M2)M12
. A .
Unuv(2) = 31 X :_ Mz + X :_ #2 D, + %1)\(}\2 + “2)le>

ce qui prouve les formules (24).

Cherchons 'application exponentielle de g5+ dans T'5 4. La base (x1, x2, x3,
X4, x5) de g5,4 admet pour base duale dans le dual de gs 4 le systéme de formes
différentielles invariantes a droite sur TI's s obtenues au § 3. Si un élément
de gs5,4 a pour coordonnées (ai, as, as, as, as), le sous-groupe & 1 paramétre
correspondant de TI'; 4 s’obtient en cherchant les solutions du systéme

dp dpz dpz | dps

T e T Mg Ty T e
12002 4 dps |\ dps _ dps | dps _
P, + p1 57 + a, P2y + e
qui s’'annulent pour ¢ = 0. On obtient
pr=ait, pr=ad, p3=ai— yawad,
ps = Ol4t - (110[3t + Galagt pPs = aat h %a2a3t2 + %alagta.

En particulier, exp usx;s est le point de coordonnées (0, 0, 0, 0, us5), et on a
Un v (exp nsxs) = exp (ipus);

exp usxs est le point de coordonnées (0, 0, 0, u4, 0), et on a
Un i, (exp paxs) = exp (tAua);

exp usx; est le point de coordonnées (0, 0, u3, 0, 0), et on a
Ux u,v(exp pzxs) = exp (1(\* + p?)usMh);

exp us(Ax1 + uxs) est le point de coordonnées (Aue, pps, — SAupa?, A 2uu2d,
Fuus®), et on a

Uy (exp p2(Ax1 + px)) = exp (m2D1);
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exp p1(ux; — Ax2) est le point de coordonnées (upi, — Ap1, Fhupi?, — FAuiuid,
\2up®), et on a

Un.pv(exp pr(uxs — Me2)) = exp pma(— 3iv — 3i(\* + u*)*M7).
Donc

Dhop,v[€xp p1(uxs — Nxs) . exp usXs . exp uaXs . €xp usXs . €xp pa(Ax; + pxs)]
= expi(— ¥ + Mus 4 s + (N 4 pM)usMy — (N 4 %) M) exp(uaD).

L’élément de I's 4 entre crochets est

2 2 3 2 3
(#“ly - kﬂly %A”ﬂly - %)\# M1, %)\ Hﬂl) (Ov Oy M3,y Oy 0) (01 0! Ov M4, 0)
2 2 3 2 3
0,0,0,0, us) (Nug, ppa, — FAuuz, N upa, SAu ps)
2 2 3 2 3 2 2 3
= (pu1, — Moy, SAeut, — §M w1, 3N pp1) Ape, pps, ps — FAuusz, e + §N ups,
1 2 3
ws =+ FAuu2)
2 2 2
= (Ap2 4 puy, — Mg+ ppe, ps + FAu(pl — p2) — ppipe,
1 2 3 1y2 3 1 2 2 1.3 2
— gAML Tt ps Tt §N pue — ppips + FA iz + ST pise,
2 3 2 3 3 2 2 2 2 2
‘:1;‘>\ pey + us + %)\M ue + %# pipe + Apps — %)\ UMty — A #1#2)~
Posant ces coordonnées égales A pi, p2, p3, ps, ps, On trouve, aprés calculs
P Apg o = Ap1 + ups
1= 2 2 - 2 2
N+t Nt
2 2 2 2 2 2 2
ps(N" + 1) = ps(N" 4 7)) + wpips + (o1 — p2),

s+ pps = Nps + pps — %7—”_;7 (A% + 3hupips + 3u’p1ps — Aupi).
Dol la formule (25). Maintenant, appliquons a g5« et & 'idéal Rx; 4+ Rux,
+ Rx; 4+ Rx, de g5,4 la partie 1° de la démonstration du théoréme 4 dans
(3), eny faisant a; = X4y Qg = X5, A3 = 2x1x5 - 2x2x4 + x32, X =X, a = 1,
b = 2x5, FF(\, ) = u (d’aprés la proposition 3), R(\, u) = 2u. On obtient la
formule (26).
Les parties (ii), (iii), (iv) de I’énoncé sont évidentes.

10. Représentations unitaires irréductibles de I's ;. Nous utilisons la
table de multiplication de g5 5 donnée au § 1. Soient X, Y, Z, T des indéter-
minées. D’aprés le § 2, il existe un homomorphisme de R[X, Y, Z, T] sur
3(gs,5) qui transforme

X en xs, YVen 2x; x5 — x4, Z en 3x0xs — 3x3x4Xs + xf,
T en 9xaxs — 18xawsxsxs + 6xaxs + Sxrs — 3xc5xs,
et dont le noyau est I'idéal de K[X, ¥, Z, T] engendré par V? + Z2 — TX?2.
Si donc, pour tout caractére x de 3(gs,5), on pose
x(xs) =i\, x5 — x%) = p, x(waxs — wargws + x3) = v,
x (9xax; — 18xyxsxsxs + 6xaxs + Sxiws — 3xici) = p,
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I'application x — (X, u, », p) est une bijection de l'ensemble des caractéres
de B(gs5) sur I'ensemble =; des points (A, u, », p) de C* tels que u® + (iv)?
— (2\)2%p = 0, c’est-a-dire tels que u® — »2 + A% = 0. Soit E = E; MR Si x
est hermitien, on a (\, u, », p) € E. Réciproquement, si (A, g, », p) € E, x est
changé en son conjugué par I'antiautomorphisme principal de 3(gs,5), donc
x est hermitien. Ainsi, I'application x — (A, g, v, p) définit une bijection de
I'ensemble des caractéres hermitiens de 3(gs ) sur Z.

Soient § = Rw;, §’ = Rws + Ry, A et A’ les sous-groupes correspondants
de F5,5.

ProrosiTiON 9. Soit (A, i, v, p) € E.

(1) Si X # 0, 1l existe une représentation unitaire irréductible Uy ., , de T's 5
et (a une équivalence prés) une seule dont le caractére prend les valeurs i\ en xs,
noen 26565 — X4%,  w oen 3x:x52 — 3xzxaxs + x4°,  p en 9x2%xs? — 18x9x3x04%s
+ 6xoxs® + 8xz®xs — 3xs2x4% Elle opeére dans Lg*(R). L'ensemble des vecteurs
indéfiniment différentiables est S (R). On a

U)\,#,V.P(xl) = -Dly U)\,u,v,p(x2) = - %1;\% bl %l%M}, + %’L)\Mi,
@7) Unpplws) = = 35+ JAME, Unr,p(60) = M,

Un.pv.o(x5) = 2.
St v est Uélément de T's 5 de coordonnées (p1, p2, p3, ps, ps) et st F € L(R), on e

(28) (Drars(N(O) = expi (— Yazee = 35 (s — )

+ Nps — paf + 3p:8” — %p203)>f(9 + p1)-
St F € Le'(Ts5) M Le*(Ts5), on a

@) [ el =

> . 1
J ff t?’(U)"“‘ v, w2 (F)¥Un v, (v2—ud) 2 (1’)) — dNdudy.
A0 A

(i1) St A =0 (donc v2 — u® = 0) et u # 0, 1l existe une représentation uni-
taire 1rréductible Uy ., , de Ts 5 et (& une équivalence prés) une seule dont le
caractere prend les valeurs i\ en xs, u en 2x3x5 — X42, 1v en 3x9x5> — 3xsxsxs + %45,
o en 9x2%x52 — 18xaxaxss + 6xaxs® -+ 8xsdxs; — 3xs2x42. Elle opére dans Lo (R).
L'ensemble des vecteurs indéfiniment différentiables est S (R). On a

Usinr@1) = Dy, Ununp() = — 32— 3= 01,
(30) g H
Vv (@) = = % My, Urpono@) = =7 1 Unwrs8s) = 0.

Si v est U'élément de T's 5 de coordonnées (py, ps, p3, p1, ps), €t st f € Lg2(R), on a

B (Drors (NN (6) = [expi(— 100 — ﬁ (ps — psb + %p202)>]f(0 + pu).
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(i) St A=u=v=0, p#0, 1/ n'existe aucune représentation unitaire
irréductible de T's 5 dont le caractére prend les valeurs

) 2 . 2 3
I\ en X5, u en 2X3X5 — X4, W en 3XaXs — 3X3X4Xs + X4,
2 2 3 3 2 2
pen xaxs — 18x9x3x4xs + Oxoxy + 8xs3xs — 3x3xy.

(iv) SiA=pu=v=p =0 iy a une infinité de représentations unitaires
wrréductibles de Ty 5, deux 4 deux non équivalentes, dont le caractére prend les
valeurs i\ en x5, u en 2x3xs — X42, w en 3x2052 — 3x3%4X5 + x4%, p en 9x2%xs?
— 18x9x3x4x5 + 6x2204® + 8x3%x5 — 3x3%x42 Ces représentations sont triviales
sur A, et s'identifient aux représentations unitaires irréductibles de 1's 5/ A, qui
est isomorphe a Ts.

Démonstration. Soient Y = Rxs; + Rxy + Rxsz + Rxy, qui est un idéal
abélien de g5 5 et A’ le sous-groupe correspondant de TI'ss. Appliquons le
lemme 24 de (3)a I's set A”; on peut prendre dans ce lemme a; = x5, a2 =
2x3x5 — X42, a3 = 3x2xs2 — 3x3xaXs + X4%, Ay =x4, X =%, a =1, b = x5.
Pour A 3 0, il existe une représentation unitaire irréductible U, , ., ,de T'sset
(& une équivalence prés) une seule dont le caractére prend les valeurs 7\ en
X5, u en 2x3xs — x42, 7w en 3x2x52 — 3x3x4x5 + x4°, donc

2 2 3 3 2 2
pen 9xsxs — 18x9x3x4xs + 6x2x¢s + Sx3xs — 3x3%4.

Cette représentation est induite par n'importe quelle représentation unitaire
irréductible de A" dont le caractére prend les valeurs 7\ en x5, u en 2x305 — x42,
v en 3xaxs® — 3wsxaxs + x4°, par exemple par la représentation unitaire de
dimension 1 dont le caractére prend les valeurs

o

. W w .
iNenxs 0enxy ——— = — %z}:enxs,m = -1

<2z en Xo.

N

Les formules (27) et les assertions qui les précédent s’établissent alors en
utilisant les mémes références que pour la proposition 3. La formule (28)
résulte du calcul suivant:

(6,0,0,0,0)(p1, p2, p3, p4, p5)
= (0 + p1, pa2, ps — p2B, ps — psB + 5pab?, ps — puf + 3ps0° — §p2b?)
= (0, p2, ps — p2b, ps — psb + 3p20%, ps — pab + 3p30> — §p26°)
0 + p1,0,0,0,0).

Avec les notations de (3), partie 2° de la démonstration du théoréme 4, on a

' 1 1 _ 1 -
F (>\1 oy V) - 2)\ . 3x2 - 6)\3 ’ R1(>\7 Ky V) - )\1
d’ott la formule (29) pour un choix convenable de la mesure de Haar de T 5.
Si A =0 (donc »? — u® = 0), une représentation unitaire irréductible de
T's 5 dont le caractére prend la valeur 2\ en x5 est triviale sur A, donc s’identifie
A une représentation unitaire irréductible U’ de T'ss/A; identifions T'5 /A &

2N
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T'y; soient \ et ' les valeurs du caractére de U’ en x4 et en 2xsxs — x32. Les
congruences:

Qs — xs = — x;  (mod Xs)

3waxs — 3xgwaxs + x4 = x;  (mod X5)

Oxaxi — 18xaxsxaxs + 6xaxs -+ Sxivs — Swmxs = 3x;(2x9xs — x3)  (mod x5)
montrent que g, v, p sont liés & \’, u’ par les relations
(32) p=— G\ = (N)% p=3(N)%W.
Si u 7 0 (donc » 5 0), on en tire

M= -2,

Les formules (30) résultent alors des formules (12) et la formule (31) de la
formule (13). D’ot (ii). D’autre part, (iii) résulte aussitdt des égalités (32).
Enfin (iv) est immédiat.

11. Représentations unitaires irréductibles de T;¢. Nous utilisons la
table de multiplication de g5, ¢ donnée au § 1. Soient ) = Rux;, A le sous-groupe
correspondant de I's. Il y a correspondance biunivoque entre les nombres
réels \ et les caractéres hermitiens x de 3(gs6). Cette correspondance est
définie par la formule x(x5) = 7A.

ProrosiTioN 10. (i) St A 5 0, 7l existe une représentation unitaire irréductible
Uy de T'5 6 et (@ une équivalence prés) une seule dont le caractére prend la valeur
i\ en x5. Elle opére dans Lg®(R?). Les vecteurs indéfiniment différentiables sont
les éléments de S (R?). On a
Ux(x1) = D1, Un(x2) = Dy + iNM. M, + $iNM;,

Us(xs) = INMy + 3iNM,, Un(xa) = iAM3, Ui(xs) = i\
St v est U'élément de T's ¢ de coordonnées (p1, p2, p3, pa, ps), et st f € Lg®(R?), on a
(34)  (Lh(¥)f) (8, 02) = [exp iN(ps — pufr + 3p3201 + 2ps87 — 2po81 — pib
- P20192)]f(91 + P, 0, + P2)-
St F € Le'(Ts6) N L (Ts6), 0on a

(35) L 6|F(’y)|2d'y = L#Otr(Ux(F)*U)(F))xzdx.

33)

(i1) Si N = 0, il existe une infinité de représentations unitaires irréductibles
de T's 6, deux & deux non équivalentes, dont le caractére prend la valeur i\ en xs.
Ces représentations sont triviales sur A, et s'identifient aux représentations uni-
taires irréductibles de T's /A, qui est isomorphe @ Ta.

Démonstration. Soient )’ = Rxs + Rxs + Rx; + Rx,, qui est un idéal de
85,6, et A’ le sous-groupe correspondant de T's¢ Alors, ) est isomorphe a
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(Rx; + Rx; + Rx;s) X (Rxy); et Rxy + Rx; + Rx; est isomorphe 4 gs, avec
Ruxs pour centre. Les formules (33) et les assertions qui les précédent s’obtien-
nent alors exactement comme pour TI's ;. La formule (34) résulte du calcul
suivant:

(6,0,0,0,0)(p1, p2, ps, pa, p5)
= (8 + p1, p2, ps — p2fy ps — psb + 3pb”, ps — pad + 3p0 + 3p:f” — pab?)
= (0, p2, ps — pef, ps — psB + 3paB”, ps — paf + 3p30 + 1p:0° — Lpsh®)
@+ p1,0,0,0,0).

Avec les notations de (3), partie 2° de la démonstration du théoréme 4, on a
F'(A\) = A et Ri(\) = A; d’ot (35). La partie (ii) de I'énoncé est évidente.

12. Un autre exemple. Dans tous les exemples précédents, on a trouvé un
élément classifiant @ appartenant au centre de l'algébre de Lie étudiée. Ceci
permettait de considérer les représentations dont le caractére s’annule en a
comme des représentations d’'un groupe quotient. Nous allons voir que,
malheureusement, il n’en est pas ainsi en général.

Soit g 'algébre de Lie réelle de dimension 7 dont la table de multiplication
(avec les mémes conventions qu’au § 1) est la suivante:

[x1, x2] = 7, [x1, 23] = x6, [x1, x4] = x5,
[x2y x3] = Xs, [x2r x4] = Xe, [x3: x4] = X1.

Pour trouver 3(g), nous avons 4 résoudre le systéme d’équations

x7f’z: + xﬁf’zx + xSf,:u = 01

- x7f’zx + xﬁf’n -+ xsf’n =0,
- xcf,:n - xBfIxz + x7f,z4 = 0,
- x5f,:u - xﬁf'a:z - x7f,zz = 0.

Le déterminant de ce systéme par rapport aux inconnues

'zl’ f’z2’ f’ZB’ ,14
n’est pas identiquement nul (il vaut (x52 + x> — %:2)?). D’oll aussitét J(g) =
Rlxs, x6, 27], B(g) = Rlxs, xs, x7].
Soit T le groupe de Lie simplement connexe d’algébre de Lie g.
Par les mémes méthodes que dans les paragraphes précédents, on peut
montrer que x5> — x¢2 + %72 est classifiant pour g. Nous n’aurons pas besoin
de ce résultat; mais nous allons prouver ceci:

ProPosITION 11. Soit x un caractére hermitien de 3(g) tel que x (x5 —x62+2;%)
= 0. Il existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de T', deux
deux non équivalentes, admettant le caractére x.

Démonstration. Posons x(xs) = i\, x(xs) = g, x(x7) = 4v. On a donc
A2 — u? 4 »? = 0. Distinguons trois cas:
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(@) A\ =0, u = ». Soit h = Rxs + R(xs — 1), qui est un idéal de g. Soient
Y1, Y2, ¥3, ¥4, Y5 les images canoniques de x1, X3, X3, X4, X5 dans g/b; ces éléments
forment une base de g/ par rapport 4 laquelle la table de multiplication de
a/h est:

[y1, y2] = s, [y, 3] = s, [y, 4] = s, [y, y4] = ¥s.

On voit que g/h est isomorphe & R(ys — y3) X R(y1 4 y1) X (Ry; + Ry,
+ Rys); et Ry; + Ry, + Ry; est isomorphe & g3 avec Rys pour centre; il
existe donc une infinité de représentations unitaires irréductibles de I (groupe
de Lie simplement connexe d’algébre de Lie g/b), deux & deux non équiva-
lentes, dont le caractére prend une valeur donnée imaginaire pure en ys. Par
suite, il existe une infinité de représentations unitaires irréductibles de T, deux
a deux non équivalentes, dont le caractére prend les valeurs 7u en x5, 0 en
x5, 0 en xg — x7. D’ou la proposition dans ce cas.

(b) A =0, p = — ». La démonstration est analogue a celle qu'on vient
d’utiliser dans le cas (a).

(c) A #0. Soit § = Rxs + Rxs + Rxs + Rx; + R(A\x2 — pxy) + R(\x3
— »x1), qui est un idéal de g de dimension 6. Soit A le sous-groupe de T'
correspondant 4 §’. Alors, [B, §’] est engendré par

21 = [Axs — pxg, x4] = A\xg — uxs,
Z9 = [)\.X'g — VX, .9C4] = )\.’X)7 — VX35,
23 = [)\xz — MX1, )\Xs - V.’X:l] = )\()\96‘5 — uXs + Vx7).

Soient «, B8, ¥ des nombres réels. Soit ¢ la forme linéaire sur §’ telle que
d(N\xy — px1) = i, ¢(A\xz — vx1) = 1B, ¢(xs) = vy, d(xs5) = 2\, d(xe) = i,
¢(x7) = 2v. On a

$(z1) = g — 2\ =0

d(z2) =\ —iv =0

o(23) = NNz — 1u® + w?) = 0.

Donc ¢ est nulle sur [/, §’]. Donc il existe une représentation unitaire U’y g 4
de dimension 1 de A correspondant a ¢. Soit U, g, la représentation unitaire
de T induite par U'ss,. En utilisant soit les méthodes des paragraphes
précédents, soit le théoréme 6; 2 de (1), il est facile de voir que Usg, est
irréductible (compte tenu du fait que A 5 0). D’autre part, le caractére de
U. 54 a méme restriction & Rxs + Rxe + Ry que le caractére de U's gy (3,
Lemme 23). Le caractére de U, g, est donc x. Pour achever la démonstration,
nous allons prouver que les représentations U,g, correspondant & deux
valeurs distinctes de « sont non équivalentes. Pour cela observons que

[x1, Axs — uxy — vxs] = Ax7; — vxs

[x1, Aoz — vx5] = 0

UspyAxy — pxy — vx4) = 2(a — vy) . 1
Uwpy(Neg — vx5) = (I — M) . 1 = 0.
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Il en résulte (3, Lemme 31) que U, 5, (A\xs — ux1 — vxs) = (e — vy) . 1, ce
qui prouve notre assertion.

COROLLAIRE. Il #'existe pas, dans le centre de g, d'élément classifiant pour g.

Démonstration. Supposons qu'il existe un élément non nul pxs + p'xs + p''%7
dans le centre de g qui soit classifiant pour g. Soient A, g, v, des nombres réels
tels que pA + p'n + p''v = 0, A2 — p?2 4 2 = 0. Soit x le caractére de 3(g)
tel que x(x5) = 2\, x(xs) = iu, x(x7) = w. On a x(pxs + p'xs + p''27) # 0,
donc x correspond a une représentation unitaire irréductible de T et & une
seule (4 une équivalence prés). Mais x(x52 — x62 + x72) = 0, ce qui contredit
la proposition 11. D’ol le corollaire.

13. La formule de Plancherel dans les groupes de Lie nilpotents non
simplement connexes. Nous avons montré dans (3) que les théorémes
1, 2, 3 de (3) s'étendent facilement aux groupes de Lie nilpotents non simple-
ment connexes. Montrons maintenant que le théoréme 4 de (3) ne se généralise
pas de la méme fagon.

Considérons, dans T4, le sous-groupe Z des éléments de coordonnées
(0,0, 0, ps), olt ps est un entier rationnel. Ce sous-groupe est discret central.
Soit 'y’ = T'4/Z. Les représentations unitaires irréductibles de T'y’ s'identifient
aux représentations unitaires irréductibles de I'y dont le caractére prend en
x4 des valeurs de la forme 2¢rr, avec 7 entier rationnel. Celles de ces repré-
sentations qui sont déterminées (& une équivalence prés) par leur caractére
sont les représentations notées, dans la proposition 4, Us.,, avec 7 entier
rationnel 3 0.

Or, nous allons voir que, pour toute fonction intégrable F sur I'y constante
sur les classes suivant le centre (compact) de T'y/, et pour tout entier rationnel
75# 0, on a Use,u(F) = 0. Ceci prouvera qu'une ‘‘formule de Plancherel”
pour Ty doit faire intervenir des représentations unitaires irréductibles de
I'y’ non déterminées par leurs caractéres.

Comme coordonnées sur I'y/, nous utiliserons les coord onnées pi, p2, p3, ps
déduites des coordonnées de méme nom sur I'y par passage au quotient:
p1, p2, p3 sont des nombres réels, et ps est un nombre réel modulo 1. Sif € Lg?(R)
on a, d'aprés (13), et en posant A = 277:

s @ = [ [ 7 [ R0 00

[eXp 1 (— %‘;Pz + Nps — Npsf + %kp202>i|f(0 —+ p1)dp1dpedpsdps

+oo +oo +oo © 2
= f f F(py, pa, ps)| exp i\ — %sz — Apsf + FNpof

1
f(0 + p1)dpidpadps J; (exp 1\ps)dps.
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Comme 7 est entier £ 0, on a

1
f (exp 2iwrps)dps = 0,
0

donc
(Useru(F) £)(6) = 0.

D’ol notre assertion.
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