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UNE REMARQUE SUR L’INTERPOLATION
DES FONCTIONS ENTIERES

PAR
ANDRE GIROUX

Considérons une fonction entiére f(z) de type exponentiel T. Il est bien connu

(voir [1]) que si le module de f(z) reste borné le long de I’axe réel, on a
< (=D ( 2n+1 )

1 f'(x) = x4+ T
) ) 1._2_00(2 +1)2 2T
pour tout x réel. Des formules d’interpolation telles que celle-ci ont été utilisées avec
succés pour résoudre divers problémes en théorie des fonctions ou ailleurs (voir,
par exemple, [2] et [3]). Le but de cette note est de montrer que la formule (1)
caractérise les fonctions entieres de type exponentiel. De fagon précise, on a le
théoréme suivant.

THEOREME. Soit f(x) une fonction dérivable et de module borné sur I'axe réel.
Supposons que pour tout x réel on ait

+ o0
@ 7600 = [ -1) duts,

U étant une mesure borélienne signée sur I'axe réel. Alors f(x) est la restriction a
Paxe réel d’une fonction entiére de type exponentiel T et T<Var u, la variation
totale de la mesure u; on suppose bien siir, que Var u<-+co.

Démonstration. Nous allons vérifier que f'(x) est dérivable et de module
borné sur I'axe réel et qu’elle y satisfait ’équation de convolution

+ o0
70 =" =0 du

Tout d’abord, en vertu de (2),

sup !f'(X)!Sf:lf(x—t)ldlﬂl(t)< sup. If(x)l'Var,u

-0 <g<+ow —o<g<

de telle sorte que f'(x) est bornée. Cette fonction est aussi continue puisque

Lf' )= <J [fx=D)—f(y—D d |ul ()

et qu'en vertu du théoréme de Lebesgue sur la convergence majorée, I'intégrale
tend vers zéro avec |x—y|. Enfin, le théoréme des accroissements finis montre
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que

Re{ IS ) _ [ "Refletm=tte= 4,

= f+wRe f'(x+0h—1t) du(t)

ou 0=0(z, h) est un nombre compris entre 0 et 1. On a une équation correspondante
pour
i LGS )

Puisque f’(x) est continue et bornée, le théoréme de Lebesgue déja cité nous permet
de conclure que

7 =[ " re=t) duto.

Par récurrence sur #, on voit que I'on a

+o
796 = [ duco,
et K
swp I77CI< sup 1S (Var g

—0 <r<+own —0<z<+ow

Par suite le rayon de convergence de la série entiére

2170
n=0 n!

est infini et la fonction f(x) est en réalité la restriction a I’axe réel d’une fonction
entiere. Comme

f ("’( )

et < SEBip < sup 7o) erere

—w <<+
on voit que cette fonction est de type exponentiel T et que T<Var u. Ceci com-
pléte la démonstration.
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