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RESUME

Cette note montre l'equivalence entre deux manieres de presenter
la condition necessaire et suffisante pour qu'une certaine famiUe de
lois de Poisson composees puisse se transformer en lois de Poissonpar
grappes ct en tire, dans ce cas, la forme generate de la loi de proba-
bilite des grappes.

i. TERMINOLOGIE

II faut bien reconnaitre que la terminologie anglaise en cette
matiere est parfois ambigue: il arrive que la meme expression re-
couvre, selon les auteurs, des significations differentes (ainsi en
est-il par exemple de ,,Compound Poisson Variable"). On n'oserait
pas affirmer non plus que la terminologie francaise soit universel-
lcment arretee. Pour des raisons de clarte, nous rappellerons done
tout d'abord le sens dans lequel nous employons systematiquement
certaincs expressions.

Une variable cntiere non negative A7 obeit a unc loi de Poisson
composee au sens restreint si

C (~ht\n

I>(N - n; t) = P(n;t) = c"w — dU(\)
J n\
0

f/(X) etant la fonction de repartition d'une variable non negative.
Si U(k) dependait de t on parlerait d'une loi de Poisson composee
au sens large.
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4« TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES

Une variable entiere non negative TV obeit a une loi de Poisson par
grappes si

P(o;t) = e0(" 0(o) = o Q(t) < o.

mv—i —on
P(n;t) = > e0®--'-—- G™*(n;f)

i—i ml
m-l

G(k; t), dite loi de probabilite des grappes, est une loi de probabilite
quelconque d'une variable entiere positive, dependant eventuelle-
ment du temps. Pour des raisons d'uniformite, nous ecartons le cas
theorique oil G(o; t) serait > o (c'est-a-dire oil les grappes pour-
raient etre nulles) car il peut toujours se ramener a celui que nous
considerons.

Une variable X(t) obeit a une loi P generalisee (ou non-elemen-
taire selon les auteurs scandinaves) si sa fonction de repartition est

H(x; t) = £ P(n; t) . Fn* (x; t) (Fn* = i)

oil P(n;t) est la loi de probabilite d'une variable entiere non
negative, F(x; t) etant une loi de repartition quelconque pour toute
valeur de t. On voit des lors qu'une loi de Poisson par grappes est une
loi de Poisson generalisee pour une variable entiere non negative.

2. COMMENTAIRES SUR LE THEOREME DE TRANSFORMATION

L'etude des possibilites d'extension de la theorie collective du
risque, dans sa version initiale classique, montre l'interet qu'il y a
de rechercher les lois de probabilite qui peuvent se transformer en
lois de Poisson par grappes. Les recherches dans ce domaine se sont
plus particulierement tournees vers l'equivalence entre certaines
lois de Poisson composees au sens restreint et les lois de Poisson par
grappes.

A cet egard la note de H. Biihlmann et R. Buzzi [i] ') deposee a ce
colloque etablit le theoreme de transformation que Ton peut
enoncer comme suit (dans notre terminologie): la condition neces-
saire et suffisante pour qu'une loi de Poisson composee au sens

1) Les chiffres entre crochets rcnvoient a la bibliographic indiquee in fine.
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TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES 49

restreint soit en meme temps une loi de Poisson par grappes est que
sa fonction de structure /7(X) soit indefiniment divisible.

Or, selon Feller [2 — p. 425], une fonction e~ T(M) est la transformer
de Laplace d'une fonction de repartition indefiniment divisible d'une
variable non negative, si et seulement si ^(o) = o et si *F(w) a une
derivee absolument monotone.

Or la transformer de Laplace de U(\) peut s'ecrire

Lv(u) = / e~uX dU(k) = P(o; u)
0

On peut toujours poser P(o; u) = e°'M'

Des lors si U(\) est indefiniment divisible, on a toujours

0(o) = o

, v = (— i)"4 J
 6<M + 1>(M) > o.

dun '

et vice-versa.

On retrouve ainsi le theoreme de transformation que nous avions
exprime [3] de la maniere suivante — moins elegante que celle des
auteurs indiques ci-dessus, mais en fait equivalente —: la forme
canonique des lois de Poisson composees au sens restreint qui sont
egalemcnt des lois de Poisson par grappes est definie par

P(o: t) = e6(t)

(—t)n

n\
P ( n ; t ) = ••-- P < » ) ( o ; t ) {n = 1, 2, . . .)

avec (){n) = o

U(t) indefiniment derivable et telle que

(— i)» 0<») (t) > o pour tout n > 1

Considerces comme des lois de Poisson par grappes, elles s'ecrivent
sous la forme

v " r {\(t\~]m

P(n; t) = ) e°<« -^~ Gm*{n;t) {n = 1, 2, ...)
i—i ml

G(lr,t) = ^ —
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50 TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES

3. REMARQUE

Pour demontrer la necessity de la condition, H. Biihlmann et
R. Buzzi font appel a une restriction (voir page 2 — J xdF (x) fini)
tout en exprimant des doutes sur son caractere indispensable.

II nous semble que Ton peut eviter cette restriction en etablissant
le theoreme tout d'abord pour une loi de Poisson composee non
generalisee (selon notre terminologie). On obtiendrait ainsi l'equi-
valence entre les fonctions caracteristiques suivantes (selon les
notations des auteurs)

J c'i (e'«-i) dS(X) = eIl(" ["<<w) ~ '1
0

ou, puisqu'il s'agit pour l'instant d'une variable entiere non nega-

tive, t]t{u) est necessairement de la forme 2 G(k; t) . eiu k

k 1

G(k; t) etant une loi de probabilite d'une variable entiere positive.
L'identite subsiste si Ton remplace dans le premier membre eiu

par X(u), fonction caracteristique quelconque, et correlativement
dans le second membre,

t]t{u) par Xt{u) = S G(k; t) Xk (u)
k • 1

Or Xt(u) est certainement une fonction caracteristique puisque
c'est une fonction lineaire de fonctions caracteristiques, dont les
coefficients sont tous non negatifs et ont une somme egale a 1.

4. NATURE DE LA LOI DE PROBABILITE DES GRAPPES

a) Nous avons rappele ci-dessus que, dans les conditions du
theoreme de transformation, la loi de probabilite des grappes est

(—t)k WHt)

Recherchons la nature generale de cette loi G(k;t) qui regit le
nombre d'unites dans une grappe.

Selon Feller [2 — p. 426], la condition necessaire et suffisante
— donnee ci-dessus — pour que <rH(u> soit la transformer de La-
place d'une fonction de repartition indefiniment divisible d'une
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TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES 51

variable non negative peut s'exprimer alternativement comme suit:
il faut et il suffit que

f 1 — e~uv

T(«) = dV(v)
J v

V(v) etant une mesure telle que

- dV(v), < oo

Des lors, revenant a nos notations, et dans les conditions imposees
a ()(t), on peut poser:

C 1 —e~vt

= - dV(v)
J v

V(v) etant une fonction non decroissante de v (mais pas necessaire-
ment une fonction de repartition).

Des lors,

()(*) (t) = (— i)fc J vk-1 e~vt dV(v)

J A! i — <r«" 'C x —e~
tv

dV(v
J v

Posons

- - - -dV(v)
J v
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52 TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES

On peut done ecrire G(k; t) sous la forme

f (vt)K e~lv

— dW(v; t) (k = i, 2, . . . )

W(v;t) etant une fonction de repartition d'une variable non
negative v.

On voit ainsi que G(k; t) est toujours une loi de Poisson tronquee
par le bas (point o exclu), dont le parametre est une variable alea-
toire, regie par une loi de repartition dependant du temps. Autre-
ment dit, e'est une loi de Poisson tronquee, composee au sens large.

b) Exemple

Considerons la loi de Poisson composee

„ (MY1
r „ (MY1

P(n;t) = e~u -—• dU(h)
J n\

ou dU{\) = Y^
 x " " 1 e~aX d\ a > o

qui est en fait la loi binomiale negative

I t

U(K) est indefiniment divisible.

Done P(n; t) est equivalente a la loi de Poisson par grappes

a

> fl + t,

V/ a Y\
P{n;t) = > , .

m = 1

} (vt)k

G ( k ; t ) = \ ^
J R>\ I
0

(1
ou dW<p;t)= --

avec
C

e~tv)dV(v)
- 0 ^ -
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TRANSFORMATION DE LOIS DE POISSON COMPOSEES 53

V(v) etant tel que

i)U) = a log —^— = — f ^——-— dV{v)
a+t j v

Dans ce cas, on peut verifier que dV(v) = a e~avdv

(i—e~tv)e-avdv
Des lors dW{v; t) = j —

et la loi de probabilite des grappes est la loi de Poisson tronqiiee,

composee au sens large

G{k;t) = . " Lae-^ + t)vdv
a + t J k\

a log »
aa

Y n
(k = 1, 2, . . .)

a + t k \a + tl

On retrouve l'equivalence bien connue entre la loi binomiale

negative et la loi de Poisson par grappes logarithmiques, etablie

autrefois par H. Ammeter.
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