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Le lemme fondamental pondéré. 1.
Constructions géométriques

Pierre-Henri Chaudouard et Gérard Laumon

ABSTRACT

This work is the geometric part of our proof of the weighted fundamental lemma,
which is an extension of Ngo Bao Chau’s proof of the Langlands—Shelstad fundamental
lemma. Ngo’s approach is based on a study of the elliptic part of the Hichin fibration.
The total space of this fibration is the algebraic stack of Hitchin bundles and
its base space is the affine space of ‘characteristic polynomials’. Over the elliptic
set, the Hitchin fibration is proper and the number of points of its fibers over a
finite field can be expressed in terms of orbital integrals. In this paper, we study
the Hitchin fibration over an open set larger than the elliptic set, namely the
‘generically regular semi-simple set’. The fibers are in general neither of finite type
nor separated. By analogy with Arthur’s truncation, we introduce the substack of
¢-stable Hitchin bundles. We show that it is a Deligne-Mumford stack, smooth over
the base field and proper over the base space of ‘characteristic polynomials’. Moreover,
the number of points of the &-stable fibers over a finite field can be expressed
as a sum of weighted orbital integrals, which appear in the Arthur—Selberg trace

formula.

RESUME

Ce travail est la partie géométrique de notre démonstration du lemme fondamental
pondéré qui prolonge celle du lemme fondamental de Langlands—Shelstad due a Ngo
Bao Chau. L’approche de Ngo6 repose sur ’étude de partie elliptique de la fibration
de Hitchin. Cette fibration a pour espace total le champ des fibrés de Hitchin et pour
base 'espace affine des «polynomes caractéristiques». Au-dessus de 'ouvert elliptique,
elle est propre et le nombre de points de ses fibres sur un corps fini s’exprime en
termes d’intégrales orbitales. Dans cet article, on étudie la fibration de Hitchin au-
dessus d’un ouvert plus gros que l'ouvert elliptique, le lieu «génériquement semi-
simple régulier». Les fibres ne sont en général ni de type fini ni méme séparées.
Par analogie avec les troncatures d’Arthur, nous introduisons le champ des fibrés de
Hitchin £-stables. Nous montrons que celui-ci est un champ de Deligne-Mumford, lisse
sur le corps de base et propre au-dessus de la base des polynomes caractéristiques.
Nous exprimons le nombre de points d’une fibre £-stable sur un corps fini en termes
d’intégrales orbitales pondérées d’Arthur qui apparaissent dans la formule des traces
d’Arthur—Selberg,.
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1. Introduction

1.1 Objectifs

Ce travail est la partie géométrique de notre démonstration du lemme fondamental pondéré dont
la stratégie suit celle élaborée par Ng6 Bao Chéau dans sa démonstration du le lemme fondamental
de Langlands—Shelstad.

Cette partie géométrique poursuit deux objectifs. D’une part, on tronque la fibration
de Hitchin de sorte que les fibres de Hitchin tronquées soient propres. D’autre part, on
exprime le nombre de points sur un corps fini d’une telle fibre en termes d’intégrales orbitales
pondérées globales d’Arthur qui interviennent dans la formule des traces d’Arthur—Selberg ; plus
exactement, il s’agit de variantes de ces intégrales pour les algebres de Lie.

Nos constructions s’appliquent a tout groupe algébrique semi-simple et nos résultats valent
dans cette généralité. Cependant, pour les besoins de cette introduction, nous allons nous limiter
au cas du groupe SL(n).

1.2 Fibration de Hitchin pour SL(n)

Soit C' une courbe projective, lisse, connexe, de genre g sur un corps algébriquement clos k, n
un entier > 0 et D un diviseur effectif sur C de degré d > 2¢g. On suppose que la caractéristique
de k est soit nulle soit > n.

Un fibré de Hitchin pour le groupe SL(n) est un couple (&, #) ou & est fibré vectoriel de rang
n sur C' muni d’une trivialisation de son déterminant et §: & — £(D) est un endomorphisme
tordu de £ de trace nulle.

Soit M le champ algébrique sur k des fibrés de Hitchin. La fibration de Hitchin est le
morphisme

fTM—A
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de base I’espace affine

n
A=@p H°(C, 0c(iD))
i=2
qui envoie (&, #) sur le polynéme caractéristique de 6 noté
Py(u) :=u" 4 agu™ 2 + - - - + ap,
avec a; € H(C, O¢(iD)) pour 2 <i < n.
Pour tout a = (ag, ..., a,) € A, on dispose de la courbe spectrale Y, d’équation

P,(u)=0

tracée sur la surface réglée X p = V(Oc(—D)). C’est une courbe projective qui n’est en générale
ni lisse ni irréductible, ni méme réduite. La projection canonique 7, : Y, — C' est un revétement
fini de degré n.

Soit A 'ouvert ou Y, est réduite, c’est-a-dire ou ’équation P,(u) =0 n’a que des racines
simples au point générique de C'. La fibre en a € A™ de la fibration de Hitchin peut s’interpréter
comme le champ des Oy,-modules sans torsion F qui sont de rang 1 en tout point générique
de Y, et qui sont munis d’une trivialisation du déterminant de m,.F (cf. [BNR89]). L’ouvert
A8 contient Pouvert elliptique A®! des a tels que Y, est irréductible et donc integre. La fibre
de Hitchin en tout point de 'ouvert elliptique est un champ de Deligne-Mumford propre. Par
contre, la fibre de Hitchin en un point a non elliptique de A8 est un champ d’Artin qui n’est
ni séparé ni de type fini.

1.3 Troncature

Dans ce travail nous tronquons les fibres de Hitchin non elliptiques par une notion convenable de
stabilité. Notre construction dépend de données auxiliaires que nous allons maintenant introduire.

Soit 0o un point fermé de C' qui n’est pas dans le support de D. On se restreint & ’ouvert
A°res de A8 ou P,(u) n’a que des racines simples au point co. Cela n’est pas treés restrictif
puisque les ouverts A°°7'*8 recouvrent A™® quand le point oo varie. Soit

A — ATe8

le revétement fini étale galoisien de groupe de Galois le groupe symétrique &,, qui consiste, pour
chaque point a de A™8, & se donner un ordre total sur les racines de P,(u) au point co. Soit

fiM—-A

la fibration déduite de la fibration de Hitchin par le changement de base A — A. Un point de M
est donc un triplet (€, 6, t) formé :

— d’un fibré de Hitchin (&, 0) ;

— d’un point t = (1, ..., t,) de k™ dont les coordonnées sont deux & deux distinctes et pour

lequel la somme ¢; + - - - + ¢, est nulle ;
qui vérifient la condition suivante : le n-uplet (¢, ...,%,) est la collection ordonnée des valeurs
propres de 0 € End(Ex).
Soit £ € R™ tel que & + - - - + &, = 0. La fibre en co d’un sous-fibré vectoriel F de £ qui est

stable par #, est une somme d’espaces propres pour 6, c¢’est-a-dire on a

Foo = @ Ker(0o — t;)

il
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pour un certain ensemble I C {1,...,n}. On pose alors
dege (F) = deg(F) + Z &i-
el

DEFINITION 1.3.1. On dit que (&€, 0, ts) € M est E-stable si pour tout sous-fibré vectoriel non
nul F C & stable par 6 on a

deg¢(F)

0.
rang(F) <

Pour £ =0, on retrouve la notion usuelle de stabilité. Nous démontrons que la condition de
&-stabilité est ouverte et définit donc un sous-champ ouvert M¢ de M.

THEOREME 1.3.2. Supposons que Y ..; & ¢ Z pour tout I C{l,...,n} non vide. Alors le
champ M¢ est un champ de Deligne-Mumford propre sur A qui est lisse sur k.

Notre définition de &-stabilité est réminiscente d’une définition de stabilité avec poids due a
Esteves [Est01] dans le cadre des jacobiennes compactifiées. Pour un groupe réductif quelconque,
notre définition s’inspire des troncatures d’Arthur mais aussi du travail de Behrend (cf. [Beh95])
sur la stabilité et la réduction canonique des schémas en groupes. Notre définition de stabilité est
proche de celle des fibrés ordinaires ou de Hitchin avec structure parabolique étudiée dans [HS]
et [BY96].

Le théoréme ci-dessus se démontre & 1’aide de la méthode de Langton [Lan75], reprise par
Nitsure [Nit91] dans le cadre des fibrés de Hitchin. En caractéristique nulle et pour un groupe
général, on peut utiliser la méthode de Faltings (cf. [Fal93]). Notre approche est en fait une
adaptation d’'un argument de nature adélique di & Heinloth (cf. [Hei08]), qui a lavantage de
fonctionner encore en caractéristique non nulle.

1.4 Comptage et intégrales orbitales pondérées

Le corps de base k est désormais une cloture algébrique d’un corps fini IF;. On suppose que toutes
nos données sont définies sur [F,. Soit F'le corps de fonctions de C, A son anneau des adeles et
O le sous-anneau compact maximal de A. Soit V l’ensemble des points fermés de C et (dy)yev

la famille presque nulle d’entiers positifs telle que D ="y, dyv. Pour tout v € V, soit w, une

uniformisante du complété de I’anneau local de v. Soit w ™ = (w; % ),cy. On a

HY(C,0¢(iD)) = F Nw *PO.

Soit (a,t) un point de A rationnel sur Fy. Soit P, ..., Ps les facteurs irréductibles de P, (u)
vus comme éléments de F[u]. Ces facteurs s’écrivent au point co

Pj(oo)(u) = [ [ (u—t)

i€l
pour une unique partition {1,...,n} =1 II---II ;. Soit (e;)1<i<n la base canonique de k"
et, pour tout I C {1,...,n}, V7 le sous-espace de k™ engendré par e; pour i € I. Soit M C SL(n)

le stabilisateur des sous-espaces Vy, pour 1 < j < s. C’est un sous-groupe de Levi. Soit m et sl(n)
les algebres de Lie de M et SL(n). Soit X € m(F') un élément semi-simple. On suppose que X
est régulier au sens ou son centralisateur Tx dans SL(n) est un tore maximal. Notons qu’on a
Tx C M. Soit ¢ une fonction localement constante a support compact sur sl(n, A).
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L’intégrale orbitale pondérée Jys(X, ¢) est définie par la formule

Ju (X, ¢) =/ s0(g‘1Xg)VM(9)%
Tx (A)\SL(n,A)
ou :
— dg est la mesure de Haar sur SL(n,A) qui donne le volume 1 au sous-groupe compact
maximal SL(n, O) ;
— dt est une mesure de Haar sur le tore T'x (A) ;
— var(g) est la fonction poids d’Arthur définie en terme de volume qui est invariante & gauche
par M(A).
Le volume

vol(Tx (F)\Tx (A)!, dt)
est fini, ot T (A)! C T'x(A) est I'intersection des noyaux de tous les homomorphismes Tx (A) — Z

qui sont obtenus en composant un caractere F-rationnel Tx — G,, r avec I'application degré
A* = 7.

THEOREME 1.4.1. Supposons ) .. & ¢ Z pour tout I C {1,...,n} non vide. Alors le nombre
de points rationnels sur I, de la fibre en (a, t) de la fibration de Hitchin tronquée ME — A ne
dépend pas de &. A un coefficient prés qui ne dépend que de la normalisation de la fonction poids
d’Arthur, il est égal a la somme suivante d’intégrales orbitales pondérées d’Arthur

> vol(Tx (F)\Tx (A)', dt)Ja (X, 1p)
X

ot 1p est la fonction caractéristique de @~ Psl(n, O) et ot la somme est prise sur les classes de
M (F)-conjugaison des éléments X € m(F) tels que le polynéme caractéristique de la restriction
de X a Vj; est égal a Pj pour 1 < j < s.

1.5 Apercu

Décrivons rapidement I'organisation de cet article. Quelques rappels et notations sont donnés
dans la section 2. La section 3 introduit la base A de notre fibration de Hitchin et donne
les propriétés essentielles. On définit dans la section 4 le champ algébrique M des triplets de
Hitchin et le morphisme de Hitchin f: M — A. On y explique également la notion de réduction
a un sous-groupe parabolique d’un triplet de Hitchin et on en donne un critere d’existence et
d’unicité. Dans la section 5, on associe a chaque triplet de Hitchin un convexe qui est construit
a l'aide des degrés des réductions de ce triplet aux sous-groupes paraboliques semi-standard. A
I’aide de ce convexe, on définit dans la section 6 la &-stabilité d’un triplet de Hitchin. On
y énonce également le théoréme principal de cet article qui généralise le théoreme 1.3.2 ci-
dessus (cf. théoreme 6.2.2). La section 7 fournit une description adélique des triplets de
Hitchin. La section 8 est entierement consacrée a la démonstration de la partie existence du
critere valuatif de propreté pour le morphisme f restreint au champ des triplets de Hitchin
&-semi-stables. A la section 9, on démontre que la restriction du morphisme f au champ des
triplets de Hitchin &-stables est séparé. A la section 10, on prouve que le champ des triplets de
Hitchin &-stables, pour des £ en «position générale», est un champ de Deligne-Mumford. A la
section 11, on exprime le comptage des fibres de Hitchin £-semi-stables en termes d’intégrales
orbitales pondérées d’Arthur (cf. le théoreme 11.1.1 qui généralise le théoreme 1.4.1). L’article
s’acheve a la section 12 par I’étude d’un exemple de fibre de Hitchin non elliptique pour un
groupe semi-simple de rang 1.

1422

https://doi.org/10.1112/50010437X10004756 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004756

LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. I. CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

2. Morphisme caractéristique

2.1 Notations

Soit k une cloture algébrique d’un corps fini F,. Soit G' un groupe algébrique réductif et connexe
sur k et g son algebre de Lie. De maniere générale, si une lettre majuscule désigne un groupe, son
algebre de Lie est notée par la lettre gothique minuscule correspondante. Soit Int ’action de G
sur lui-méme par automorphisme intérieur et Ad la représentation adjointe. Soit 7" un sous-tore
maximal de G et t son algebre de Lie. Soit

W=w¢=w§
le groupe de Weyl de T" dans G et
d =% =0f
I’ensemble des racines de T dans G. On note |X| le cardinal d’un ensemble fini X. On suppose

que Pordre |W| du groupe de Weyl est inversible dans k.

2.2 Morphisme caractéristique
Soit k[g] la k-algebre des fonctions régulieres sur g. Le groupe G agit sur son algebre de Lie par
I’action adjointe et par dualité sur k[g]. Soit k[g]“ la sous-algebre des fonctions G-invariantes et
car le quotient catégorique de g par G
cat = Spec(k[g]%).
On a donc un morphisme canonique G-invariant
X :g— car (2.2.1)

qu’on appelle morphisme caractéristique.

Soit k[t] la k-algebre des fonctions régulieres sur t et k[t]" la sous-algebre des fonctions invari-
antes sous le groupe de Weyl W. Le morphisme de restriction k[g] — k[t] induit un morphisme

klg)® — K[

qui est en fait un isomorphisme d’apres le théoreme de Chevalley. Il s’ensuit que d’une part la
restriction du morphisme y a t, encore notée y, induit un isomorphisme

t//W = Spec(k[]"V) ~ car
et d’autre part il existe n éléments de k[g] (avec n =rang(G)), homogenes et algébriquement
indépendants, qui engendrent la k-algebre k[g]“ (cf. [Bou68, §§ 5 et 6]). Les degrés de ces éléments
ne dépendent que du groupe G. En particulier, le schéma cat est isomorphe a l'espace affine
standard de dimension n = rang(G).
2.3 Discriminant
Pour toute racine o € ®, soit dov € k[t] sa dérivée. Le discriminant D& défini par
DY = H da
acd

appartient & k[t]"V. Soit car™® I'ouvert régulier de car c’est-a-dire I'ouvert ott D¢ ne s’annule pas.

2.4 Quelques propriétés du morphisme caractéristique

Par définition, un élément de g est régulier si son orbite sous G est de dimension maximale
c’est-a-dire égale a la différence entre la dimension et le rang de G. Soit g**® 'ouvert de g formé
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des éléments réguliers et
te =tNg's.
Le morphisme
X :t— car
est un revétement fini et galoisien de groupe W. Il induit sur les ouverts réguliers un revétement

étale t°8 — car™8,

2.5 Section de Kostant
Pour tout a € @, le sous-espace radiciel

g, ={Xe€g|VteTAd(t)X =a(t)X}
est de dimension 1 sur k.

Soit B un sous-groupe de Borel de G qui contient T et A C ® ’ensemble des racines simples
de T dans B. Pour tout o € A, soit X, un élément non nul de g,. Soit @" la coracine de a. Soit

X_, Punique élément de g_,, tel que [X,, X_4] est égale & la coracine a¥ vue comme élément
de t. Soit
Xy = Z Xia
a€cA
et

gx, ={Y eg|[Y, Xy]=0}.

D’aprés un théoreme de Kostant (cf. [Kos63] ou [Kot99, §2.4]), I'espace affine X_ +gx,
est inclus dans l'ouvert régulier g"°® et le morphisme caractéristique x :g — car induit un
isomorphisme

X_+gx, —car
Le morphisme inverse
great— X_ +gy,

est noté simplement € ou plus précisément €(B,{Xa
Iépinglage (B, {Xa}aca)-

Jaca) Si lon veut rappeler la dépendance en

2.6 Sous-groupes paraboliques et sous-groupes de Levi

Pour tous sous-groupes M et @ de G, on note F Q(M ) 'ensemble des sous-groupes paraboliques
P de G qui vérifient M C P C Q. Soit F = F(T) I'ensemble des sous-groupes paraboliques semi-
standard de G (au sens ou ils contiennent T').

On appelle sous-groupe de Levi de G un facteur de Levi d’un sous-groupe parabolique de
G. Soit £ = LY%(T) Iensemble des sous-groupes de Levi semi-standard de G (au sens ol ils
contiennent 7).

Pour tout P € F, soit Np le radical unipotent de P et Mp € £ 'unique sous-groupe de Levi
de P qui contient T'. Pour tout sous-groupe de Levi M € L, soit P(M), respectivement L(M) le
sous-ensemble des P € F tels que Mp = M, respectivement des L € L tels que M C L.

2.7 Schémas carps

Soit M € L. Les notations des paragraphes précédents affublées d’un indice ou d’un exposant

M valent pour le groupe réductif M. On prendra garde a ne pas confondre les ouverts catcz\il'reg
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et cat%'reg de caty : le premier est le lieu ott DY ne s’annule pas alors que le second est défini

par DM £ 0. Comme ce dernier ouvert n’intervient pas dans la suite, on pose
G-
cary? = cary, 5.

De méme, on distinguera les ouverts G-régulier m&™8 et M-régulier m™¢ de m. On ne
s’intéressera qu’au premier. Aussi on pose

mbes — mG—reg )

Soit P € F un sous-groupe parabolique semi-standard et M = Mp. Soit k[p] l'algebre des
fonctions régulieres sur p et k[p]” la sous-algebre des fonctions P-invariantes. Soit le k-schéma
affine carp = Spec(k[p]”) et

Xp:p—carp (2.7.1)

le morphisme P-invariant donné par I'inclusion k[p]” C k[p].

LEMME 2.7.1. Le morphisme de restriction k[p] — k[m] induit un isomorphisme d’algébre
Ek[p]” ~ k[m]M et un isomorphisme de schéma carp ~ cary;.

Démonstration. Soit N = Np et m’ € m Pouvert formé des éléments semi-simples G-réguliers.
L’ouvert m’ @ n de p est la réunion des conjugués de m’ sous N. Il s’ensuit que le morphisme
E[p]” — E[m]M est injectif. Il possede une section donnée par ¢ € k[m]™ i ¢ o p € k[p]” ot p est
la projection m & n — m. O

3. Schémas caractéristiques

3.1 Conventions

Soit .S un k-schéma. Pour tout k-schéma U, soit
U S = U x k S

le produit fibré de U et S au-dessus de k. Pour tous k-schémas U et V et tout k-morphisme ¢ :
U — V, soit ¢g : Us — Vg le S-morphisme obtenu par changement de base. Lorsque S = Spec(K)
est le spectre d'un corps K extension de k, on note simplement Ux le K-schéma et ¢x le K-
morphisme correspondant. Si s € S, on note k(s) le corps résiduel de s et on pose Us = Uyy)
etc.

Soit S un k-schéma et H un groupe algébrique affine sur k. Pour tout H-torseur £ au-dessus
de S et tout S-schéma affine U muni d’'une action a gauche de H, le groupe H agit a droite
sur le produit fibré £ xg U par (e, u).h = (eh, h~'u) pour tous h € H et (e,u) € € x5 U. Soit
& Xg U le produit contracté par H c’est-a-dire le quotient du produit £ xg U par H. Lorsque
S = Spec(k), on omet 'indice S.

3.2 Notations

Soit C une courbe projective, lisse et connexe sur k de genre g. Soit D un diviseur effectif de
degré >2g et oo un point de C(k) qui ne rencontre pas le support de D. Soit Lp le Gy, p-torseur
sur C associé a D muni de sa trivialisation canonique sur 'ouvert complémentaire du support
de D.
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3.3 Les fibrés tp et carps,p

Pour tout k-schéma V muni d’une action de Gy, 1, soit
VD =L D X(Sm’k Vv

le produit contracté. Si V' est un k-espace vectoriel et si I'action de Gy, j; est linéaire, Vp est un
fibré vectoriel sur C.

Soit M € L. L’action par homothétie du groupe multiplicatif G, ; sur t induit une action de
G,k sur caryy pour laquelle le morphisme caractéristique x s est Gy, p-équivariant. En outre, les
actions respectives de G, sur t et carys respectent les ouverts t'°8 et cat?@g . Par la construction
précédente, on obtient un fibré vectoriel tp et un fibré carys p ainsi que des ouverts

toE Ctp
et
caryF, C cata,p.

On obtient également un morphisme, par abus encore noté y s,
XM :tp —carpyp

qui est un revétement fini, galoisien de groupe W™ et étale au-dessus de 'ouvert car'SE.

Lorsqu’on prend M = G, on omet l'indice M dans les notations.

3.4 Schéma caractéristique Aps

Soit M € L. Soit A8 le k-schéma tel que pour tout k-schéma S, I'ensemble AS™5(S) des
S-points est ’ensemble des couples

(a, 1)
formés d’une section a du fibré carys,p g au-dessus de Cg et d'un point ¢ € tg_reg(S ) qui vérifient
a(oos) = xm(t).
Dans la suite, on appelle A%’reg le schéma caractéristique de M.
Remarque. L’exposant G-reg rappelle que le point t € tg’reg(S) est G-régulier au sens ou il
appartient a g"8(S). Dans la suite, on omet cet exposant et on pose, abusivement,

App = ASE,
Lorsque M = G, on omet 'indice M et on pose
A=Ag
PROPOSITION 3.4.1. Le schéma Ay est lisse et irréductible de dimension
dim(Aps) = deg(D)(|®™|/2 + rang(M)) + rang(M)(1 — g).

Démonstration. Le morphisme d’oubli de la donnée ¢ fait de Ay un revétement fini, étale et
galoisien de groupe de Galois WM™ au-dessus du schéma des sections globales de catpz,p qui sont
G-réguliéres au point co. Mais ce dernier schéma est un ouvert du schéma des sections globales
de carys p, qui est non-canoniquement isomorphe a un espace vectoriel dont on voit qu’il est de
la dimension annoncée par la formule de Riemann—Roch (des que deg(D) > 2g — 2, cf. [Ngo08,
lemme 4.4.1]).
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Le morphisme d’oubli de la donnée a est un morphisme surjectif et ouvert de Ays sur t™&
des que deg(D) > 2g — 1 (cf. [Ngo08, preuve du lemme 5.5.2]). Ses fibres sont isomorphes a des
espaces affines. Il s’ensuit que Ajs est irréductible. O

3.5 Morphismes entre schémas caractéristiques
Soit M C L deux sous-groupes de Levi semi-standard. Soit

X% :catys — cary,

le morphisme défini par l'inclusion k[t]WL C k:[t}WM. C’est un morphisme fini qui est étale au-

dessus de car;®. Comme ce morphisme est G,, y-équivariant, il induit un morphisme fini, étale

reg
au-dessus de cary

X%D :carys,p — €Aty p.
Par abus de notations, on note encore X]]-Y[ le morphisme
X1 Ay — A
qui, pour tout k-schéma affine S, associe a (a, t) € Ap(S) le couple (XJLV{D(a), t)e Ar.
ProrosITION 3.5.1. Le morphisme
Xt s An — Ag
est une immersion fermée.

On reporte a la section 3.7 la preuve de cette proposition.

3.6 Caractéristiques elliptiques
Soit M € L(T). On pose
Anen = Anr — U Ap.
LeL,LCM
On l'appelle le schéma caractéristique elliptique de M.

PROPOSITION 3.6.1. Le schéma Apsen est un sous-schéma ouvert non vide de Aps et un sous-
schéma localement fermé de A. Son adhérence dans A est le sous-schéma fermé Ayy.

Démonstration. Tout d’abord, Apren est non vide pour des raisons de dimension (cf.
la formule de dimension de la proposition 3.4.1). Le reste de la premieére assertion
résulte de la proposition 3.5.1. La seconde assertion résulte de lirréductibilité de Aps
(cf. proposition 3.4.1). O

PROPOSITION 3.6.2. Le schéma A est la réunion disjointe des sous-schémas localement fermés
Apren pour M € L(T)

A= U A en-
MeL(T)

La démonstration de cette proposition est reportée au §3.10.

3.7 Preuve de la proposition 3.5.1

C’est une variante des preuves du lemme 7.3 de [Ngo06] et de la proposition 6.3.5 de [Ngo08].
Pour la commodité du lecteur, on rappelle ici les principaux arguments fondés en partie sur le
lemme suivant (cf. lemme 7.3 de [Ngo06]).
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LEMME 3.7.1. Soit S un k-schéma normal et intégre et U C S un sous-schéma ouvert non vide.
Soit V' et V deux S-schémas. Pour tout diagramme commutatif

Uty

S——V

ol i est I'inclusion canonique, h' et h sont des sections et 7 est un S-morphisme fini, la section
h' se prolonge d’une maniére unique en une section S — V' qui reléve h.

Montrons tout d’abord que le morphisme X%/[ est radiciel. Il s’agit de voir que, pour tout
corps K extension de k, le morphisme Xﬁ/f induit une injection sur les ensembles correspondants
de K-points. Pour i =1, 2 soit (a;, t;) € Ap(K) deux éléments qui ont méme image (a, t) dans
Apr. On a donc t =t; =t et un diagramme commutatif.

ai
—_—
—Zcat
Ck = C9tM, DK

Ry

Carr D K

Rappelons que le morphisme Xﬁ/{ p est fini. D’apres le lemme 3.7.1 ci-dessus pour que a; = as
il suffit que a1 et ao coincident sur un ouvert de Cx. Or aq et as prennent la méme valeur au
point oo & savoir xs(t). Comme ¢ est G-régulier et que le morphisme X]L” est étale au-dessus
de catﬁ%’ i+ les sections ay et ag coincident sur le spectre du complété de ’anneau local de C'x

au point cox donc elles coincident sur un ouvert de Ck.

Montrons ensuite que le morphisme X%/[ p est propre. Pour cela, on applique le critere valuatif
de propreté. Soit A un anneau de valuation discrete de corps des fractions K. Soit S = Spec(A).
Soit (anr, tar) € Am(K) et (a,t) € AL(S) tel que xM((ans, tar)) = (a,t). On a donc ty =t.
D’apres le lemme 3.7.1 ci-dessus, le morphisme a; se prolonge de maniére unique en un morphisme
de Cg dans carys p qui s’inscrit (en pointillés) dans le diagramme commutatif suivant.

a
Cy —1scary,p,s

Cg—%>catypg

Une fois le prolongement de a1 acquis, il reste & vérifier que a3 o cog = x} (¢). Cette égalité résulte
de la propreté du morphisme X%/[ puisque les deux sections aj o cog et X%/[ p(t) s’inscrivent (en
pointillés) dans le diagramme commutatif suivant.

1000

Spec(K) —2°K . catarp.s
e
e "aooos
S cary p.s

Montrons ensuite que le morphisme X][\,/{ p est non ramifié. Puisque Aps et Az, sont lisses, il
revient au méme de montrer que le morphisme tangent est injectif. Il s’agit donc de montrer
que xM induit une application injective Aps(k[e]) — AfL(k[e]) (olt & est une indéterminée de
carré 2 =0). Soit donc (a1, t) et (ag,t) deux éléments de Ay (k[g]) qui ont méme image (a, t)

1428

https://doi.org/10.1112/50010437X10004756 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X10004756

LE LEMME FONDAMENTAL PONDERE. I. CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

dans Af(kle]). Dans la suite, on note par un indice € le changement de base de k a k[e]. Soit
ap la section de cary, p défini par restriction de a a C' et U C C l'ouvert défini comme I'image
inverse par ag du lieu régulier cng. Notons que co € U. La section a induit alors un morphisme
Ue — ¢} .- Or le morphisme X]I\,/{e est étale donc non ramifié¢ au-dessus de ¢;%, .. 1l s’ensuit que

les sections a; et ag coincident sur U, donc sur C. par platitude de k[e] sur k.

En conclusion, le morphisme XI]Y[ p qui est radiciel, propre et non ramifié est une immersion
b
fermée.

3.8 Conjugaison et morphisme caractéristique

Dans ce paragraphe et le suivant, on rassemble quelques résultats utiles pour la suite et pour la
preuve de la proposition 3.6.2.

LEMME 3.8.1. Soit P un sous-groupe parabolique ou un sous-groupe de Levi de G. Soit F
une extension de k et Fs une cloture séparable de F. Pour tous X et Y dans p(Fy) et tout
a € cat5®(Fy) tels que

xp(X)=xp(Y)=a
il existe p € P(F}) tel que X = Ad(p)Y.

Si, on suppose, de plus, que F' est une extension de degré de transcendance 1 sur un corps
algébriquement clos et que les éléments X et Y appartiennent a p(F'), alors on peut méme
prendre p € P(F).

Démonstration. Soit S le Fs-schéma défini par

S={peP|Ad(p)X =Y).

La fibre de p — p//P au-dessus d’un point G-régulier est formée d’une seule orbite sous P. En
particulier, sous nos hypotheses, le schéma S possede des points dans une cloture algébrique
de Fs. On cherche en fait des points de S a valeurs dans Fs. Ce qui assure l'existence de tels
points est la lissité de S sur F;. Cette lissité se voit de la fagon suivante. On remarque d’abord
que S est un torseur sous le centralisateur Tx de X dans G xj F. Puis, comme X est semi-
simple et G-régulier, T'x est un tore sur Fy, donc lisse. Cela conclut puisqu’un torseur sous un
schéma en groupes lisse est lisse.

Supposons de plus que X et Y appartiennent a p(F'). Soit p € P(Fs) tel que X = Ad(p)Y.
Alors pour tout 7€ Gal(F,/F), 'élément pr(p)~! appartient & T (Fy). On obtient ainsi un
1-cocycle de Gal(Fy/F) dans Tx. Si le groupe de cohomologie H'(Fs/F, Tx) est trivial, on peut
supposer qu'on a p € P(F'), quitte & modifier p par un élément de T'x (Fs). Comme T’x est connexe,
dés que F est de dimension <1, on sait que le groupe H'(F;/F, Tx) est trivial (cf. [Ser94], ch. ITI
§2 théoreme 1’ et les remarques qui suivent). Cela permet de conclure puisqu’une extension de
degré de transcendance 1 sur un corps algébriquement clos est de dimension <1. O

On utilisera la définition suivante d’un élément elliptique.

DEFINITION 3.8.2. Soit F une extension de k et X € g"8(F) un élément G-régulier et semi-
simple. Soit T'x son centralisateur dans Gr (c’est un sous-F-tore maximal de Gr) et Ax C T'x
le sous-F-tore déployé maximal de T'x. On dit que X est un élément elliptique de g(F') si l'on a
I’égalité

Ax = Ag

ou Ag est la composante neutre du centre de Gp.
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3.9 Caractéristiques et éléments semi-simples réguliers

Soit K une extension de k. Soit F' le corps des fonctions de la courbe Cx sur K. Soit O le
complété de 'anneau local de Ci en ook et Fi le corps des fractions de O,. Avec ces notations,
on peut énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 3.9.1. Pour tout (a,t) € Ag(K), soit t, € t*°8(Os) 'unique relévement de t tel
que la restriction de a a Spec(O) soit égale a x(t,). Soit a, € car™®(F) la restriction de a au
point générique de C.
Pour tout M € L(T) et (a,t) € Aq(K), les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (a,t) € xg (An(K)) ;
(2) il existe X un élément semi-simple G-régulier de m(F') et m € M(Fy) tels que :

(&) xa(X)=ay ;
(b) Ad(m)X = t,.

Démonstration. Soit (a,t) € Ag(K). Un point t, avec les propriétés ci-dessus existe et est unique
puisque x est étale au-dessus de car™s.
Prouvons que la premieére assertion implique la seconde. On suppose donc qu’on a (a,t) €
M (A (K)), cest-a-dire qu'il existe (arr,t) € Ay (K) tel que
X¢& (anr) = a (3.9.1)
et
apr(0or) = xm(t). (3.9.2)

Soit ase et apoo les restrictions de a et apr & Spec(O). Les morphismes donnés par anr,eo
et xa(tq) coincident en fibre spéciale par (3.9.2) et s’inscrivent tous deux dans le diagramme

commutatif.
X (ta)
Spec(Oxo) ? caty P
— |

cat’ee

Comme Xé:/[ est étale au-dessus de catr™®, on a
aMoo = XM (ta)-

Soit apy, € car); (F) la restriction de ajs au point générique. Il existe X € m(F) tel que
xm(X) = any (3.9.3)

(pour le voir, on peut utiliser une section de Kostant relative a M). Comme apz,, est G-régulier,
X est nécessairement semi-simple et G-régulier. On a donc 'égalité suivante dans cary; (Fi)

X (ta) = xar(X).
D’apres le lemme 3.8.1, il existe L une extension galoisienne finie de Fi, et m € M (L) tel que
Ad(m)X =t,.

On déduit de cette derniere égalité que pour tout o € Gal(L/Fx), I'élément mo(m)~! normalise
tq : il appartient donc & T'(L). On obtient ainsi une 1-cochaine du groupe de Galois Gal(L/Fy) a
valeurs dans T'(L) qui est un cobord puisque, T étant un tore déployé, le groupe H'(L/Fy,, T(L))
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est trivial. Il existe donc z € T(L) tel que ma(m)~! = zo(x)~! pour tout o € Gal(L/F.). Quitte
a remplacer m par x~'m, on peut supposer que m € M(F,). D’ou la condition (2)(b). La
condition (2)(a) résulte de (3.9.1) et (3.9.3).

Prouvons 'implication réciproque. On suppose donc qu'il existe X € m(F') semi-simple G-
régulier et m € M (Fy) qui vérifient les assertions (2)(a) et (2)(b). Soit

amy = xm(X) € G (F). (3.9.4)

Ce F-point s’inscrit dans le diagramme commutatif.

Spec(F) M carar,p

T

Cx a cartg,p

La propreté du morphisme XAG4 implique que apz, se prolonge en un morphisme
ap - CK — Carpr D
qui reléve a. On a I'égalité suivante dans ¢} (K)

xum(t) = an(ook). (3.9.5)

En effet, vu (3.9.4), la restriction de aps & Spec(Fu) est égale a xas(X) donc égale a xas(tq) par
assertion 2(b). Il s’ensuit que la restriction de aps & Spec(On) est aussi égale a xar(ta)-
L’égalité (3.9.5) en résulte par évaluation au point cog.

Le couple (aps, t) définit donc un élément de Ay (K). Par construction de apz, on a
X]\G/[(G’Mv t)= (CL, t)
d’ou 'assertion 1. O

COROLLAIRE 3.9.2. Avec les notations de la proposition 3.9.1, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) (a,t) € x&/ (Apren(K)) ;
(2) il existe X un élément semi-simple, G-régulier et elliptique de m(F') et m € M(Fy,) tels
que :

(a) xa(X)=ay ;
(b) Ad(m)X =t

Démonstration. Soit (a,t) € Ag(K).

Prouvons que la premiére assertion implique la seconde. On suppose donc (a,t) €
XM (Apren(K)). D’apres la proposition 3.9.1, il existe X un élément semi-simple G-régulier de
m(F) et m € M(Fx) qui vérifient les assertions (2)(a) et (2)(b) de la proposition 3.9.1. On va
montrer que X est nécessairement elliptique dans m(F'). Pour cela on raisonne par contradiction.
Soit Ax le sous-F-tore déployé maximal de T’y le centralisateur de X dans Gr. Quitte a conjuguer
X par un élément de M (F') et translater m par ce méme élément, on peut et on va supposer que
Ax est inclus dans le tore «standard» Tp. Il existe alors L € L9 (T) tel que le centralisateur de
Ax dans Gf soit Lp. Notons qu’on a L C M et cette inclusion est stricte puisque X n’est pas
elliptique dans M. Mais l'assertion (2)(b) de la proposition 3.9.1 implique

-1
mIx p.om  =Tfp,.
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Or les tores T'x ., et Tr, sont deux sous-F-tores maximaux et Fio-déployés de Lr, . Ils sont
donc conjugués par un élément de L(Fs). On a donc

m € Norm (g, ) (T)L(Fx).

Comme T est un k-tore déployé, on a Norm (.. )(T") = Norm ;) (T)T (Fx ). 1l existe donc
w € Norm sy (T) et | € L(Fi) tels que

m = wl.

Soit L1 = wLw™!, I = wlw™! et X; = Ad(w)X. Par construction, L; € £(T') est un sous-groupe
de Levi propre de M ; en outre, I1 € L1(Fy) et Xy € [1(F') vérifient les relations xq(X1) = ay, et
Ad(l1) X1 =t,. Il résulte alors de la proposition 3.9.1 qu’on a (a, t) € Xél (A, (K)). Cela contredit
lassertion 1 et montre que X est elliptique dans m(F).

Montrons que 'assertion 2 implique la 1. Soit X un élément semi-simple, G-régulier et
elliptique de m(F') et m € M(F) qui satisfont (2)(a) et (2)(b). D’apres la proposition 3.9.1,
on a (a,t) € XM (Am(K)). Soit L € L(T) un sous-groupe de Levi semi-standard inclus dans M
tel que (a,t) € x&(ALen(K)). On vient de voir qu’il existe alors Y un élément semi-simple,
G-régulier et elliptique de [(F) et [ € L(F) tels que xq(Y)=a, et Ad(l)Y =t,. D’apres
le lemme 3.8.1, il existe g € G(F5) un point de G dans une cloture séparable Fs de F' tel
que Ad(g)X =Y. Le centralisateur de Y dans G est un sous-F-tore maximal. Pour tout
o € Gal(Fs/F), on a donc o(g)g~! €Ty et automorphisme intérieur Int(g) de Gp, induit
un F-isomorphisme de Tx sur Ty et donc un F-isomorphisme entre les sous-tores F-déployés
maximaux Ax et Ay. Or ces derniers ne sont autres que les centres connexes Ay r et Ar p des
sous-groupes de Levi M et Lp. On a donc dim(Ajs) = dim(Ayz). Comme on aussi Ay C Ap, il
vient Ayr = Ar et L= M. Donc (a,t) € Xg(AM,eu(K)), ce qu’il fallait démontrer. O

3.10 Preuve de la proposition 3.6.2

Seul le fait que la réunion soit disjointe n’est pas évident. On reprend les notations du § 3.9. Soit
(a,t) € Ag(K) et My et My deux sous-groupes de Levi dans £(T) tels que a appartiennent &
l'intersection des images de Apz, e11(K) et Apz, en(K). D’apres le corollaire 3.9.2, pour i =1, 2, il
existe X; € m;(F') un élément elliptique et G-régulier et m; € M;(F) tels que Ad(m;)X; =t, et
xa(X;) = ay,. D’apres le lemme 3.8.1, I'égalité xq(X1) = xg(X2) entraine 'existence d'un point
g € G(Fs) a valeurs dans une cloture séparable Fy de F' tel que Ad(g)X; = X2. En raisonnant
comme dans la preuve du corollaire 3.9.2, on voit qu’on a

gAM1g_1 = Apnm,.

Mais g conjugue X7 et Xo donc mggmfl centralise t, qui est G-régulier. On a donc mggmfl €

T(Fs ®p Fso) puis Apy, = Apg, et My = My ce qu'il fallait voir.

4. La fibration de Hitchin

On poursuit avec les notations des sections précédentes.

4.1 Notations
On complete les notations des §§ 3.1 & 3.3. Soit S un k-schéma et & un G-torseur sur S. Soit

Autg(€) =€ xS @

le schéma en groupes sur S des automorphismes G-équivariants de £.
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Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute représentation algébrique linéaire
p:G—GL(V),
soit
_ G.p
p(&) =G x""V
le fibré vectoriel sur S que ’on obtient en poussant p par la représentation p.

Lorsque € est un G-torseur sur Cg = C xS (ou C est la courbe du §3.2) on pose
pp(€)=E& Xg:f Vb,s

ou Vp s =Vp X}, S est le fibré vectoriel sur Cg déduit du fibré vectoriel Vp sur C (cf. §3.3) par
changement de base.

4.2 Trivialisation générique des G-torseurs

Soit K une extension de k et £ un G-torseur sur C'x. Dans la suite, on fera appel plusieurs fois
au lemme suivant.

LEMME 4.2.1. Il existe K’ une extension finie de K telle que le G-torseur £ x ¢, C soit trivial
au point générique de C.

Démonstration. Clairement, il suffit de prouver le lemme lorsque K est algébriquement clos.
Dans ce cas, F' le corps des fonctions de Ck, est de dimension <1. Soit Fi une cloture séparable
de F. Le torseur £, qui est lisse sur Ck, admet des sections au-dessus de Fs;. Comme G est
connexe et que F est de dimension <1, on sait que I’ensemble H!(F,/F, G) est réduit & la classe
triviale (cf. [Ser94], ch. III §2 théoréme 1’ et les remarques qui suivent). O

4.3 Réductions des torseurs a un sous-groupe

On reprend les notations du paragraphe précédent. Soit P un sous-groupe algébrique de GG. Une
réduction du G-torseur £ sur S a P est la donnée d’un P-torseur Ep sur S et d’un isomorphisme
du G-torseur

Ep xt a,

ou G est muni de l'action de P par translation a gauche, sur £. Le morphisme P-équivariant
évident Ep — Ep x¥ G ~ £ donne, par passage au quotient par P, une section

op:S—E&/P.

Réciproquement, £ est un P-torseur au-dessus de £/P qui, lorsqu’on le tire en arriére par une
section de £/P, donne une réduction de £ & P. De cette maniére, on obtient une bijection
naturelle entre les sections de £/P et les classes d’isomorphisme de réductions de £ a P.

4.4 Morphisme caractéristique

Rappelons qu’on a fixé en § 3.2 une courbe C sur k et un point co € C(k). Soit S un k-schéma et
Cyg et 0og les objets obtenus par changement de base. Soit £ un G-torseur sur Cg. La construction
du paragraphe 4.1 donne un fibré vectoriel Adp(€) sur Cg. Le morphisme caractéristique défini
en §2.2 (2.2.1)

X :g— cac
est G-invariant et G, p-équivariant. Il induit donc un morphisme par abus encore noté x

X :Adp(€) —carp g
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et donc un morphisme toujours noté de la méme fagon
X: HO(Cs, AdD(S)) — HO(CS, CatDﬂ).
Le schéma en groupes Autg(€) agit sur le fibré Adp(€) par 'action adjointe. Pour toute
section § € H(Cg, Adp(&)), soit
Autg(€,0)

le sous-schéma en groupes de Autg(€) qui centralise 6.

4.5 Le champ algébrique de Hitchin

Introduisons la définition suivante.

DEFINITION 4.5.1. Le champ de Hitchin M est le k-champ algébrique dont la catégorie fibre
en un k-schéma S est le groupoide dont les objets sont les triplets (€, 60,t) qui vérifient les
conditions suivantes :

(1) &€ est un G-torseur sur C Xy S ;
(2) 6 est une section du fibré vectoriel Adp(€) ;
(3) t appartient & t“°8(S) et satisfait

x(0)(c0s) = x(1)
et ’ensemble des morphismes d’un objet (£, 6, ¢) sur un autre (€', 6, t') est :
— vide si t #t' ;
— D’ensemble des isomorphismes G-équivariants de £ sur £’ tels que 'isomorphisme induit de

Adp(€) sur Adp(&’) envoie 6 sur §'.

Remarque. Ce n’est pas la définition usuelle du champ de Hitchin qui ne considere que des
couples (€, 0). Ici la donnée supplémentaire d’un élément ¢ qui est G-régulier force la section 6
a étre semi-simple réguliere en ocog et donc a ’étre aussi génériquement. Le morphisme d’oubli
de t fait de notre champ de Hitchin un revétement étale et galoisien de groupe W d’un ouvert
du champ de Hitchin usuel.

4.6 La fibration de Hitchin
Il s’agit 1a du morphisme
fe: Mg — Ac
défini pour tout k-schéma S et tout triplet m = (€, 0, t) dans M(S) par
f(m) = (x(0),1).
Dans la suite, on omet le plus souvent l'indice G et on note le morphisme ci-dessus ainsi

f M- A

4.7 Morphisme xp

Soit K une extension de k£ et P € F un sous-groupe parabolique semi-standard. Soit £ un
P-torseur sur C'x. Soit Ad l'action adjointe de P sur son algebre de Lie p. La construction du
paragraphe 4.1 appliquée au groupe P fournit un fibré vectoriel Adp (&) sur Ck. Le morphisme
caractéristique défini en §2.6 (2.7.1)

Xp:ip—carp
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est P-invariant et G,, j-équivariant. Il induit donc des morphismes par abus encore notés xp

xp:Adp(E) —catpp s
et
XP: HO(CS, AdD(g)) — HO(Cs, Catp,D,S).

4.8 Réduction a un sous-groupe parabolique
Soit S un k-schéma affine et m = (€, 6,t) € M(S). Introduisons la définition suivante.

DEFINITION 4.8.1. On appelle réduction de m & P tout triplet mp = (Ep, Op, tp) formé de :

— une réduction Ep de £ a P autrement dit un P-torseur Ep sur C X; S muni d’un
isomorphisme
EpxPaG~¢€; (4.8.1)
— une section fp de Adp(Ep) sur C' x; S ;
— un point ¢p € t978(S) qui vérifie

xp(0p)(o0s) = xp(tp)
qui vérifie les deux conditions suivantes :
(1) lisomorphisme, qui se déduit de (4.8.1),
Adp(Ep xE G) ~ Adp(€)
composé avec le morphisme
Adp(Ep) — Ep xPM g~ Adp(Ep xE @)
envoie la section fp sur 0 ;

(2) les points tp et t sont égaux.

Dans la suite, on dit que deux réduction (Ep,8p,t) et (Ep, 0p,t) de m sont isomorphes
s'il existe un isomorphisme de P-torseurs de Ep sur £, tel que l'isomorphisme qui s’en déduit
Adp(Ep) — Adp(Ep) envoie § sur §'.

4.9 Existence de réductions sur un ouvert
Soit S un k-schéma test et m = (€, 0,t) € M(S). Soit M € L et (ap, t) € Ap(S) tels que

F(m) =x¢ ((an, 1))

Soit U l'ouvert de Cg, image réciproque par aps de Pouvert cary. Soit X une section de m x;, U
tel que xas(X) coincide avec aps sur Pouvert U. L’existence d'une section de Kostant assure
qu'une telle section existe. Notons que X est partout semi-simple G-régulier. Soit Tx le sous-
schéma en tores de Mj; centralisateur de X dans Gy. Introduisons alors £ le U-schéma défini
ainsi : pour U-schéma (2, ’ensemble des sections de £ au-dessus de Q est I’ensemble des sections
de & au-dessus de ) telles que 'isomorphisme Adp(En) — g X 2 qui s’en déduit envoie Oq
sur Xq. Comme localement pour la topologie étale les sous-schémas en tores de G xp U sont
conjugués au tore constant 7' X, U et qu’on a 1’égalité

M
xa(8) = x¢ (am) = xa(X)
sur U, on voit que &’ possede des sections localement pour la topologie étale. Il est clair alors que
E" est un T'x-torseur sur U qui devient, une fois poussé par le morphisme Tx — Gy, isomorphe
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a &y. En particulier, pour tout sous-groupe parabolique P € F(M) soit Ep le P-torseur sur U
qu’on déduit de & en poussant par le morphisme Tx — Pp. On vérifie alors que (Ep, Oy, ty) est
une réduction a P (en un sens évident) du triplet déduit de (&, 0, t) par changement de base
aU.

4.10 Existence et unicité des réductions

Voici le principal résultat sur ’existence et I'unicité de réductions a un sous-groupe parabolique
d’un triplet de Hitchin sur le spectre d’'un corps K extension de k.

PROPOSITION 4.10.1. Soit me M(K) et MeL tel que f(m)ex¥(Ayen(K)) (cf.
proposition 3.6.2). Soit P € F. On a lalternative suivante :

— soit P ne contient pas M : il n’y a alors aucune réduction de m a P ;

— soit P contient M : dans ce cas, il existe une et une seule réduction dem a P (a isomorphisme
pres).

Démonstration. Soit P € F. Montrons que la condition M C P est nécessaire a 1’existence
d’une réduction a P. Soit mp = (Ep, dp,t) une réduction de m a P. Le couple (xp(fp),1t)
définit un élément de Az, (K) dont l'image dans Ag(K) est égale a f(m). L’hypothese
f(m) e Xg(-AM,eH(K)) et la proposition 3.6.2 impliquent qu'on a M C Mp d’ou M C P.

On suppose désormais M C P. Montrons tout d’abord 'existence d’une réduction a P. La
construction du paragraphe §4.9 fournit une réduction de m a P mais seulement sur un ouvert
U de Ck. 1l s’agit alors de voir que cette réduction se prolonge autrement dit que le torseur
P-torseur Ep se prolonge a Ck. Par la bijection décrite au §4.3, il revient au méme de montrer
que la section U — £/P déduite de Ep se prolonge a tout Ck. Or une telle section se prolonge
par propreté du quotient £/P sur C d’ou l'existence.

Montrons enfin 1'unicité d’une réduction de m a P. Soit mp = (Ep, 0p,t) mp = (Ep, Op, t)
deux telles réductions. Soit op et o les sections de £/P déduites de Ep et £, par la construction
décrite au §4.3. Il s’agit de prouver que ces sections sont égales et il suffit, par propreté de £/P
sur Ck, de le prouver au point générique Spec(F') de C'x et méme au point Spec(Fs) ou Fy est
une cloture séparable du corps des fonctions F' de la courbe Ckg-.

Or section op donne une section Spec(Fs) — E/P et celle-ci est la P(Fs)-orbite de I'image
d’un point e € Ep(F;) par le morphisme Ep — €. Un tel point e € Ep(Fs) donne un isomorphisme
P-équivariant

Sp:Epp, — P Xy Fy

un isomorphisme de schémas en groupes

tp: Autp(ER,) — P Xy F
et un isomorphisme dérivé

duvp : Adp(ER,) — p Xy F.

Soit Y =dup(0F,) € p(F;). Par définition de la réduction, xp(Y) est égal a anr F, la restriction
de la section aps : C'— ¢pr & Spec(Fy). En utilisant la proposition 3.9.1 pour le groupe non pas
G mais M, on obtient I'existence de X € m(F') semi-simple tel que :

(1) xm(X) est égal a la restriction ap,r de apr au point générique ;
(2) il existe m € M(Fx) tel que Ad(m)X =1, ol t, € t'°8(O) releve t et vérifie x s (ta) = 1.
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Notons que comme ajp appartient & cat(A;J'reg, les ¢éléments X et t, sont automatiquement

G-réguliers. Comme on a ’égalité yp(Y) = xp(X) dans cati}reg(Fs), par le lemme 3.8.1 les
éléments X et Y sont conjugués sous P(Fy). Quitte a translater e par un élément de P(F})
on peut et on va supposer que Y = X. L’image de e dans £(Fs) donne un isomorphisme

G-équivariant

O:Ep, — G Xy Fs (4.10.1)
un isomorphisme de schémas en groupes
t:Autq(Ep,) — G Xy, F (4.10.2)
et un isomorphisme dérivé
dv:Adg(Er,) — g i Fs. (4.10.3)

Ce dernier est tel que X = di(0) est un élément de m(F') semi-simple G-régulier qui vérifie les
assertions (1) et (2) ci-dessus. Notons par un ' les mémes objets attachés & la réduction m/y.
Soit & € G(Fy) tel que €/ = e - z. L’automorphisme de g xj Fis donné par di’ o dt =" est alors égal
a Ad(z). Par conséquent, Ad(z)X = X’. On a donc les égalités

te = Ad(m) X' = Ad(m'z) X = Ad(m/zm~Y)t,

ce qui implique m’zm~! € T(F,, ®p Fs) puisque t, est G-régulier. Il s’ensuit qu’on a x € M (F}).
Donc les sections op et 0/ coincident au point générique. Ainsi il existe un isomorphisme de Ep
sur £p. Avec les notations précédentes, on a vu que X et X’ sont conjugués sous M (Fy). Donc
on peut choisir cet isomorphisme de sorte que 6p s’envoie sur 6 (au moins au point Spec(Fj)
donc partout). Cela termine la démonstration de I'unicité et de la proposition. O

5. Convexe associé a un triplet de Hitchin

5.1 Les espaces aps
Pour tout groupe M défini sur k soit X*(M) le groupe des caracteéres rationnels de M et
X«(M)=Homy(X* (M), Z).

Lorsque M est un tore, on note X, (M) s’identifie au groupe des cocaracteres de M par la dualité
naturelle entre les groupes de caracteres et de cocaracteres.

Soit M € L un sous-groupe de Levi semi-standard et soit Aps la composante neutre du centre
de M. Le morphisme de restriction

X*(M) = X*(Au)
est injectif et son conoyau est fini. Soit a3}, le R-espace vectoriel défini par
ay =X (M) ®zR=X"(Ay) @z R.
Son dual noté ap; s’identifie a
ays = Homy (X* (M), R).

On ne confondra pas ays avec l'algébre de Lie de Ays. Pour tout L € £L(M), les morphismes de
restriction

X*(L) = X*(M) — X*(Ar)
induisent des morphismes

a; —ay — ay,
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dont le composé est 'identité. De la sorte, a} s’identifie & un sous-espace de a},;. Soit

(ayy)" = Ker(aj, — af).

On a donc une décomposition

d’ott dualement une décomposition
_ L
ay =ar @ ayy

ou aﬁ/l est I'orthogonal de a7 dans aps. Tout £ € ayy s’écrit

=&+ &8 (5.1.1)

suivant cette décomposition.
On généralise les définitions précédentes a un sous-groupe parabolique P € F de la fagon
suivante. Soit Ap = Apr, et ap = aps,. Soit Q € F(P) et a?, = aﬁg : On note par un exposant *

le dual de ag. On a donc une décomposition

ap:ag@aQ

et tout £ € ap s’écrit

E=¢9 1+ ¢ (5.1.2)

suivant cette décomposition.

5.2 Racines et coracines

Soit B € F(T') un sous-groupe de Borel de G. Soit Ap 'ensemble des racines simples de T' dans
B. Soit AY, I'ensemble des coracines simples. Les parties Ap et A}; forment des bases respectives
des espaces (a%)* et a.

Soit P € F(B) et App C Ap le sous-ensemble formé de racines dans Np. Soit AEB CAY le
sous-ensemble correspondant de coracines. L’application de restriction X*(7') — X*(Ap) induit
une bijection de App sur un ensemble noté Ap. De méme, la projection ar — ap induit une
bijection de Aﬁ 5 sur une partie notée AY,. Comme tout sous-groupe de Borel inclus dans P qui

contient T appartient & 'orbite de B sous le groupe de Weyl WP (T'), les ensembles Ap et A},
ne dépendent pas du choix de B. En outre, Ap et A}, forment des bases respectives de a, et ap.
Soit Ap la base de a} duale de AY,.

LEMME 5.2.1. Soit Q € F(P). On a alors I'inclusion naturelle Ag C Ap.

Démonstration. Soit B C P un sous-groupe de Borel qui contient 7. On a 'inclusion Aé} B C
A} p et le complémentaire A}, p — A} p est inclus dans ag. Soit Aj) p l'image de Aj p par
la projection ar — ap. Le complémentaire A}, — Aé p est alors inclus dans ag. La projection
ap — ag induit une bijection de Ay p sur A,

Soit w € Ag Cap. Soit @ €AY tel que w(a¥)=1 et @ est nul sur A —{a"}. Soit
BY € A%. On a alors I'alternative suivante. Soit 5¥ ¢ Af) p et alors w(B) = 0. Soit 5 EAAZ)’P

et alors (") vaut 1 si 3¥ est I'unique élément de A p et 0 sinon. Cela prouve que @ € Ap. O
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5.3 Cones dans ap
Soit P € F. Soit Tap le cone obtus, ouvert dans ap, défini par

tap={H cap |w(H) >0 Vwe Ap}.
Soit Tap 'adhérence de Tap dans ar c’est-a-dire
+tap={H cap|w(H) >0 VYwe Ap}.

LEMME 5.3.1. Soit P C G un sous-groupe parabolique semi-standard. On a les assertions
suivantes :

(1) pour tout Q € F(P) on a tap C Tag + ag ;
(2) Ie cone Tap est Iintersection des coénes Tag + aiQD lorsque Q) parcourt les sous-groupes
paraboliques propres maximaux de GG qui contiennent P.
Ces assertions valent aussi pour les cones fermés.
Démonstration. Soit Q € F(P). Il est clair qu’on a
tag+al={H cap|w(H) >0 Vwe Ag}.

La premiere assertion résulte alors de l'inclusion AQ C Ap du lemme 5.2.1. Pour montrer la
seconde assertion, il suffit d’apres la premiere assertion de prouver que l'intersection des cones
Tag + ag lorsque @Q parcourt les éléments maximaux de F(P) est inclus dans Tap. Soit H dans

cet intersection. Il s’agit de voir que w(H) > 0 pour tout w € Ap. Mais c’est évident car pour
tout w € Ap il existe un unique sous-groupe parabolique () propre et maximal qui contient P
tel que Ag = {w}. O

5.4 Degré d’une réduction
Soit K une extension de k, m € M(K) un triplet de Hitchin, P € F un sous-groupe parabolique
semi-standard et mp = (€, 0,t) une réduction de m a P (cf. définition 4.8.1. Le degré de la
réduction mp est 'unique élément deg(mp) € ap qui satisfait pour tout caractére u € X*(P)
I’égalité suivante

pu(deg(mp)) = deg(u(€))
ou u(€) est le fibré en droites sur C'x obtenu lorsqu’on pousse le torseur £ par la représentation

w: P — GL(1)

et deg(u(€)) est son degré.
LEMME 5.4.1. Soit P € F et mp une réduction de m a P. Soit Q € F(P) et m¢g une réduction
de m a Q. Alors le degré deg(mg) est égal a la projection de deg(mp) sur ag suivant la
décomposition ap = ag @ ap.
Démonstration. Rappelons que la réduction mp est un certain triplet (Ep,6Op,t)
(cf. définition 4.8.1). Soit & défini par Ep x£ Q et O la section de Adp(Eg) obtenue lorsqu’on
compose fp avec le morphisme Adp(Ep) — Adp(Eg). On vérifie que le triplet (£g, Og, t) est une

réduction de m a @ donc il est isomorphe & mq (cf. proposition 4.10.1). Soit p € X*(Q). Il est
clair que p1(€g) est isomorphe & p(Ep). On a donc

p(deg(mp)) = deg(u(Ep)) = deg(u(Eq)) = p(deg(mq)).

Il s’ensuit que deg(mp) — deg(mg) appartient a ag d’ott le lemme. O
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5.5 Convexes associés a un triplet de Hitchin

On poursuit avec les notations du paragraphe précédent. Soit M 'unique sous-groupe de Levi
semi-standard tel que f(m) appartienne & Apzen(K) (cf. proposition 3.6.2). Pour tout P dans
I’ensemble F (M) des sous-groupes paraboliques de G contenant M soit mp 'unique réduction
de m a P (cf. proposition 4.10.1) et soit

+Cp,m = —deg(mp) — +CLP + a?
le cylindre ouvert de ar de base la chambre obtuse —deg(mp) — Tap et
*Cpy = —deg(mp) — Tap + af

son adhérence dans ar. Notons que, pour P =G, on a "Cqm = ar.
Soit Cp, le polyedre ouvert inclus dans ap défini par
Cm - ﬂ JrCP,m
PEF(M)
et soit
ém = ﬂ +CP,m
PEF(M)
son adhérence.
Si M =G alors F(G) = {G} et C;, =Cp = ar.

Remarques. Nous verrons une définition équivalente des polyedres précédents a la
proposition 5.8.1. Ces définitions sont directement suggérées par la définition d’Arthur
des poids qui interviennent dans la définition des intégrales orbitales pondérées (cf. [Art76,
8§82, 3]). Le lien avec les constructions d’Arthur sera plus évident lorsque nous disposerons
d’une description adélique des triplets de Hitchin (cf. §7.6). Lorsque M =T, on retrouve le
«polyedre complémentaire» que Behrend associe au schéma en groupes Autg(€) et au tore T
(cf. [Beh95, §6]).

PROPOSITION 5.5.1. Avec les notations ci-dessus, dans la définition de C,, ou C,,, on peut
remplacer F(M) par P(M). Si M C G on peut remplacer F(M) par les éléments maximaux de
F(M) —{G}.

Démonstration. C’est une conséquence évidente du lemme suivant. O

LEMME 5.5.2. Soit P € F(M) un sous-groupe parabolique semi-standard. On a les assertions
suivantes :

(1) pour tout Q € F(P) ona "Cpym C TCom ;

(2) le cone TCp,, est lintersection des comes tCq, lorsque @ parcourt les sous-groupes
paraboliques propres maximaux de G qui contiennent P.

Ces assertions valent aussi pour les cones fermés.
Démonstration. Soit @ € F(P). Le lemme 5.4.1 implique qu’on a 1’égalité
TCo.m = —deg(mp) — Tag + ag.

Le lemme est alors une conséquence immédiate du lemme 5.3.1. O
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5.6 Semi-continuité des convexes

Soit S un k-schéma affine et m € M(S). Pour tout s €S, soit ms € M(k(s)) le triplet de
Hitchin sur k(s), le corps résiduel de s, qui se déduit de m par changement de base. Soit
Cm, respectivement C,, I'application sur S qui & tout s € S associe le convexe ouvert Cp,.,
respectivement le convexe fermé C,,,. Comme nous I'a fait remarquer 1'un des rapporteurs, la
proposition suivante et sa preuve sont similaires a la proposition 7.1.3 de la these de Behrend
(cf. [Beh]).

PROPOSITION 5.6.1. Supposons S noethérien. L’application C,, de M(k(s)) dans ’ensemble
des parties de ap ordonné par 'inclusion est semi-continue inférieurement c’est-a-dire pour toute
partie = de ar I'ensemble

{seS|=2cCCn}

est ouvert. Il en est de méme pour I'application C,,.

Démonstration. Soit m=(€,0,t) € M(S). On ne traite que lapplication C,, car la méme
démonstration s’applique & C,,.

Montrons tout d’abord que C,, est constructible et ne prend qu'un nombre fini de valeurs
sur S . Pour cela, quitte a remplacer S par une composante irréductible, on suppose que S
est irréductible. Soit 1 le point générique de S et C, =C x; k(n). Soit m, = (&, by, t,) le
triplet de Hitchin sur C,, déduit de m par le changement de base Spec(k(n)) — S. Soit M € L
tel que f(my) € xM (Arren(k(n))) (cf. proposition 3.6.2). Soit P € F(M) et mp, = (Epy, O, tn)
«la» réduction de m, a P (cf. proposition 4.10.1). On a associé au §4.3 a la P-réduction £p,,
une section Cj, — &,/P. Celle-ci se prolonge se prolonge a tout Cg privé d'un certain fermé.
L’image de ce fermé par le morphisme propre Cg — S est un fermé qui ne contient pas le point
générique 7. Soit U le complémentaire de ce fermé de S. Par construction, la section C,, — &,/P
se prolonge en une section Cyy — &,/P. En utilisant la bijection du §4.3, on déduit de cette
section un P-torseur £py qui est un prolongement de £p,, et qui est une réduction de &y a P.
On en déduit que le triplet (Epy, O, t|U) est une réduction de m a P sur U. Il s’ensuit que
I'application qui a u € U associe le degré de mp,, est constante. Quitte a réduire U, ’application
précédente est constante pour tout P € F(M). Quitte a réduire encore U, on peut supposer que
f(my) € XM (Apren(k(u))) pour tout u € U. Mais alors application Cy, est constante sur U. Par
récurrence noethérienne, elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs et il existe une partition de
S en des ensembles constructibles sur lesquels C est constante.

Montrons ensuite que pour tout = C ar I'ensemble
{s€S|ECCn

est ouvert. D’apres ce qui précede, il est constructible. Il suffit donc de montrer qu’il est stable par
générisation. Pour cette question, on peut supposer que S est le spectre d'un anneau de valuation
discrete. Soit s le point spécial et 1 le point générique de S. Il suffit de montrer I'inclusion

Cim, C Cony - (5.6.1)

Soit (a,t) = f(m) € Ag(S). Soit M €L tel que (ay,t,) appartienne & XX (Apren(k(n)))
(cf. proposition 3.6.2). Comme le morphisme X2 est une immersion fermée (cf. proposition 3.5.1),
il existe un couple (aps, t) € Ap(S) d’'image (a, t) dans Ag(S). Si M = G linclusion (5.6.1) est
triviale puisqu’alors C,,, = ar. Supposons donc M C G. En utilisant la proposition 5.5.1, on voit
qu’il suffit montrer que pour tout P € F(M) maximal, on a

+ +
CP,mS - CP,mn
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ce qui revient & montrer que
@(deg(mp;s) — deg(mpy,)) 2 0
ol w est I'unique élément de Ap. Soit
p: G-V

la représentation irréductible de dimension finie de plus haut poids w. Soit V, C V la droite
engendrée par un vecteur de plus haut poids w. En particulier, cette droite est stable sous
I’action de P.

reg

Soit U l'ouvert de Cs défini comme I'image réciproque par aps de I'ouvert G-régulier car, .
On a construit au §4.9 un triplet (Epy, Oy, ty) formé d’une réduction & P du triplet déduit de
m par changement de base & U. On déduit de Epy une section U — £/P qui, par projectivité
de £/P, se prolonge & un ouvert Uy D U qui contient tous les points de codimension <1 de Cyg.
Notons que U; contient Cj, ainsi que le point générique de C,. On obtient alors un P-torseur
Epy, qui prolonge Epy (cf. §4.3). On vérifie que le triplet (Epy,, vy, ty,) est une réduction de
m a P sur Uj.

Le fibré en droite Ep xkp’p V& est un sous-faisceau localement facteur direct de la restriction

a Uy du fibré vectoriel p(€) =& xf’p V. 1l se prolonge de maniere unique en un fibré en droites
Vo qui est un sous-faisceau de p(&). Toutefois, il se peut que hors de U ce fibré ne soit pas
localement facteur direct. Comme U; contient C), on a I'égalité

deg (Vi) = w(deg(mp,)). (5.6.2)
Sur Pouvert Uy N C de Cs, on obtient par restriction du triplet (Ep,, 0, , tr, ) une réduction
de ms a P. Toujours par les mémes arguments, cette réduction se prolonge a Cs. On obtient
donc un triplet (Epg, b, ts). Le fibré en droites
Vo =Eps %1 Vi
est un sous-fibré localement facteur direct de p(&;) et comme ci-dessus on a
deg(Vfﬂ’s) = w(deg(mpys)). (5.6.3)

coincide avec Vg s sur I'ouvert U; N C;. 11 s’ensuit que Vz’ns est le saturé de

Mais ce fibré V’

w,s

Vew,s dans p(&). On a donc
deg(V{ﬂ’s) > deg(Ve,s)
avec égalité si et seulement si V, ;= Vg 5. Avec (5.6.2) et (5.6.3) cela donne
w(deg(mp,s)) = deg(V; ) > deg(V,s) = w(deg(mpy)) = w(deg(mpy))

comme voulu. O

5.7 Réductions a des sous-groupes paraboliques adjacents

Soit K une extension de k. Avant d’énoncer le principal résultat de ce paragraphe, nous allons
I'illustrer dans le cas de GL(2) muni de son sous-tore maximal standard 7. Soit m = (&, 6, t)
un triplet de Hitchin dans Mgp,2)(K). La donnée de (€, 0) est équivalente & celle dun fibré
vectoriel V de rang 2 sur Ck, d'un endomorphisme tordu

0:V — V(D)

encore noté #. On suppose que f(m) n’est pas elliptique. Il s’ensuit qu’au point générique n de
Ck, 'endomorphisme 6 est diagonal dans une base notée (e1, e2) de l'espace vectoriel V,,. Soit
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V; C V le sous-fibré en droites déterminé par e;. Le point t € t(K) ~ K? s’écrit comme un couple
t = (t1,t2). Il y a une indétermination sur la numérotation des fibrés V; qui est levée lorsqu’on
exige qu’au point co I’endomorphisme ¢ ait comme valeur propre ¢; sur l'espace V; .

Soit B C GL(2) le sous-groupe de Borel standard et B son opposé. Il résulte de la
proposition 4.10.1 qu’il existe des réductions mp et mg de m a B et B. On identifie ar a
R? de maniere évidente. On vérifie les formules suivantes

deg(mp) = (deg(V1), deg(V/V1))
et

deg(mp) = (deg(V/V2), deg(V2))-
Il s’ensuit qu’on a

deg(m ) — deg(ms) = long(V/(Vy +V2))(1, 1) (5.7.1)
ol la longueur notée long du module de torsion V/(V; + Vs) est donnée par
deg(V) — deg(V1) — deg(V2)
vu que le morphisme entre fibrés de rang 1
Vi —V/ Vo

est injectif.

Au point générique de C'k, on a une somme directe
Vi =Viy ® Vo

Soit p; la projection sur V;,. Celle-ci commute & 6 qui agit sur le facteur V;, par la section
globale A\; de O(D). Soit p1(V) le fibré inversible image de V par p;. La projection p; induit un
isomorphisme de V/Vs sur p; (V). La restriction de p; a V; est injective et induit un isomorphisme
de Vi sur un sous-faisceau de pi(V). De méme, on introduit le fibré pa(V) et on obtient des
isomorphismes

V)V =V/(V1 4+ V2) =p2(V)/ V2
compatibles aux endomorphismes tordus induit par . Or 6 agit par les scalaires A; sur p;(V) et

A2 sur po(V). Il s’ensuit que le scalaire Ay — A2, qui est nul puisque @ est régulier, agit par 0 sur
pl(V)/Vl d’ou

(A = A2)p1(V) CVi(D)
dont on déduit 'inégalité
long(p1(V)/V1) < 2 deg(D)
soit encore

long(V/(V1 + V1)) < 2 deg(D). (5.7.2)

Ce sont les lignes (5.7.1) et (5.7.2) que nous allons généraliser a un groupe quelconque. Pour
tout sous-groupe de Levi M € L, deux sous-groupes paraboliques P et @) dans P(M) sont dits
adjacents si I'intersection

v v
ApN(=Ag)
est réduite & un élément.

LEMME 5.7.1. Soit m € M(K) et M € L tel que f(m) € Apren(K).
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Soit P et Q deux sous-groupes paraboliques adjacents dans P(M). Soit " I'unique coracine
qui vérifie
AbN (—Aé) ={a"}.
Soit mp et mq les réductions respectives de m a P et @) (cf. proposition 4.10.1).
Il existe un unique rationnel x, tel que
—deg(mp) + deg(mq) = zoa”. (5.7.3)
En outre, x,, satisfait I'inégalité
0 < 2o <2u(aY) Hdim(np/(np Nng)))? dim(q/(np Nng)) deg(D) (5.7.4)
ott le caractere p € X*(M) est donné par det(Ad (") p/(n pring))-
En particulier, z, est borné sur M(K).
Remarques. L’inégalité de gauche dans (5.7.4) est réminiscente du lemme 3.6 de [Art76]. Dans le

contexte de la réduction de schémas en groupes réductifs a un sous-groupe de Borel, elle apparait
dans [Beh95, proposition 6.6].

Démonstration. Soit m = (&£, 0,t) le point considéré de M(K). Soit mp = (Ep,0,t) et mg =
(€q, 0,1) ses réductions a P et Q. L’énoncé est trivial si M = G. On suppose donc M C G dans
la suite.

Soit R € F(M) défini par A}, = Ap — {a"}. On a donc A}, U{~a"} = Ap. Ainsi R contient
P et Q. Pour tout caractere p € X*(R), on a donc
deg(pu(mr)) = deg(p(mp)) = deg(u(mq))-

Par conséquent, —deg(mp) + deg(mg) appartient a I’espace aﬁ qui n’est autre que la droite
engendrée par a¥. On obtient ainsi I'existence de z,, qui vérifie (5.7.3).

Il reste & vérifier I'inégalité (5.7.4). On commence par le cas ou I'on a R = G c’est-a-dire M
est maximal dans G. Dans ce cas, PN Q = M. Pour alléger les notations, posons

V=Ad(€),
Vi=Epx M0,
ou n est 'algebre de Lie du radical unipotent de P, et
Vs = Ad(gQ) =& X,?’Ad q.

Alors Vp et Vs sont deux sous-fibrés vectoriels du fibré vectoriel V tels que Vi NV, = 0. Au point
générique de Ck, on a une somme directe

Vn == Vl,n @ V2,’I7'

Soit p; la projection sur V; ,, et p;(V) le fibré vectoriel image de V par p;. La section 6 de V(D) se
factorise par V(D). L’action adjointe ad(#) de 6 induit des endomorphismes tordus Vi — V(D)
et Vo — Vo(D). Les fibrés vectoriels V) et V/V, sont de méme rang égal a la dimension de n. Le
morphisme évident

Vi —=V/Vy
est injectif. Il s’ensuit qu’'on a
deg(V1) < deg(V/Vs)
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avec égalité si et seulement si le morphisme est bijectif. Soit i le caractere de X*(P) = X*(M)
donné par det(Ady, ). On a donc p(a) > 0. Notons que p est encore égal au caractere de M donné
par det(Ad|g /4 ). Il s’ensuit qu’on a

p(deg(mp)) = deg(V1) < deg(V/V2) = u(deg(mg))
et
p(a’)zq = deg(V/Vs) — deg(V1) = long(T)
ou 7 est le faisceau de torsion défini par
T=V/(V1+ Wa).

On a donc la positivité dans I'inégalité (5.7.4). Il nous reste & majorer la longueur de 7. Pour
cela, on utilise les isomorphismes

(V) Vi =T =pa(V)/ V2 (5.7.5)

qui sont compatibles aux endomorphismes tordus induit par ad(f). Soit x; le polynome
caractéristique de la restriction de ad(f) a V;, et soit A le résultant de ces deux polynomes.
En fait, A est méme une section non nulle de O(ND) ou

N = dim(n)dim(q).

Par le théoreme de Cayler-Hamilton, xi(ad(f)) induit un endomorphisme tordu trivial sur
p1(V)/V1 donc aussi sur pa(V)/Va (par lisomorphisme (5.7.5)) et de méme pour xa(ad(h)).
Donc I'endomorphisme tordu p; (V) — p1(V)(ND) donné par la multiplication par A induit un
endomorphisme tordu trivial de p1(V)/V;. On a donc

Ap1(V) C Vi(ND)
et la majoration
long(7) < 2dim(n)N deg(D)
ce qui montre la majoration de droite de I'inégalité (5.7.4) dans le cas ou M est maximal.

Si M n’est pas maximal, on utilise les résultats précédents au groupe réductif Mg qui est
I'unique élément de £ qui est un facteur de Levi de R. L’algebre de Lie de R est p + q et celle
de Mp est isomorphe a p + q/(np Nng). O

5.8 Enveloppes convexes associées a un triplet de Hitchin

On continue avec les notations du paragraphe précédent. Soit m € M(K) et M € L tel que
f(m) € Apren(K). Pour tout P € P(M), soit mp une réduction de m a P.

CVm
I’enveloppe convexe fermée des points
—deg(mp)
pour P € P(M).
La positivité dans le lemme 5.7.1 va nous permettre de donner une autre description du

convexe C,, (pour des résultats analogues dans des contextes similaires, cf. [Art76, §§2, 3]
et [Beh95, §2]).

PROPOSITION 5.8.1. Pour tout m € M(K), on a I’égalité suivante

Con=CVpm +ad +ag.
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Démonstration. 11 s’agit de prouver I'égalité entre deux ensembles qui sont clairement des parties
convexes et fermées de ap, invariantes par translation par acﬂp/[ + ag. Soit Xp la projection de
—deg(mp) sur af;. Il suffit donc de prouver I’égalité suivantes entre parties de a$;

(| (Xp—Tapnaf) =cvx(Xp)
PeP(M)

ou cvx(Xp) est 'enveloppe convexe des Xp pour P € P(M).
Prouvons l'inclusion C. Soit H un point de a% qui n’appartienne pas a cvx(Xp). Alors, il
existe A € (a§))* tel que
AH)> sup MXp).
PEP(M)
Soit P € P(M) tel que A appartienne au cone positivement engendré par Ap. L’inégalité
AH) > AM(Xp) entraine qu’il existe w € Ap tel que

w(H)>w(Xp).

Par conséquent, H n’appartient pas a Xp — +a1€.

Réciproquement, prouvons linclusion D. Il s’agit de voir que pour tous sous-groupes
paraboliques P et ) dans P(M) le vecteur Xp — X appartient au cone tap N a]\G4. Si PetQ
sont adjacents, cela résulte du lemme 5.7.1. Plus généralement, en prenant une suite de longueur

minimale P, € P(M) pour i =0,...,n telle que P41 et P; sont adjacents, Py =P et P, =Q,
on voit que I'on peut écrire Xp — Xg comme une combinaison linéaire a coefficients positifs de
racines de Ay dans Np ce qui donne le résultat voulu. O

6. La &-stabilité

6.1 Champs de Hitchin &-stable
Soit £ € ar.

DEFINITION 6.1.1. Soit S un k-schéma affine et m € M(S). On dit que m est E-stable,
respectivement £-semi-stable, si pour tout s € S on a

gecmsa

respectivement

£€Cnm,.

Remarques. Comme C,,, est invariant par translation par ag, la £-(semi-)stabilité ne dépend
que de la projection sur ag de €.

Dans le cas G = GL(n), cette définition de {-stabilité est réminiscente d’une définition de
stabilité avec poids due & Esteves [Est01] dans le cadre des jacobiennes compactifiées. Lorsque
& =0, on retrouve la notion usuelle de stabilité pour les fibrés de Hitchin. On notera également
que cette définition est trés proche de celle utilisée pour les fibrés (ordinaire ou de Hitchin)
avec structure parabolique étudiée par Boden et Yokogawa dans [BY96] et Heinloth et Schmitt
dans [HS]. Elle s’inspire également des troncatures et du poids qu’Arthur introduit dans le
contexte de la formule des traces. Notre présentation (en particulier l'utilisation du convexe
Cm) s'inspire aussi du travail de Behrend sur la stabilité des schémas en groupes réductifs
dans [Beh95].
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DEFINITION 6.1.2. Soit M¢, respectivement ME, le sous-champ de M tel que pour tout
k-schéma affine S la catégorie MS(S), respectivement ME(.S), soit la sous-catégorie pleine de
M(S) dont les objets sont les points &-stables, respectivement £-semi-stables.

DEFINITION 6.1.3. On dit que £ € ar est en position générale si pour tout P € F tel que P C G
la projection de & sur ap suivant ap = a; @ ap n’appartient pas au réseau X, (P).

Remarque. 11 résulte de la définition 6.1.2 qu’on a M C ME. Si € est en position générale,
quels que soient l'extension K de k et le triplet de Hitchin m € M(K), le point £ ne peut pas
appartenir au bord de C,,,. Il s’ensuit que pour tout £ en position générale, on a

ME = ME.
PROPOSITION 6.1.4. Les champs M¢ et ME sont des sous-champs ouverts de M.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que pour tout k-schéma affine S et tout m € M(S) I'ensemble
des s € S tel que m appartienne a M¢, respectivement M¢, est ouvert. Comme M est localement
de type fini, on peut se limiter a des S noethériens auquel cas le résultat est donné par la semi-
continuité de la fonction C,,, respectivement C,, (cf. proposition 5.6.1). O

PROPOSITION 6.1.5. Si G est semi-simple, les champs M et M¢ sont des champs de type fini
sur k.

Démonstration. Soit B C G un sous-groupe de Borel contenant T. Soit 7o le champ des
G-torseurs sur C' et pour tout cocaractere 6 € X, (T) soit 7, g le champ des B-torseurs de degré ¢
sur C'. On sait bien que ce dernier est un champ de type fini sur k. On a un morphisme 7; g —Ta
qui & un B-torseur £ associe le G-torseur £ x& B. Par ailleurs, le morphisme M — T¢ qui, &
un triplet (&, 6,1t) associe le G-torseur £ est de type fini. Il suffit donc de prouver que I'image

de M¢ ou M¢ par ce morphisme est de type fini. Or cette image est recouverte, d’apres le lemme
suivant, par les images de Tg pour § parcourant un ensemble fini. Elle est donc bien de type
fini. O

LEMME 6.1.6. Soit B C G un sous-groupe de Borel contenant T'. Il existe un ensemble fini
X C X, (T) tel que pour tout triplet (€,0,t) € M&(k) il existe une réduction Eg de € a B telle
que

deg(&p) € X.
Démonstration. D’apres Harder ([Har69, Satz 2.1.1] et [Har74, p. 253]), il existe une constante

¢ >0 telle que tout G-torseur £ sur C' admette une réduction £g a B dont le degré deg(Ep)
appartient au cone aigu

c={Hecar|a(H)>-cVacAp}

ou Ap est I'ensemble des racines simples de T dans B. Soit IV un entier qui majore, pour toute
racine de T' dans B, la somme de ses coefficients dans la base Ap. Soit d un entier qui vérifie

d > deg(D) +2Nec. (6.1.1)

Soit P un sous-groupe parabolique de GG qui contient B et Ap C Ap le sous-ensemble des
racines simples dans Np. Soit c¢p le cone dans ap défini par

cp={Hcar|a(H)>2dVaecAp et a(H)<dVaec Ap — Ap}.

Lorsque P parcourt ’ensemble des sous-groupes paraboliques standard, les cones c¢p recouvrent
ap. 11 suffit donc de prouver le résultat suivant : il existe un ensemble fini Xp C X, (T) tel que
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pour tout triplet (&, 6,t) € M&(k) et toute réduction £ de € & B dont le degré vérifie
deg(€p) €cNep
on a deg(Ep) € Xp.

LEMME 6.1.7. Soit (€, 0,t) € M&(k) et Ep une réduction de £ & B dont le degré vérifie
deg(€p) €cNep.
Alors 6 se factorise par Eg xBAdp < Adp(E).

Démonstration. L’action adjointe de 6 induit un morphisme de schémas en algebres de Lie
ExGA g — Adp(€) =€ xTM g

Il suffit de prouver que ce morphisme envoie £g xZ b dans £ xB p,. Considérons alors une
filtration de g

(0)=bpCbyC---Cb,=bCp=p,Cp,_1C---CpPyp=9

par des sous-espaces B-stables de sorte que les quotients b;11/b; et p;/p,, soient de dimension 1.

Montrons que pour tout 0 <i<r et 1< j<s laction adjointe de 0 envoie &g x B,Ad b;
dans Ep xBAd pjp- Le cas i=r et j=s donne le résultat cherché. On raisonne pour cela
par récurrence. Le cas i =0, trivial, amorce la récurrence. Pour un couple (i, j), I'hypothese
de récurrence est que le résultat vaut pour tout couple (7', ;") avec soit i’ <i et j' < s soit
i’ =i et j/ < j. Supposons tout d’abord j < s. Prouvons ’assertion pour le couple (i, j + 1). Par
hypothese de récurrence, on sait que 6 envoie £p xB:Adp. | dans £ xBAd pp et Ep x B:Ad g,

dans g xBAdp ;,p- En particulier, § induit un morphisme de fibrés en droites

(S‘B XB,Ad bi/bifl — gB XB,Ad pj7D/pj+1,D‘ (612)

Si ce morphisme n’est pas nul, le degré du but doit étre supérieur au degré de la source. 1l existe
des caracteres disons « € QS% U{0} et g€ <I>¥P de sorte que T agisse sur les quotients b;/b;_1 et
P;j/P;+1 respectivement par a et —f. Il s’ensuit que le degré du but est —3(deg(Ep)) + deg(D)
et celui de la source est a(deg(€p)). On doit donc avoir 'inégalité

(o + B)(deg(€Ep)) < deg(D).

Or 3 est une racine de T' dans Np donc elle a une composante non nulle au moins sur un élément
de Ap. Comme deg(€p) € cNcp, on a la minoration

B(deg(Ep)) = d — Ne.

En minorant trivialement a(deg(€p)) par —Ne, on voit qu’on contredit I'inégalité (6.1.1) ci-
dessus. En conclusion, le morphisme (6.1.2) est nul d’ou l'assertion pour le couple (7,7 + 1).
Lorsque j = s, on doit prouver que ’assertion vaut pour le couple (i + 1, s) ce qui se démontre
de maniere analogue. O

Soit le P-torseur £p = Ep xP P. D’aprés le lemme précédent, @ se factorise par Adp(Ep).
A priori, on sait que x¢(t) est égal a la valeur de y () au point co mais il n’y a pas de raison pour
que x p(t) soit égal a la valeur de xp(#) au point co. Cependant, il existe un élément w du groupe
de Weyl W tel que xp(w - t) soit égal a la valeur de xp(6) au point oo. Il s’ensuit que le triplet
(Ep, 0, w - t) est une réduction de (€, 0, w-t) a P. Il est clair sur les définitions que (&,0, w -t)

appartient & M€, Quitte & changer € en w - £, on suppose dans la suite qu’on a w = 1.
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Si P =@, le convexe ¢ M ¢ est compact et deg(Ep) appartient a 'ensemble fini X, (7)) NeN
¢g. Si P # @G, on a par {-semi-stabilité de (€, 6, t) la condition

¢ € —deg(Ep) — Tap + ak.
Ainsi deg(€p) appartient au convexe compact
cNep N (=€ —Tap +af)

donc de nouveau & un ensemble fini. O

6.2 Le théoréme principal
Introduisons la définition suivante.

DEFINITION 6.2.1. Soit f€, respectivement F, la restriction du morphisme f de Hitchin & M€,
respectivement M¢.

Nous pouvons énoncer alors notre principal résultat.

THEOREME 6.2.2. Soit £ € ar en position générale au sens de la définition 6.1.3. On suppose
que G est semi-simple. Le champ M¢ est un champ de Deligne-Mumford, lisse et de type fini
sur k. De plus, le morphisme de Hitchin f¢ est propre.

Démonstration. D’apres la proposition 6.1.4, M¢ est un sous-champ ouvert de M. Or ce dernier
est lisse sur k (Biswas et Ramanan 'ont démontré par un calcul de déformation dans [BR94] qui
a été repris par Ngo cf. [Ngo06], proposition 5.3, et [Ngo08]) d’oi1 la lissité de MS. On a vu dans
la proposition 6.1.5 que le champ M¢ est de type fini. On montrera ultérieurement que M¢ est
un champ de Deligne-Mumford (cf. la démonstration du théoréeme 10.1.1). La propreté de f¢
est satisfaite par le critere valuatif qui combine les résultats des théoremes 8.1.1 et 9.1.1 qui
seront énoncés dans la suite. O

6.3 Les &-points de Harder—Narasimhan

On munit I’espace ar d’un produit scalaire (-, -) invariant par le groupe de Weyl WY (T) qui
fait de ar un espace euclidien. Alors ar est canoniquement isomorphe a son dual a}. Dans cet
isomorphisme, une racine et sa coracine sont égales a un coefficient strictement positif pres. Soit
| - || la norme euclidienne sur ar associée a ce produit scalaire. Notons que les espaces ays et a!
sont alors orthogonaux (pour M € L).

Soit K une extension de k et £ € ar.
DEFINITION 6.3.1. Soit m € M(K). Le &-point de Harder-Narasimhan de m est 1'unique point
Oom € Cp, qui vérifie
lom — ¢l = min [|X —¢f.
Xelm

Remarque. Comme C,, est un convexe fermé non vide (ce qui résulte de la proposition 5.8.1), il
existe un et un seul £-point de Harder—Narasimhan. Pour tout sous-groupe parabolique P € F,
soit aJ]S le cone aigu, ouvert dans ap, défini par

af={H €ap|a(H)>0VaecAp}. (6.3.1)
On obtient ainsi une partition de ap
ar= | J af. (6.3.2)
PeF
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La proposition suivante et sa démonstration sont essentiellement une reformulation
de [Beh95], proposition 3.13.

PROPOSITION 6.3.2. Soit m € M(K) et M € L tel que f(m) € Apyen. Pour tout P € F(M) soit
mp une réduction de m a P. Soit p € C,,. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(1) le point g est le £&-point de Harder—Narasimhan de m ;
(2) il existe un sous-groupe parabolique Q) € F(M) tel qu’on ait :
(a) f—geaaﬂag;
(b) la projection de g sur a]\G4 appartient a la projection sur a% de I’enveloppe convexe des
points
—deg(mp)
pour tout P € P(M) inclus dans @Q ;
(3) il existe un sous-groupe parabolique Q) € F(M) tel qu’on ait :
(a) f—geagﬂag;
(b) o appartient au sous-espace affine

—deg(mg) + a? + ag.

Démonstration. Montrons que la premiere assertion implique la deuxieme. Supposons que g soit
le &-point de Harder—Narasimhan de m. Soit @) I'unique élément de F tel que £ — o € ag, cf. la

partition (6.3.2). Comme C,, est stable par translation par a}! + ag, on a
£—oeaf;. (6.3.3)

Par conséquent @ doit contenir M. On a donc vérifié (2)(a). Vérifions (2)(b). Soit Py € P(M)
tel que Py C Q. D’apres la proposition 5.8.1, le point —deg(mp,) appartient a zl"' Par convexité
de Cpp, pour tout 0 < A < 1, le point (1 — X))o — A deg(mp,) appartient aussi a Cp, et le réel

I(1 = X)o — Adeg(mp,) —£|°

atteint son minimum en A = 0. En dérivant en A =0, on tombe sur la condition

(0 + deg(mp,), & — 0) > 0. (6.3.4)
Comme £ —p € ag N ag, on peut écrire
§—0=> Yow (6.3.5)
LT/'GAQ

avec Y > 0. La condition (6.3.4) ci-dessus implique

Z Yo w(0 + deg(mp,)) = 0. (6.3.6)
‘WGAQ

Pour tout w € AQ, on a

@ (o + deg(mp,)) = @ (0 + deg(mq))
et cette quantité est négative puisque o € C,,. L'inégalité (6.3.6) n’est donc possible que si pour
tout w € Ag on a

w(o + deg(mp,)) =0. (6.3.7)
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Pour tout P € P(M), soit Ap € R qui satisfait les conditions suivantes :
- 0<Ap <l
— 2pep(uy AP =15
— le projeté de p sur a]\% est égal au projeté sur af/[ du point

Z —Ap deg(mp).
PeP(M)
De tels réels Ap existent par la proposition 5.8.1. Il s’agit de voir qu’on peut choisir Ap de sorte
que Ap=0si P ¢ Q. Par (6.3.7), on obtient

w(deg(mp,)) = > Apw(deg(mp)) (6.3.8)
PeP(M)

pour tout w € AQ. Le lemme 5.7.1 implique que pour P € P(M) la différence deg(mp) —
deg(mg) est une combinaison linéaire & coefficients positifs d’éléments de AY,. Par ailleurs, @ ne
prend que des valeurs positives sur A}, et elle est nulle sur AY, — Aé. Soit P € P(M) adjacent
a Py. De choses 'une soit deg(mp) = deg(mp,) et dans ce cas on peut bien supposer que Ap =0,
soit
deg(mp) — deg(mp,) = roa”

avec ) > 0et {a'} = A}, N (—A%) (par le lemme 5.7.1). L’égalité (6.3.8) n’est donc possible que
si pour tout w € AQ onaa’¢ Aé. Mais dans ce cas on a P C (). En raisonnant par récurrence
sur le cardinal de A}, N (—A}), on voit que pour tout P € P(M), on a soit P C @ soit on peut
supposer que Ap = 0. Cela prouve ainsi la deuxieme assertion.

La deuxiéme assertion implique la troisiéme puisque pour P C @ la projection de deg(mp)
sur ag est égal a deg(mg).

Finalement montrons que la troisieme assertion implique la premiere. Soit @ € F(M) tel que
les conditions (3)(a) et (3)(b) soient satisfaites. Montrons que 'assertion (1) est alors vérifiée.
Soit X € Cp. Il sagit de voir que || X — &[] > [|o — £]. On a

X —¢&PP=llo—¢&P+2(6—0,0— X)+ | X — ol

lo—&l* +2(6— 0,0 — X)

lo—¢IP+ > 2z wlo— X) (6.3.9)
WGAQ

ARV}

ol les y, définis en (6.3.5), sont positifs. Par hypothese, on a ¢ € —deg(mq) + ag + ag. Comme
X appartient a C,,,, on a, en particulier,
X € —deg(mg) — tag + ag + ag.
Combiné a 3(b), cela donne
Q—X€%+ag+ag
Donc pour tout @ € Ag, on a w(o — X) >0 et (6.3.9) donne || X — &[> ||o — £|| comme voulu. O

La proposition précédente implique immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.3.3. Placons-nous sous les hypothéses de la proposition 6.3.2. Soit o € C,, le
&-point de Harder—Narasimhan de m. Il existe un unique Q € F(M) tel que p réalise la distance
de ¢ au sous-espace affine —deg(mq) + a? + ag.
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7. Description adélique des fibres de Hitchin

7.1 L’ensemble V

Soit V' un ensemble fini de points fermés de C' qui contient le point oo et le support du diviseur D.
Le diviseur effectif D s’écrit alors comme la somme formelle

D= Z dyv
veV

oll, pour tout v € V, 'entier d,, est positif, nul hors du support de D donc nul en co. Soit C'V
I'ouvert de C' complémentaire de V. Soit k[C'V] I’algebre des fonctions régulieres sur CV.

7.2 Notations

Pour toute k-algebre A, soit Cy = C xj Spec(A) et CY =CV xj Spec(A4). Soit A[CY]=
k[CV] ®) A. Pour tout v € V, le complété de I'algébre quasi-cohérente O¢, le long du diviseur
v X, A s'identifie & 'anneau A[[z,]] via le choix d’une uniformisante z,. Soit A((z,)) 'anneau
des séries formelles de Laurent en la variable z, a coefficients dans A : c’est le localisé de A[[z,]]
que l'on obtient en inversant z,. On a le diagramme commutatif suivant ou les morphismes sont
les morphismes évidents.

Spec(A((2,))) 22> Spec(A[[z,]])
Al lA (7.2.1)

CX jA CA

Pour tout k-schéma S, on note S((z,)), respectivement S[[z,]] le foncteur qui, a toute
k-algebre A, associe ’ensemble des points S(A((zy))), respectivement S(A[[zy]]).

7.3 Descente formelle a la Beauville-Laszlo et uniformisation
Avec les notations des paragraphes précédents, on peut énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 7.3.1. Soit un triplet (X, (gy)vev, t) qui vérifie les conditions suivantes :

(1) X est un élément de g(A[CY]) ;
(2) pour tout v € V, I’élément g, appartient a G((z,))(A) et vérifie

Ad(gy )X € 25 " al[z]](A);

en particulier x(X) € car[[z0]](4) ;

(3) t est un élément de t"°8(A) dont la caractéristique x(t) est égale a la réduction modulo z,
de x(X).

Il existe un triplet m = (&, 0,t) € M(Spec(A)) ainsi que des isomorphismes G-équivariants
QA € — G X Al[20]]
et
Ba:ja€ — G xi A[CY]
tels que :

— lautomorphisme G-équivariant de G Xy A((z,)) défini par (i:j{w)(ﬁA) o (jj‘,v)(a;‘i}) est
donné par la translation a gauche par g, € G((zy))(A) ;
— B4 induit un isomorphisme entre Ad(j%E€) et g x A[CV] qui envoie j%0 sur X.
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En outre, le triplet (m, (aa)vev, B4) est uniquement déterminé a un unique isomorphisme pres.
Tout tel triplet s’obtient a partir d’un unique triplet (X, (gy)vev,t) comme ci-dessus.

Démonstration. Cela se démontre a 'aide du résultat de descente formelle de Beauville-Laszlo
(cf. [BL95] ot le cas des fibrés vectoriels est traité).

Introduisons alors la catégorie Caty (A) dont les objets sont les triplets (X ,(g,G[[2v]](A) )vev, t)
qui vérifient les conditions (1) & (3) de la proposition 7.3.1 (la condition (2) sur g, est
clairement stable par translation par G|[z,]](A)) et 'ensemble des morphismes entre deux objets

(X, (90Gl[2]](A)vev, 1) et (X7, (9,Gl[2]](A)vev, 1) est :
— videsit #t ;
— T’ensemble des § € G(A[CY]) tels que Ad(g)X = X' et pour tout v € V
0gvGl[2]](A) = g,Gl[2]](A).

COROLLAIRE 7.3.2. La construction de la proposition 7.3.1 induit une équivalence de catégories
entre :
— la catégorie Caty (A) ;

— la sous-catégorie pleine de M(Spec(A)) formée des triplets (&, 0,t) € M(Spec(A)) pour
lesquels le G-torseur € est trivial sur C et sur Spec(A[[2,]]) pour tout v € V.

7.4 Réductions

Soit K une extension de k. Soit (a,t) € Ag(K). Soit t, € t°8][200]](K) le relevement de ¢
tel que a et x(t,) coincident sur Spec(K[[zx]]) (cf. proposition 3.9.1). Soit M € L tel que
(a,t) € XM (Apen(K)) (cf. proposition 3.6.2). Soit m = (€, 0,t) € M(K) tel que f(m)= (a,t).
Soit ak, et Bx des trivialisations de € respectivement sur Spec(K([[z,]]) et C}-. On suppose que
ces trivialisations vérifient les conditions de la proposition 7.3.1. Soit (X, (gy)vev, t) le triplet
qui s’en déduit par la proposition 7.3.1. On suppose de plus X est un élément de m(K[CV]) tel
que X et t, sont conjugués sous M ((ze0))(K).

PROPOSITION 7.4.1. Soit P € F(M). Pour tout v € V, soit p, € P((2y))(K) tel que
9o € PuG[[2]](K).

Alors il existe un triplet (Ep, Op,t) qui est une réduction de m a P et des trivialisations a%v et
BE de Ep respectivement sur Spec(K|[[2,]]) et C. telles que :

— lautomorphisme P-équivariant de G xj, K((z,)) défini par (z}’gv)(ﬁfg) o (j}‘(yv)(af}’v)*l est
donné par la translation a gauche par p, € P((z,))(K) ;

— B¥ induit un isomorphisme entre Ad(j3-Ep) et p x K[CV] qui envoie j3.0p sur X.
Démonstration. De la relation Ad(g; 1) X € z; % g[[2,]](K) et du fait que X € m(K[CV]), il vient
Ad(py )X € 2, " p[[z])(K).

En particulier, xp(X) € carps[[200]](K). Comme on a supposé que X et ¢, sont conjugués sous
M(Fy), on a xp(X)=xp(ts). Ainsi (X, (py)vev, t) est un triplet qui satisfait les conditions (1)
a (3) de la proposition 7.3.1 relatives & P. La proposition 7.3.1 appliquée au groupe P donne un
triplet (€p, Op, t). On vérifie que c’est bien une réduction a P de m. O
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7.5 Fonctions Hp
On continue avec les notations du paragraphe précédent.

DEFINITION 7.5.1. Soit P F(T) et veV et
Hp : G((22))(K) — ap
lapplication qui vérifie pour tout p € X*(P) et g € G((2y))(K),
p(Hp(g)) = —valy(p(p))

ou val, est la valuation usuelle sur K ((z,)) et p est un élément de P((z,))(K), uniquement défini
a translation & gauche prés par un élément de P[[z,]](K), qui vérifie

9 € pG(K|[z]]).

L’existence d’un tel élément p est donnée par la décomposition d’Iwasawa.
Plus généralement, pour une famille (g,),ey d’éléments de G((zy))(K) on pose

HP gv UGV Z HP gv
veV

Cette définition garde un sens lorsque V' est infini pourvu que g, appartienne a G[[z,]] pour tout
v en dehors d’un ensemble fini. En particulier, la fonction Hp est bien définie sur les points de
G a valeurs dans les adeles de F'.

Indiquons alors un corollaire & la proposition 7.4.1.

COROLLAIRE 7.5.2. Avec les hypotheéses et les notations du § 7.4 et de la proposition 7.4.1, on
a D’égalité suivante pour tout P € F(M) et toute réduction mp de m a P

deg(mp) = Hp((gv)vev)-

Démonstration. Soit P € F(M). La proposition 7.4.1 montre qu’il existe une réduction
(Ep,0p,t) de m a P tel que le P-torseur Ep est défini par des données de recollement
Py € P((2y))(K) ou pour tout v € V on a g, € p,G|[zy]]. Donc pour tout caractere p € X*(P), la
famille (p(py))vev est une donnée de recollement pour le fibré en droites p(Ep). On vérifie I'égalité

deg(u Z valy( = w(Hp((gv)vev)),

veV
d’ou le résultat. O

7.6 Description adélique des fibres de Hitchin

On poursuit avec les notations des paragraphes précédents hormis V' qui désigne maintenant

I’ensemble de tous les points fermés de C. Soit F' le corps des fonctions de la courbe C. Soit

¢ €ar et (a,t) € Ak).

DEFINITION 7.6.1. Soit X{, ;) I'ensemble des couples (X, (gv)vev) qui vérifient :

(1) X est un élément semi-simple G-régulier de g(F') dont la caractéristique x(X) est égale a
la restriction de a au point générique de C' ;

(2) pour tout v € V, I’élément g, appartient & G((z,))(k)/G[[2z0]] (k) et vérifie les trois conditions
suivantes :

(a) pour tout v € V' en dehors d’un ensemble fini g, est la classe triviale ;
(b) Ad(g, )X € 2, % g[[z]](k) ;
(c) la caractéristique x(t) est égale a la réduction modulo z, de x(X).
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Remarque. La condition (2)(b) implique que la restriction de x(X) & Spec(k((2~))) appartient
a car[[ze0]] (k). Donc (2)(c) fait sens.

Soit tq € t*°8[[200]](k) 'unique reléevement de t tel que x(#,) soit égal a la restriction
de a a Spec(k[[200]]) (cf. proposition 3.9.1). Soit M €L tel que (a,t)€ XX (Anen(k))
(cf. proposition 3.6.2).

DEFINITION 7.6.2. Soit X(ga’t) 'ensemble des couples (X, (gu)vev) dans X{, ;) qui vérifient :
(1)(bis) X est un élément semi-simple elliptique G-régulier de m(F") qui est conjugué par un
élément de M ((200))(k) & t4 ;

(2)(d) la projection de £ sur aAG4 appartient & la projection sur a% de I’enveloppe convexe des
points

*HP( gv vEV Z HP gv
veV

Pour tout § € G(F') et tout couple (X, (gy)vev) dans X, le couple (Ad(6)X, (dgv)vev)
appartient aussi & X{,4). On en déduit une action a gauche de G(F') sur X{,4). L’action de M (F)
qui s’en déduit préserve X(éa p- Les condition (1)(bis) et 2(d) ci-dessus sont préservées par l’action

de M(F) : c’est trivial pour la premiere condition et la seconde résulte de I’égalité

HP((mgv)ve\/) = HP((g’U)UEV)

pour tout m € M (F'). (Plus précisément, on a, pour tout u € X*(P) et tout m € M(F),
IU’(HP((mgU)UEV)) (HP gv UEV Z Val
veV
et la somme sur V est nulle par la formule du produit.)
Lorsqu’un groupe G abstrait agit a gauche sur un ensemble X', on note

G\ X (7.6.1)

le groupoide quotient dont I’ensemble des objets est X et, pour tous objets x et 2’ dans X,
I’ensemble des morphismes de x vers z’ est I’ensemble des g € G tels que g - v = 2/,

PROPOSITION 7.6.3. La construction de la proposition 7.3.1 induit une équivalence de catégories
——1
entre le groupoide quotient [M(F) \ X(Ea t)] et la fibre f& (a,t).

Démonstration. Soit m = (€,0,t) € ME(k) tel que f(m)=(a,t). Comme le corps k est
algébriquement clos, le G-torseur £ admet une trivialisation générique (cf. lemme 4.2.1). On
en fixe une et on en déduit une trivialisation générique de Adp (&), donc un élément X € g(F)
image de 0 par cette trivialisation. Soit Y un élément semi-simple, G-régulier et elliptique dans
m(F) tel que :

— xc(Y) est égal a ay, la restriction de a au point générique 7 de C ;

— Y est conjugué a t, par un élément de M ((zo0))(k).
Un tel Y existe (cf. corollaire 3.9.2). Il résulte du lemme 3.8.1 que X et Y sont conjugués sous
G(F). Quitte a changer la trivialisation de &, on peut et on va supposer qu'on a X =Y.

Un choix de trivialisations de & sur les voisinages formels Spec(k[[z,]]) donnent des éléments
gv de G((zy)) par la construction de la proposition 7.3.1. La classe de g, modulo G][z,]] ne
dépend pas de ce choix. On obtient ainsi un couple (X, (gy)vev) dans X,y qui vérifie en outre
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la condition (1)(bis) de la définition 7.6.1. En utilisant la proposition 7.4.1 et le fait que la
trivialisation générique considérée s’étend a un ouvert de C, on voit qu’on a

deg(mp) =) Hp(g,)
veV

pour tout P € P(M). Par la proposition 5.8.1, la condition de &-semi-stabilité se traduit par la
condition (2)(d) de la définition 7.6.1. Ainsi (X, (¢gy)vev) appartient a Xfaﬁt). On laisse le soin
au lecteur de vérifier que cette construction donne bien une équivalence de catégories comme
annonceée. O

8. Critere valuatif : existence

8.1 Enoncé

Soit £ un élément quelconque de ar. Le but de cette section est de prouver la partie existence
du critére valuatif de propreté pour le morphisme f¢ qui se résume au théoréme suivant.

THEOREME 8.1.1. Soit k une extension algébriquement close de k. Soit R un anneau de
valuation discréte, complet et de corps résiduel k. Soit K le corps des fractions de R et K
une cloture algébrique de K.

Soit (a,t) € A(R) et soit mg € ME(K) tel que f(mg) = (a,t).

II existe une extension finie K' C K de K et m € M&(R'), ott R’ est la cloture intégrale de R
dans K', tels que :

(1) I'image de m dans ME(K') est isomorphe a celle de my ;
(2) f(m)=(a,t).

La démonstration du théoréeme 8.1.1 va nous occuper jusqu’a la fin de cette section.

8.2 Quelques mots sur la démonstration

Dans [Lan75] (§ 3, théoreme), Langton a montré que le champ des fibrés vectoriels semi-stables
sur une courbe projective et lisse satisfait la partie existence du critére valuatif de propreté. En
adaptant les arguments de Langton, Nitsure (cf. [Nit91, § 6]) a démontré le théoreme 8.1.1 dans le
cas G = GL(n) et £ = 0. Faltings a réussi a étendre cette démonstration a tout groupe G réductif
dans le cas d’un corps de base de caractéristique 0 et pour £ =0 (cf. [Fal93, théoréme II1.4]). Sa
démonstration ne semble cependant pas s’étendre au cas d’un corps de base de caractéristique
positive. Dans [Hei08], Heinloth a démontré 1’analogue du théoréeme de Langton pour le champ
des G-torseurs sur une courbe projective et lisse sur un corps de base caractéristique nulle ou
«pas trop petite». Notre démonstration reprend en partie les arguments de Heinloth, eux-mémes
inspirés par ceux de Langton.

Esquissons les grandes lignes de notre démonstration. Les notations sont celles du
théoreme 8.1.1. Soit C'k et C}; respectivement les fibres générique et spéciale de la courbe C' x;, R
sur R. Soit (a,t) € A(R) et mg € M&(K) un triplet de Hitchin &-semi-stable au-dessus de C
de caractéristique (a, t). Les énoncés d’existence qui suivent exigent parfois de remplacer K par
une extension finie, ce qu’on ne rappellera pas a chaque fois. Un tel triplet myg s’étend en un
triplet mp sur toute la courbe Cg (cf. §8.4). La fibre spéciale m, du prolongement n’est pas
nécessairement &-semi-stable. Cependant, on peut choisir le prolongement mp de sorte que la
fibre spéciale m, soit le moins «£-instable» possible, ce par quoi on entend que la distance d
de ¢ au convexe C,,, (défini & la section 5) est minimale (cf. §8.7). Si elle est nulle, m, est
¢-semi-stable. Sinon, il existe Q un sous-groupe parabolique maximal de G tel que la face de C,,,
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associée a @) contienne le point ou cette distance est réalisée (cf. §8.8). Le prolongement mp est
donné par des «données de recollement» (cf. §8.13, le résultat de [DS95] y joue un role crucial et
nécessite la réduction au cas semi-simple du §8.5). En conjuguant ces données par un K-point
convenable du centre de @, on obtient un autre triplet m/, qui est en fibre générique isomorphe &
my et dont la face de @m; associé au sous-groupe parabolique Q™ opposé a (@ est égale a la face
de C,,. associé & Q. Par minimalité de d, cela force le convexe @m; a étre dégénéré : les faces de
Em; associés a Q et )~ sont dans le méme hyperplan affine. Mais cela implique que la réduction
& @ de my, se releve en une réduction & Q du triplet mp (2 € M(R/(w)?) déduit de mpg par le
changement de base R — R/(7)? o1 (1) C R est 'idéal maximal. On peut réitérer ce processus
en changeant de K-point du centre de @ (cf. §8.16). On obtient alors une réduction de m a
Q@ sur le complété formel hLQn C xj R/m". Par un théoreme de Grothendieck, cette réduction
a @ s’algébrise et cela contredit alors la -stabilité de my (cf. §8.17).

8.3 Notations

On fixe désormais des objets R, x, K et K comme dans 1’énoncé du théoréme 8.1.1. Par le choix
d’une uniformisante 7, on identifie R & 'anneau x|[[x]].

8.4 Le théoréme 8.1.1 pour le champ M

Montrons tout d’abord que le théoreme 8.1.1 vaut lorsqu’on remplace le champ ME par le champ
M tout entier. C’est bien connu. Nous ne donnons un argument que par souci d’exhaustivité.
On reprend les hypotheses du théoreme 8.1.1 excepté qu’on ne suppose pas le point myg € M(K)
&-semi-stable. Le point my s’explicite comme un triplet (Ex, Ok, t). Soit 7 le point générique de
Ok =C x; K. Quitte a remplacer K par une extension finie, on peut et on va supposer que le
torseur Ex est trivial au point 7 (cf. lemme 4.2.1). Fixons donc une telle trivialisation : on en
déduit une trivialisation de Adp(€) en n et donc un élément Y € g(F'), ou F est le corps des
fonctions de Ck, qui est I'image de 6 par cette derniere trivialisation. Notons que x(Y') est égal
a la restriction a, de a a 7.

Soit B lanneau local du point générique de la fibre spéciale de Cr = C X Spec(R). C’est
un anneau de valuation discréte de corps des fractions F. En prenant une section de Kostant
(par exemple), on voit qu’il existe X € g(B) telle que x(X) = a|spec(p)- Puisque x(X) = x(Y), le
lemme 3.8.1 entraine que, quitte & remplacer K par une extension finie, on peut supposer qu’il
existe g € G(F') tel qu’on ait Ad(g)X =Y. On peut alors avec cet élément g € G(F') recoller le
torseur Ex et la section O avec le couple (G X B, X) sur Spec(B). On obtient ainsi un couple
(Evu, 0u) qui prolonge (Ex, Ok ) & un ouvert U de Cr qui contient tous les points de codimension
<1. Mais tout G-torseur sur un tel ouvert U se prolonge de maniére unique en un G-torseur sur
Cr tout entier (cf. [CST79, théoreme 6.13]). On obtient un G-torseur £ sur Cr qui prolonge k.
Le fibré Adp(€) possede une section sur U a savoir 0. Mais comme U contient tous les points
de codimension <1 et que Adp(&) est affine sur C, cette section se prolonge de maniére unique
sur Cg (cf. [Gro67, corollaire 20.4.12]). On a ainsi obtenu un couple (&, #). Les points x(6)(cor)
et x(t) sont deux points de car(R). Ils sont en fait égaux puisque leurs images dans car(K) sont
égales. Ainsi le couple (€, 6) se complete en un triplet (£, 6,t) € M(R) d’ou le théoreme 8.1.1
pour M.

8.5 Réduction au cas semi-simple

Dans ce paragraphe, on montre que le théoreme 8.1.1 pour tout groupe semi-simple implique le
théoreme 8.1.1 pour tout groupe réductif.
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Soit G un groupe réductif connexe sur k d’algebre de Lie g et T" un sous-tore maximal. Soit
Gger le groupe dérivé de G et gy, son algebre de Lie. Comme 'ordre du groupe de Weyl est
inversible dans k (cf. §2.1), on a la décomposition

9= 0der D 3
ce qui induit une décomposition
carg = carg,,, D 3. (8.5.1)

Soit Ag le centre connexe de G et 3 son algebre de Lie. Soit G’ = G/Ag. Clest un groupe
semi-simple d’algeébre de Lie g’ =g/3 et qui admet 7" =T/As comme sous-tore maximal. Le
morphisme évident g — g’ induit des isomorphismes gg., — @’ et

carg,,, ~ cargr. (8.5.2)

La projection de carg sur carg,  définie par (8.5.1) composée avec isomorphisme (8.5.2) et
le morphisme évident t — t' =t/3 induisent un morphisme Ag — Ag. La bijection évidente
LE(T) — LY (T") est compatible & la décomposition de la proposition 3.6.2.

Soit S un k-schéma affine et m = (&, 0,t) € Mq(S). Soit £ le G’-torseur obtenu lorsqu’on
pousse £ par le morphisme G — G’. La section 6 poussée par le morphisme g — g’ fournit une
section 0’ de Adp(E’). Soit t' 'image de ¢ par le morphisme t — t' = t/3. Le triplet m' = (€', 0',t)
appartient & M (S). On obtient ainsi un morphisme Mg — Mg qui & m associe m’. Il s’inscrit
dans le diagramme commutatif.

En utilisant le morphisme P — P/Ag, il est clair que toute réduction de m & un sous-groupe
parabolique P donne naturellement une réduction de m’ & P/Ag. Si S est le spectre d’un corps,
on obtient ainsi une bijection naturelle entre les réductions de m et celles de m’ compatible a
la bijection F&(T) — F& (T"). Le morphisme surjectif évident ar — aps induit un isomorphisme

ag ~ ap. Il est alors évident sur les définitions que le point m est {-semi-stable si et seulement

si m/ est €¢-semi-stable, olt €& est la projection de & sur a% .

Revenons a la situation du théoreme 8.1.1. Soit (a, t) € Ag(R) et mg = (€k, Ok, t) € Mg(K)

tel que fa(mi)=(a,t). Soit mfy = (€, 0%, ') e M%,(K) image de my par le morphisme
Mg — M. Soit (d,t') = fer(mly). Le point (o, t') appartient & Agr(R) puisque c’est 'image
de (a,t). Le théoreme 8.1.1 pour le groupe semi-simple G’ implique que, quitte & changer K
par une extension finie K’ dans K et R par sa cloture intégrale dans K’, on peut supposer que
m/.- se prolonge en un triplet m’ = (€', 0',t') € M ,(R) qui prolonge mg. Quitte de nouveau a
changer K et R comme ci-dessus, on peut supposer que le G’-torseur £’ est trivial sur le spectre
de B l'anneau local du point de Cg défini par () (cf. [DS95, théoreme 2]). Fixons une telle
trivialisation. On en déduit une trivialisation de Adp(&’) sur Spec(B) ; celle-ci envoie €' sur un
point Y’ € g/(B) =~ g4e,(B) tel que xo (V) = aispeC(B). En écrivant a|gpec(p) = aispec(B) ® Z avec
Z € 3(B) suivant (8.5.1) et (8.5.2), on obtient un point Y =Y’ + Z € g(B). Toute trivialisation
de £k sur un ouvert U de Ck donne des trivialisations de 5}( et Ad D(é’}{) sur le méme ouvert
ainsi que des points X et X’ sections respectives de g X U et g X, U qui se déduisent de 6
et @'. La condition de recollement des trivialisations de (£, 6") sur Spec(B) et U se traduit par
I'existence d’un élément ¢’ € G'(F) tel que Ad(¢') X’ =Y’ ou F est le corps des fonctions de Ch.
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Tout relevement g € G(F) de ¢’ vérifie Ad(g)X =Y par construction de Y. Or lobstruction
a un tel relevement vit dans H'(F, Ag). Quitte & remplacer K par une extension, on peut
supposer que cet ensemble est réduit & la classe triviale (cf. [Ser94], ch. III §2) et donc qu'un tel
relevement existe. D’un tel relevement, on déduit, comme au paragraphe 8.4, un prolongement
m=(€,0,t) € Mg(R) de mg. Par construction, 'image de (£, 0, t) dans M/ (R) coincide avec
m’ sur un ouvert de C'r qui contient tous les points de codimension <1. Par un argument déja
évoqué au paragraphe 8.4, I'image de (&, 6,t) est donc (isomorphe &) m/. Il s’ensuit qu'on a

m e Mg(R) comme voulu.

8.6 Les points mk, (a,t) et (a,t)

Désormais et ce jusqu’a la fin de la preuve du théoreme 8.1.1, on suppose que G est semi-simple.
On se place sous les hypotheses du théoreme 8.1.1. Soit (a,t) € A(R) et soit mg € MS(K)
tel que f(mg) = (a,t). Soit (a,t) € A(k) le point déduit de (a,t) par le changement de base
Spec(k) — Spec(R).

8.7 Le réel d et le point m = (€, 0,t) € M(R)

Pour toute extension K’ C K de degré fini sur K, soit my € ME(K') déduit de my par
le changement de base Spec(K’) — Spec(K). Soit R’ la cloture intégrale R dans K’. Soit
mp € M(R') un prolongement de mgs & C xj R'. L’anneau R’ est un anneau de valuation
discreéte de corps résiduel k. Soit m,, le point de M(k) déduit de mps par le changement de base
Spec(k) — Spec(R'). Soit

d(Cm,.. €)

la distance de ¢ au convexe C,y,, (cf. §5.5).

LEMME 8.7.1. L’ensemble des réels d(C,,., &) pour tous R’ et mp comme ci-dessus admet un
plus petit élément.

Démonstration. Cet ensemble est non vide (cf. §8.4) et minoré par 0. Il est méme discret et

fermé dans ap puisqu’inclus dans I’ensemble des distances de & aux sous-espaces X + ag +ag

pour X € X.(Q) et Q € F (cf. corollaire 6.3.3). Il contient donc sa borne inférieure. O

Soit d >0 le plus petit élément de I’ensemble considéré dans le lemme 8.7.1. Quitte a
remplacer K par une extension finie, on peut et on va supposer qu’il existe

m=(&,0,t) € M(R)

dont I'image dans M(K) est le point my de départ et telle que la distance de & au convexe C,,,.
soit d, o m, € M(k) est 'image de m. Dans toute la suite, on fize un tel m.

Comme m est &-semi-stable sur C'k, il sera &-semi-stable si et seulement s’il 'est aussi sur C,.
On a donc les équivalences suivantes :

me M&(R) < m, € Mé(k) < d=0.

Ainsi le théoreme 8.1.1 est vrai pour le point mg si et seulement si d =0. Dans la suite, on
suppose qu’on a

d>0

et on va montrer qu’on aboutit a une contradiction.
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8.8 Le sous-groupe de Levi L et les sous-groupes paraboliques Q¢ et Q
Soit L € L tel que f(my) € xE(ALen(x)) (cf. proposition 3.6.2). Soit o le é-point de Harder—
Narasimhan de m,. D’apres la proposition 6.3.2, il existe un sous-groupe parabolique Qo € F (L)
tel qu’on ait :
- E—Qeagoﬁag;
— p appartient au sous-espace affine
—deg(me,q,) + a7’

oll my, g, est une réduction de m,; a Qo (ici ag = {0} puisque G est semi-simple). Par hypothese,
la distance de ¢ & C,,, n’est pas nulle ; le sous-groupe parabolique Qg est donc propre. Dans
toute la suite on fixe @ € F(Qp) maximal parmi les sous-groupes paraboliques propres de G qui
contiennent Qg. Soit QQ~ le sous-groupe parabolique opposé a @), au sens ou @~ N Q est 'unique
facteur de Levi de ) qui contient T

8.9 Quelques notations : V, ir 4, JRr,v €tc
Soit V' est un ensemble fini de points fermés de C,; qui contient le support du diviseur
D.=D Xk/{:ZdUU
veV

ainsi que le point co,. Soit CV = C, — V et k[C"] I'algebre des fonctions régulieres sur CY. On
reprend les notations de la §7 en particulier le diagramme (7.2.1) pour la courbe Cy, = C X Kk
ou sont définis les morphismes j4, 74, etc pour tout point v € V' et toute x-algebre.

8.10 Le point t,
Soit ¢, 'unique point de 7 °8[[2,.]](R) qui vérifie les deux assertions suivantes :
— la réduction modulo zs de t, est le point t € tCE(R) ;
— xa(te) = xp(0) 0 iR co-
L’existence et 'unicité de ¢, résulte du fait que y induit un morphisme étale de t&7°8 sur ¢&res,
Soit
fa € 778 [200]] (%)

la réduction modulo 7 de t,. Notons qu’on a t, =tz ol t5z est 'unique point de tG'reg[[zooH(/ﬁ)
de réduction t et de caractéristique a.

8.11 Trivialisation de m sur un ouvert de la fibre spéciale

Soit my = (Ex, O, t) € M(k) le point déduit de m par le changement de base Spec(x) — Spec(R).
On a le lemme suivant.

LEMME 8.11.1. Quitte a rajouter un nombre fini de points a V', on est dans la situation suivante.
Il existe une trivialisation du G-torseur 5% (&) sur CV

Br: ji(Ex) = G xp, CY
telle que I'isomorphisme de schémas en groupes qui s’en déduit

b s Autg (55 (Ex)) — G xi CY
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satisfasse la condition : I’élément di.(j,:0), ot di,; est le morphisme dérivé de v, vérifie :
(1) du(520) appartient a [(k[CY]) ;
(2) dug(j%0) est conjugué a to par un élément de |l € L((2x))(K).
Démonstration. Soit F est le corps des fonctions de Cy. Comme x est algébriquement clos,
le G-torseur & est trivial au point générique de Cy (cf. lemme 4.2.1). Par le choix d’une
trivialisation, on obtient aussi une trivialisation générique de Adp(E,) qui envoie € sur un certain
élément X € g(F). Soit (a, t) = f(my). Cet élément appartient & A on(x) d’apres la définition
de L (cf. §8.8). D’apres le corollaire 3.9.2; il existe X’ semi-simple et G-régulier dans [(F') et
l€ L((250))(k) tel que :
(A) xc(X') = agpec(r) ;
(B) Ad()X' = too.

Notons qu’on a xg(X) = xg(X') par définition de a. Le lemme 3.8.1 implique que, quitte &

changer la trivialisation générique de &, on peut supposer que X vérifie les conditions (A) et
(B) ci-dessus.

On obtient alors le lemme puisque toute trivialisation générique de &, s’étend a un ouvert de
C, et que ’élément X lui aussi se prolonge a un ouvert. O

8.12 Trivialisation de m sur des disques formels de la fibre spéciale
Dans la suite, on fixe une trivialisation
Be: i (Ex) — G xp CV (8.12.1)
qui vérifie les conditions du lemme 8.11.1.
Pour tout v € V soit
Qe @ i p(Ex) — G X K[[20]] (8.12.2)
un isomorphisme G-équivariant. Un tel isomorphisme existe. En effet, cela revient a se donner une

section du torseur iy, ,(£,) au-dessus de Spec([[2,]]). Une telle section existe au moins au-dessus
du point spécial et, par lissité, elle se prolonge & Spec(k[[z,]]).

LEMME 8.12.1. On peut choisir les trivialisations «,., de sorte le triplet

(X7 (gv)veVa ﬂ (8.12.3)

associé au point m,, = (Ex, 0k, t) € M(k) et aux trivialisations (o, B,) par la bijection de la
proposition 7.3.1 satisfasse les conditions suivantes :

(1) 90 € Q(20))(r) ;
(2) a,o0( Z:,ooe) =14 ;
(3) Foo € L((200)) ().

Démonstration. Quel que soit le choix de oy ,, on a

9o € G((20))(r).

La décomposition d’Iwasawa

G((20))(®) = Q((20)) (%) - G[z]](%)

montre qu’on peut toujours modifier o, de sorte qu’on ait

gv € Q((20))(r) (8.12.4)

d’ou l'assertion (1).
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On a
] Ad(g) ™LX € el ().

L’élément x(X), apres changement de base & Spec(k[[z]]), appartient a car|[[zo0]](Kk) et sa
réduction modulo z, coincide avec celle de x(fx). Comme x est étale au-dessus de car™, on a

X(Ad(Goe) ™' X) = X(X) = x(Fe0).

Le lemme 8.12.2 ci-dessous montre qu’on peut modifier oy, » de sorte qu’on ait

Ad(Goo) ' X =t (8.12.5)
Mais d’apres le lemme 8.11.1, X et to sont conjugués sous L((20))(k). Il s’ensuit qu’on a
Goo € L((20)) (). -
LEMME 8.12.2. Soit Y € g[[zo0]](R) tel que xa(Y) = xa(ta). I existe g € G[[za0]](R) tel que
Ad(g)Y =t,.

méme énoncé vaut lorsqu’on rem Ik rtg.
Le méme énoncé vaut lorsqu’on remplace R par k et t, par t,

Démonstration. Soit T le R[[2s0]]-schéma défini pour toute R[[zs]]-algebre B par
T(B) = {h € G(B) | Ad()(Y) = t,}.

Montrons que le schéma 7 est lisse sur Spec(R[[z«]]). Notons tout d’abord que les
centralisateurs de Y et t, dans G Xy R|[[2c0]] sont des sous-schémas en tores : cela résulte du
fait que O € t98(R[[200]]) et xc(ta) = xa(Y). Par conséquent, localement pour la topologie
étale, ces centralisateurs sont conjugués. Comme Y et t, ont méme caractéristique, ces éléments
sont localement conjugués pour la topologie étale. Ainsi le schéma 7 a localement des sections
pour la topologie étale. C’est donc un torseur sous le schéma en tores T' Xy R|[[2c0]]. Il est donc
lisse.

D’apres le lemme (3.8.1), le schéma 7 X g, & posséde des sections. Par lissité de 7
sur R[[zo0]] et par complétude de R[[zo0]] >~ K[[T, 200]], cette section se releve en une section
h € G[lzo0]](R) de T

La seconde assertion se démontre de la méme fagon. O

8.13 Trivialisation admissibles de (&, 6, t)

Désormais on fixe des trivialisations (o v, 8x) de m, qui satisfont les lemmes 8.11.1 et 8.12.1.
Soit Cf = CY x, R. Soit R[CY] = k[CY] @, R.

DEFINITION 8.13.1. Une trivialisation admissible de m = (&€, 0, t) est la donnée d’isomorphismes
G-équivariants
Br:jRE — G x RICY] (8.13.1)
et pour tout veV
aR, 1ip € — G X, R[[2]] (8.13.2)
qui satisfont les conditions suivantes :
(1) lisomorphisme (g se spécialise en l'isomorphisme [, de (8.12.1) ;
(2) lisomorphisme ap, se spécialise en I'isomorphisme o, de (8.12.2) ;

(3) aroo(ifocd) = ta-
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Remarque. Soit (X, (gv)vev,t) le triplet associé a m € M(R) et aux trivialisations (8.13.1)
et (8.13.2) par la proposition 7.3.1. Alors ces trivialisations forment une trivialisation admissible
de m si et seulement si :

— la réduction modulo 7 du triplet (X, (gy)vev,t) est le triplet (X, (gy)vev,t) défini
en (8.12.3) ;

— Ad(goo) ' X =t,.

LEMME 8.13.2. Quitte a remplacer K par une extension finie et R par sa cléture intégrale dans
cette extension, on peut supposer qu’il existe des trivialisations admissibles de (£, 0,t).

Démonstration. Quitte a remplacer K par une extension finie, on peut et on va supposer que
J5E est trivial sur C}, (comme G est semi-simple c’est possible par le théoreme 3 de [DS95]). Le
torseur j ;€ possede donc des sections au-dessus de C’K. On en déduit un isomorphisme Sz comme
en (8.13.1). Quitte & translater cette section par un élément de G(x[C"]), on peut supposer que
Br satisfait la condition (1) ci-dessus.

Soit v € V. En utilisant la lissité de £ sur Cg, on voit que le torseur i}, & possede des
sections sur Spec(R([[z,]]). On en déduit des isomorphismes ap, comme en (78.13.2). Comme
précédemment, on se ramene au cas ol ag,, satisfait la condition (2).

Par la proposition 7.3.1, on déduit des trivialisations Sr et ap, un triplet (X, (¢y)vev,t)
comme ci-dessus. Soit

Y = Ad(g; ) X.
C’est un élément de g[[zo0]](R) qui vérifie xg(Y) = xa(X) = xc(ta). Le lemme 8.12.2 montre
que Y et t, sont conjugués sous G|[zs0]](R). Cela permet de conclure. O
8.14 Sous-groupes unipotents
N,_

Soit & = @g‘g et o7 = <I>TQ les ensembles respectifs de racines de T dans les radicaux
unipotents Ng et Ng-. La composante neutre Ag du centre de Mg est un tore de dimension 1.
Soit

X:Gy — Ag (8.14.1)

I'unique isomorphisme qui vérifie a(\) > 0 pour tout o € ®T. Pour tout entier i > 0, soit
o ={aed" |a()) =i}

et

o =—0f

(2
en notation additive.
Pour tout o € ®T U &, soit N, le sous-groupe unipotent associé et

Ca: Gaq — Nao (8.14.2)

le groupe a un parametre additif associé a «. Pour tout entier ¢ > 0, soit N; le sous-groupe
unipotent engendré par les sous-groupes N, tels que a(A\) < —i. On obtient ainsi une suite
décroissante de sous-groupes unipotents

...CNiC...CleNQ,

et pour 7 assez grand on a

N; ={1}.
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On vérifie la relation suivante sur les commutateurs

[Ni, Nj] C Niyj.

8.15 Condition auxiliaire sur V

Commencons par le lemme suivant.

LEMME 8.15.1. Il existe Vi un ensemble fini non vide de points fermés de Cy; tel que pour toute
I'(Cx — W, Oc, )-algébre B et tout entier i > 1, I'application de N;(B) dans n;(B) définie par

ne€ Ny(B)— Ad(n )X - X
est bijective.

Démonstration. Soit F' le corps des fonctions de C' X k. On laisse au lecteur le soin de prouver
que le morphisme n — Ad(n~!)X — X induit un isomorphisme de N; x; F sur n; x F . 1l se
prolonge donc en un isomorphisme & un ouvert de Zariski de C,, complémentaire d’un ensemble
fini Vj. Le lemme s’en déduit. o

Quitte a agrandir V', on suppose dans la suite que V' contient ’ensemble fini Vjy donné par le
lemme 8.15.1.

8.16 Constructions de certaines trivialisations admissibles

Soit r le plus petit multiple commun des entiers 7 tels que <I>;r #0. Soit R/ = R[T(l/ "l et K' le
corps des fractions de R’. Pour tout entier j soit z; € Ag(K') défini par

zj = A(7?/™)

ol A est I'isomorphisme G,,, — Ag défini en (8.14.1).

Soit (B8R, (aRrv)vev) une trivialisation admissible de m = (€, 0, t) (cf. définition 8.13.1). Soit
(X, (gv)vev, t) le triplet qui s’en déduit par la proposition 7.3.1.

DEFINITION 8.16.1. Soit

J(Br, (arw)) € NU {00}
la borne supérieure de ’ensemble des entiers j € N qui vérifient :

(1) Ad(z)X € g(R[CV]) 5
(2) pour tout v €V,
21907 € G((2))(R).

PROPOSITION 8.16.2. Pour tout entier j&€N, il existe une trivialisation admissible
(/BRv (QR,’U)’UEV) de m= (g, 9, t) telle que

J(Br, (arw)) 2 J.
Démonstration. Supposons la proposition mise en défaut. Soit j € N le plus petit entier tel que
J 2 3(Br, (arw))

pour toute trivialisation admissible (8r, (agy)vev) de m. Comme on a X € [(k[CV]) et g, €
Q((2v)) (k) (cf. assertion (1) du lemme 8.11.1 et assertion (1) du lemme 8.12.1), on a

Jj=1
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Soit (BR, (aRrv)vev) une trivialisation admissible de m telle que
7 =3(Br, (arw))

Soit (X, (gv)vev,t) le triplet qui s’en déduit par la proposition 7.3.1.

Soit val; la valuation de R normalisée par val,(m) =1. Cette valuation s’étend & R et a
R'[CV] de maniere évidente. Pour tout o € ®*, le k-espace vectoriel n,, est de dimension 1. Pour
tout vecteur X, € ny(R'[CV]), soit val,(X,) la valuation du coefficient de X, sur un vecteur
non nul de n, (k).

Suivant la décomposition en espaces propres sous Ag
( @ na) S mg
acd*
on écrit

X=>" Xo+Xu,. (8.16.1)
acd*

Comme la réduction modulo 7 de X est X qui appartient & [(x[C"]), on a
valr (Xq) > 1 (8.16.2)

pour tout o € ®*. De plus, la réduction modulo 7 de X, est X.

On a aussi la décomposition

Ad(Zj)X = Z Wja(k)/TXa + XMQ-

acd*

Par la condition (1) de la définition 8.16.1, on a pour tout a € &+

ja(N)

+ valy(X,) > 0. (8.16.3)
.

Pour o € T, cette inégalité est stricte.
LEMME 8.16.3. II existe une trivialisation admissible (Br, (ar,)vev) de m pour laquelle :

— j=J((Br, (@Rw)vev)) ;
— l'inégalité (8.16.3) est stricte pour tout o € &~ .

Démonstration. Partons d’une trivialisation admissible (8gr, (ar)vev) de m pour laquelle il
existe a € @~ tel que

jo( A
‘70‘74() + valy (Xa) = 0. (8.16.4)
Soit 4 le plus petit entier tel qu'il existe o € ®; qui vérifie I’égalité (8.16.4). Soit
Y = Ad(z)X € g(R[C"))

et Y laréduction modulo 7/" de Y. Alors Y appartient & X + n;(x[C"]). D’apres le lemme 8.15.1,
il existe n; € N;(k[C"]) tel que

Ad(n; HX =Y. (8.16.5)
Pour tout a € ®; soit ug € k[CV] et ni11 € Niy1(k[CV]) tels qu'on ait
N =n;41N (8166)
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avec
n= ]I Calua),
acd;”
ou les groupes a un parametre (, sont ceux définis en (8.14.2). Comme n;;1 est un élément de
Niy1(k[CY]), on a
Ad(n;rll)X eX+ ni+1(/<a[CV]).

En comparant avec (8.16.5) et (8.16.6), on obtient

Ad(n)Y € X +n;1(k[CY]). (8.16.7)

En utilisant I’inclusion « C R, on peut écrire

nzj H Cal 7r”/’"

acd;”

De plus, cet élément appartient & N;(R[CY]) et sa réduction modulo 7 est triviale. En effet, par
hypothese, il existe o € ®; tel que I’égalité (8.16.4) soit vraie. On a donc par (8.16.2)

g N

30N o (x.) e N

T r

Le triplet (Ad( nzj)X (zj_lnzjgv)vev, t) définit par la bijection de la proposition 7.3.1
une trivialisation de m de la forme (8%, (¢/g,)vev) qui est encore admissible. Il est clair sur
la définition 8.16.1 qu’on a j(G%, (a}%v)vev)’>j (par maximalité de j on a méme égalité).
Quitte a remplacer (Or, (Rry)vev) par (BRr» (@R )vev), et vu (8.16.7) on se ramene au cas
ot Y appartient & X + n;y1(k[C"]). Par récurrence, on peut méme supposer quon a Y = X.
Mais alors l'inégalité (8.16.3) est stricte. O

Soit (BRr, (Rw)vey) une trivialisation admissible de m qui satisfait les conclusions du
lemme 8.16.3. Soit (X, (gy)vev, t) le triplet qui s’en déduit par la proposition 7.3.1. On a donc

r
min | ——— val; (X > 7. 8.16.8
nin (=7l (X)) > (5.16.8)
On notera que, par définition de r, le premier membre de cet inégalité est un entier.

Soit v € V' et B, 'anneau déduit de R((z,)) par localisation en l'idéal premier engendré
par m. C’est un anneau de valuation discrete de corps résiduel x((zy)). On note encore val, la
valuation normalisée par val;(m) =1. Le point g, € G((2,))(R) induit alors un morphisme du
trait Spec(B,) dans G. Comme la réduction modulo 7 de g, est g, et que 'on a g, € Q((zy))(k)
(cf. (1) (8.12.4)), I'image du point spécial par ce morphisme appartient a 'ouvert NoMgNg-. 11
s’ensuit que I'image du trait entier est dans I'ouvert NoMqgNq-. Il existe donc z, € Mg(B,) et
baw € By tels que pour tout a € ®* on ait

Go = < H Ca(ba,v)) " Ly - ( H Ca(bw)). (8.16.9)

acdt aEd—

Soit &, € Mg((zy))(x) la réduction modulo 7 de w,. Puisque la réduction g, de g, modulo 7
appartient & Q((zy))(k), on a valg (b)) =1 pour a € @~ et

gv € TuNQ((20)) (k). (8.16.10)
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On a
Zigez; = < 11 ga(wja“)/’“ba,v)) Ly - ( 11 ga(wja(”/rba,v)> (8.16.11)

acdt acd—
et cet élément appartient & G((2,))(R') par définition de j. On a donc pour tout a € ®+

ja(A)

+ valy (bay) > 0. (8.16.12)

L’inégalité (8.16.12) est stricte pour v € ®.

LEMME 8.16.4. II existe une trivialisation admissible (Br, (ar)vev) de m pour laquelle :
(1) J=3((Br, (arw)vev)) ;

(2) I'inégalité (8.16.8) est satisfaite ;

(3) I'inégalité (8.16.12) est stricte pour tout a € .

Démonstration. Soit (Bgr, (¢grw)vev) une trivialisation admissible de m qui satisfait les
conclusions du lemme 8.16.3 donc les deux premieres assertions. Soit (X, (gy)vev, t) le triplet qui
s’en déduit par la proposition 7.3.1. On reprend les notations utilisées ci-dessus, en particulier
aux lignes (8.16.9) et (8.16.10). Soit

he = 2jgu2; " € G((20))(R[77])
et

Y = Ad(z;)X € g(R[CY][/")).
LEMME 8.16.5. On a les assertions suivantes :

(1) le triplet (Y, (hy)vev, t) est un triplet qui satisfait les conditions de la proposition 7.3.1 pour
lanneau R’ ;

(2) soitm’ € M(R’) le point associé a ce triplet par la proposition 7.3.1 ; alors, aprés changement
de base a K', les points m' et m deviennent isomorphes.

Démonstration. Pour I'assertion (1), il s’agit de vérifier que le triplet (Y, (hy)yev, t) satisfait les
conditions suivantes :

— Yeg(R[CY]);
— pour tout v € V, I'élément h, € G((z,))(R’) et vérifie
Ad(hy )Y € 25 gllz]](R) 5
— t est un élément de t*°8(R’) dont la caractéristique x(¢) est égale & la réduction modulo zs
de xg(Y).
La premiére condition et la relation h, € G((z,))(R’) résultent de la définition de j. On a donc
Ad(h )Y € g((20))(R).
En fait, on peut remplacer dans la relation précédente g((z,)) par g[[z,]] car on a d’une part
Ad(h, )Y = Ad(z))(Ad(g, ") X)
et d’autre part
Ad(g; )X € 25" gllz]I(R).
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De méme, la troisieme relation est vérifiée puisque X et Y, étant conjugués, ont meéme
caractéristique que cette relation vaut X.

Pour I’assertion (2) du lemme, on remarque qu'on a z; € G(K’) et on conclut a 'aide du
corollaire 7.3.2. O

LEMME 8.16.6. On poursuit avec les notations du lemme 8.16.5. Soit m!. € M(k) le point déduit
de m' par le changement de base Spec(r) — Spec(R). On a alors les assertions suivantes :

(1) f(m') € Apen(r) ;

2) pour tout P € F(L) et toute réduction m’. , de m!. a P, on a
( Kk, P K

deg(m:{,P) = HP((hU)UGV)

ot hy, € G((2y))(k) est la réduction modulo ©'/" de h,, ;

(3) pour tout P € F(L) tel que P C Q soit m, p une réduction de m, a P et m! ,_ une
réduction de m;; a P~ = (Mg N P)Ng- ; on a I'égalité

deg(m!, p-) = deg(m,.p).

Démonstration. Le triplet (Y, (hy)vev, T) est la réduction modulo 7/" du triplet (Y, (hy)vey, t).

Par conséquent, le point m/ se déduit du triplet (Y, (hy)vev,?) par la bijection de la
proposition 7.3.1. L’inégalité (8.16.8) implique que Y est égal & X défini en (8.12.3). Il
s’ensuit que f(m)) = f(my) et ce point appartient & Ap (k) (cf. §8.8) d’ou I'assertion (1).
Rappelons que X € [(k[CV]) est conjugué & , par goo € L((2e0))(k) (cf. assertions (2) et (3) du
lemme 8.12.1). L’assertion (2) résulte alors du corollaire 7.5.2.

Prouvons Dassertion (3). Soit P € F(L) tel que P C Q. Soit P~ € F(L) défini par P~ =
(Mg N P)Ng-. On adonc P~ C Q™. De I’égalité (8.16.11) et du fait que I'inégalité (8.16.12) est
stricte pour a € T on déduit

hy € No-((20))(K)Zv
et
deg(m!, p-) = Hp- ((ho)vev) = Hp- g (@0)ver).
Mais ’égalité (8.16.10) implique aussi qu’on a
deg(mfe,P) = HP((gv)UEV) = HPOMQ ((i'v)vGV)'
Comme PN Mg = P~ N Mg, on a bien
deg(mfﬁp,) = deg(my,p). g

D’apres les notations du paragraphe 8.8 et les équivalences de la proposition 6.3.2, ¢ est le
¢-point de Harder—Narasimhan de m,, et Qg est le sous-groupe parabolique de F (L) qui vérifie :
(A) §—g€a50ﬁag;
(B) la projection de o sur af appartient a la projection sur ag de ’enveloppe convexe des points

—deg(my, p) pour P € P(L) tel que P C Qo et m,, p une réduction de m,, a P.

L’assertion (B) ci-dessus et 'assertion (3) du lemme 8.16.6 montrent que la projection de p
sur ag appartient a la projection sur ag de I’enveloppe convexe des points —deg(m; ’ p-) pour

P e F(L) (avec les notations du lemme 8.16.6). La proposition 5.8.1 implique alors que le
point ¢ appartient au convexe Cy,, associé a ml..
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Il s’ensuit qu’on a 'inégalité suivante sur les distance

d(émg, §) <d(om,,§) = d(Emm §)=d.

Mais par définition de d (cf. §8.7) on a nécessairement égalité dans 'inégalité ci-dessus. Donc
o est aussi le {-point de Harder-Narasimhan de m/.. Comme & — p € a&go N ag , le sous-groupe
parabolique qui vérifie ’assertion (2) de la proposition 6.3.2 pour m/. est nécessairement Q. La
projection de g sur af est donc égale a la projection sur ag de ’enveloppe convexe des points
—deg(m;, p) associés aux réductions m; p de mj; aux sous-groupes P € P(M) tels que P C Qo.
En particulier, la projection de ¢ sur la droite ag égale au point —deg(m:@Q) ou m;Q est une
réduction de m/. a Q (on a ag = {0} puisque G est semi-simple). L’assertion (B) implique par
ailleurs que cette projection est égale & —deg(my ). On a donc

deg(m;7Q) = deg(my,Q)
ce qui, combiné avec I’assertion (3) du lemme 8.16.6 donne
deg(mfi,Q) = deg(mfin,)

ou de maniere équivalente par 'assertion (2) du lemme 8.16.6

HQ* ((hU)UEV) = HQ((hv)UEV)~ (8.16.13)
Le lemme 8.16.7 ci-dessous implique alors que pour tout v € V, on a
ho € Mq((20))(8)G[2]] (k). (8.16.14)

Considérons d’abord le point v =oo,. Par la condition (3) qui définit une trivialisation
admissible, on a Ad(g')X =t,, d’ou I'on tire

Ad(h Y =t,.

L’inégalité (8.16.8) implique qu’on a Y = X. En réduisant modulo 7'/" I'inégalité ci-dessus, on
obtient

Ad(hs)
Mais X et £, sont conjugués par oo € L((200))(k) (cf. assertion (3) du lemme 8.12.1). On a donc
aussi hoo € L((200)) (k). Par conséquent 1'inégalité (8.16.12) est stricte pour v = oo, et pour tout
ac ot
Supposons désormais v # 00,. Supposons aussi qu’il existe a € @~ tel que 'inégalité (8.16.12)
soit une égalité c’est-a-dire qu’on ait

ja(A)

+ valy (bay) =0. (8.16.15)
Soit 4 le plus grand entier tel qu’il existe o € ®;” qui vérifie I'égalité (8.16.15). On a donc
hy € ZyNi((20))(K). (8.16.16)

En comparant avec (8.16.14), on en déduit que

ho € o N;[[20]] (). (8.16.17)

Pour tout o € ¢ soit uy € K[[2,]] et

n= H ga(ua)

acd;”
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tel qu’on ait
hyn € Ty Nip1[[20]] (k).
Soit n/ = zj_lnzj. On a donc
n' = Ca(mTuy).
L’égalité (8.16.15) implique que ij/r est un entier strictement positif. Par conséquent, n’
appartient & Ng((2y))(R) et sa réduction modulo 7 est triviale. Quitte & remplacer g, par g,n’,
on voit qu’on est ramené au cas ou l'on a

hy € Ty Nisa[[20]) (k)

et par récurrence au cas ou h, = Z,,. Mais, dans ce cas, I'inégalité (8.16.12) est stricte pour tout
a € d*. Cela termine la démonstration du lemme 8.16.4. O

Soit (Br, (Rrw)vev) une trivialisation admissible de m qui vérifie les conditions du lemme
8.16.4. Soit (X, (gv)vev, t) le triplet qui s’en déduit. Soit

. . . r . r
j1 = min (arg‘lbn (_oz(/\) Valﬂ(Xa)> ) Ue‘r/fggqr <_a()\) Valﬂ(baﬂ,))) )
C’est un entier qui vérifie j; > 7,
Ad(z;,)X € g(R[C"))
et pour tout v € V
219075, € G((20))(R).

C’est visiblement la contradiction recherchée et cela acheéve la démonstration de la
proposition 8.16.2. O

Le lemme suivant a été utilisé dans la preuve précédente (preuve de la proposition 8.16.2).

LEMME 8.16.7. Soit Q et Q~ deux sous-groupes paraboliques opposés de F€. Pour tout v € V,
soit g, € G((2v)) (k). L'égalité

Ho((gv)vev) = Hg-((gv)vev) (8.16.18)
entraine que pour tout v € V, il existe m, € Mq((2y))(k) et k, € G[[z]](K) tels que
Go =My Ky
La preuve du lemme 8.16.7 va utiliser le lemme suivant.

LEMME 8.16.8. Soit B et B’ dans F¢ deux sous-groupes de Borel adjacents. Soit o I'unique
racine de T dans G qui est positive pour B et négative pour B’. Soit (, un isomorphisme
de G, sur le groupe radiciel N, correspondant a la racine . Pour tout g € G((z))(k), il existe
teT((2))(k), ue (NN Np)(k((2))), z€k((2) et heG[lz]](k) tels que g=tuly(x)h. Pour
toute telle décomposition, on a

Hp/(g9) — Hp(g) = sup(—val(z), 0) o

Démonstration. Ce lemme est bien connu. On en donne la démonstration pour la commodité
du lecteur. L’existence de la décomposition de g résulte de la décomposition d’Iwasawa et de
légalité Np = (Np N Np/)N,. Avec les notations de I’énoncé, on écrit g = tu(,(z)h. On a

Hp:(9) = Hp(g) = Hp' (Ca())-
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Si val(xz) >0, on a Hp/((u(x)) =0. Supposons désormais val(z) < 0. L’égalité suivante dans

SL2((2))(k) 3
(D-6E

Ca(2) € a”(z) Ny ((2)) (k) G[[2]](x)

montre qu’on a

et donc
Hp(Ca(2)) = Hpr (¥ (2)) = —val(z)a”

ce qu’il fallait démontrer. O
Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 8.16.7.

Démonstration du lemme 8.16.7. Traitons d’abord le cas ou V = {v} est un singleton. Pour
alléger les notations, on omet l'indice v. Soit g € G((2))(x). On va montrer que —Hg(g) + Ho-(g)
est une somme & coefficients positifs de coracines oV dans Aé et que cette somme est nulle si
et seulement sl existe m € Mg((2))(k) et k € G[[z]](k) tels que g =mk. Par la décomposition
d’Iwasawa, on peut et on va supposer qu'on a g € Ng((2))(k).

Soit BC Q et B~ C Q~ deux sous-groupes de Borel opposés de F&. Soit n = |®F|/2 et
By=B,Bi,...,B,=B" une chaine minimale de sous-groupes de Borel de F¢ tels que B;
et B;11 soient adjacents pour 0 <4 < n. D’apres le lemme 8.16.8, la différence

n—1

Hg-(g9) — Hp(g) = > _(Hp,,,(9) — Hz,(9))
i=0
est une combinaison linéaire a coefficients positifs de coracines de 7' dans B. Comme Hg-(g) —
Hg(g) est 'image de Hp-(g) — Hp(g) par le morphisme canonique ap — ag, la différence
Hg-(g) — Hg(g) est une combinaison linéaire a coefficients positifs d’éléments de Aé. Supposons
désormais

Hq-(9) — Hq(g) =0.
Numérotons les racines (o;)i<i<n de T' dans B de sorte qu’on ait pour tout 0 <i <n

B NoBi = {ai—l—l, Cey Oén}.
Soit I C {1,...,n} tel que ®¥¢ ={a; |7 € I}. Pour tout i € I, on a donc
Hp,(9) — Hp,_,(9) =0. (8.16.19)

Pour tout 1 <1< n, soit ¢; un isomorphisme de G, sur le groupe radiciel correspondant a la
racine o;. On a supposé g € No((2))(k). Il existe donc z; € k((2)) pour 1 < i < n tels que z; =0
siit g1 et

9= Cn(Tn)Cn-1(Tn-1) - - - C1(21).
On remarque que pour 1 <7 <n, on a

Cnl@n)Cn-1(2n1) - - - Gipa(2it1) € (NB, N Np,_,)(5((2)))-

En utilisant le lemme 8.16.8 et ’égalité (8.16.19), on voit par récurrence sur ¢ qu’on a val(x;) >0
pour tout 1< i< n. En particulier g € Ng|[[2]](k) comme on voulait. Cela conclut la preuve
lorsque V est un singleton.
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Revenons au cas général d’un ensemble V' fini non vide. On vient de voir que pour tout v € V|
la différence —Hg(gy) + Hg-(gy) est une combinaison a coefficients positifs d’éléments de Ag.
Il s’ensuit que I'égalité (8.16.18) est vraie si et seulement si pour tout v € V'

HQ(QU) = HQ* (gv)~

On est donc ramené au cas du singleton. O

8.17 Ou 'on obtient la contradiction cherchée
Pour tout entier n, soit
R, =R/7"R.

Soit n un entier >1. Soit (Or, ar,) une trivialisation admissible de m qui vérifie

J(Br, apw) Zn (8.17.1)
(cf. proposition 8.16.2). Soit (X, (gv)vev, t) le triplet associé a m et a cette trivialisation par la
proposition 7.3.1. Soit (X, (gnv)vev, tn) le triplet qui s’en déduit par réduction modulo 7". Ce
triplet vérifie les conditions suivantes :
(1) Xn € q(Rn[CV]) ;
(2) pour tout v eV, Inw € Q((20)) (1) ;
(3) Ad(gnm)_an =tqn OU tgp est la réduction modulo 7™ de t,.

De ce triplet, on déduit, par la proposition 7.3.1 appliquée au groupe @, un triplet mg, =
(Egum» 0., tn) formé d'un Q-torseur &g, sur

Cn =C X}, Ry,

d’une section 6g , de Adp(Egn) tel que xg(0g.n(oor,)) = xq(tn). En outre, ce triplet est une
réduction a @ du point m,, € M(R,,) obtenu par changement de base & R,,.

L’algorithme utilisé dans la preuve de la proposition 8.16.2 consiste a conjuguer X (et
translater a droite g, en conséquence), respectivement translater a gauche g, par des éléments de
la forme Cp (Uo) O U, est un élément de R[CV], respectivement de R((2,)), de valuation m-adique
>n de fagon & obtenir un triplet (X', (¢})vev, t) associée & une trivialisation admissible dont le
J associé est plus grand que n + 1. En particulier la réduction modulo ™ de (X, (¢} )vev,t)
est égale & (X, (Gnw)vev,tn)- Soit (Xni1, (Gn+10)vev, tnt1) la réduction modulo 7"*1 de
(X7, (g))vev, t). Soit mg nt1 = (EQn+1, 0Qn+1, tn+1) la réduction & Q de mp41 € M(Rp41) qui
s’en déduit comme plus haut. Le changement de base de mg ,+1 a C, redonne mg .

Par récurrence, on obtient pour tout entier n une réduction mqg , = (£Qn, 0gn, tn) & @ du
point m,, = (&, On, tn) € M(R,,) déduit de m € M(R) par changement de base telle que I'image
de my4+1 dans M(R,,) soit isomorphe & m,,. Le morphisme Q-équivariant

Equn— Eqn XF Q=&
fournit par passage au quotient une section

on:Cph— E,/Q.
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Lorsque n varie, les sections obtenues s’inscrivent dans un diagramme commutatif

gn/Q — 5n+1/Q
O'nT To'nle
Cn Cn-i—l

ol les morphismes horizontaux sont les fleches canoniques de transition. Elles forment donc un
systeme inductif & = (op)n>1. Soit

C =1lim C,

et
£/Q =1im &,/Q.

Le systeme inductif & donne un élément, encore noté &, de

HomSpf(R) (07 5/@)

Comme Cp est propre sur Spec(R) et que £/Q est séparé et de type fini sur Spec(R), on sait,
d’apres le théoreme d’algébrisation des morphismes de Grothendieck (théoreme 5.4.1 de [Gro61]),
que 'application de prolongement aux complétés

Homgpee(r) (Cr, £/Q) — Homgye(r) (C, €/Q)

est une bijection. Il existe donc o € Homgpeo(r)(Cr, £/Q) qui s’envoie sur & par la bijection ci-
dessus. En utilisant de nouveau le théoreme d’algébrisation, on voit que o est en fait une section
de £/Q. Soit &g le Q-torseur au-dessus de C'r défini par

(c;Q :CR XU,S/Q E.

Par construction, £g est une réduction de £ a Q.
Soit
AdD (5@) = h_II)l AdD(gQ,n)-
n

Pour tout entier n > 1, la section 6,, de Adp(&,) se factorise par la section g, de Adp(Egn).
Par construction, les sections 6,, forment un systeme inductif et donc un élément noté de

Homgpt(r) (C, Adp(£q)).-
Par le théoreme d’algébrisation déja cité, on en déduit que 6 se factorise par une section g de
Adp(&g).
Par construction, le réduction modulo 7™ de xq(0g)(cor) est égale & x(0g.n)(oR,) =
XQ(tn). Il s’ensuit qu’on a
xq(0q)(0or) = xqQ(t).
Par conséquent le triplet mg = (&g, 8¢, t) est une réduction de m a Q. Soit mg x et mq . les

réductions a @ de mg et m, qui s’en déduisent par changement de base. Par platitude de &g
sur Cg, on a

deg(mq k) = deg(mq,x)-
Or mg est £-semi-stable : on a donc

¢ € —deg(mq,x) — Tag + a.
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Au paragraphe 8.8, on a introduit le sous-groupe parabolique Q¢ C @ qui vérifie £ — p € azgo et
0 € —deg(mq,,x) + a;°. On a donc

g S _deg(mQ(hH) + aao + ago

Il s’ensuit qu’on a
§ € (~deg(mq i) = Fag + a7) N (~deg(mg, x) + a5, +a7").

De Dégalité deg(mq k) = deg(mq,x), on tire (—Fag + ag) N (a(go + a7’) # 0. En projetant sur
ag, on trouve —tag N azg # () ce qui n’est pas : c’est la contradiction cherchée (cf. fin du §8.7).

9. Séparation du morphisme f¢
9.1 Enoncé
Le but de cette section est de prouver le théoreme suivant.
THEOREME 9.1.1. Supposons G semi-simple. Pour tout & € ar, le morphisme
fEME— A
est séparé.

Remarque. L’énoncé et la démonstration du théoreme 9.1.1 s’inspirent d’un théoréme de Langton
(cf. [Lan75, § 3 théoreme]). Faltings a donné une preuve du théoreme 9.1.1 pour £ = 0 et lorsque
le corps de base est de caractéristique nulle (cf. [Fal93, théoreme I11.4)).

Dans toute la suite, on suppose G semi-simple. D’apres le critere valuatif de séparation, il
est équivalent de prouver I’énoncé suivant.

PROPOSITION 9.1.2. Soit « une extension de k algébriquement close. Soit R un anneau de
valuation discréte complet, de corps des fractions K et de corps résiduel k. Soit m et m’ deux
éléments de ME(R) et mg et mh les éléments de M*(K) qui s’en déduisent par changement de
base. Supposons que ces objets satisfont les deux conditions suivantes :

— fE(m) = f&(m) ;
— il existe un isomorphisme ¢ : m’K — Mmg.

Alors il existe un unique isomorphisme ¢ : m’ — m qui prolonge ¢ .

9.2 Ou 'on se rameéne a un probléme sur un trait

Dans toute la suite, soit deux triplets m = (£,0,t) et m’' = (£',6,t) dans MS(R) tels que
fE(m) = f&(m’). Soit mp = (€, Ok, t) et m' = (Ex, 05, t) les triplets de M(K) qui s’en
déduisent par changement de base. Soit ¢ : m — mg un isomorphisme. On note encore ¢
I’isomorphisme G-équivariant sous-jacent

b Ef — Ek.
L’isomorphisme qui s’en déduit
Adp(¢k) : Adp(Ex) — Adp(Ek)
envoie 07 sur fx. On cherche & prolonger ¢x en un isomorphisme G-équivariant

¢:& =€
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de sorte que l'isomorphisme qui s’en déduit
Adp(¢) : Adp(E') — Adp(€)

envoie # sur 6. Soit 7 une uniformisante de R et B 1’anneau local de Cr en le point de codimension
1 défini par I'idéal (7). C’est donc un anneau de valuation discrete de corps résiduel le corps des
fonctions (C') de la courbe C,; et de corps des fractions le corps des fonctions F' de la courbe C.

LEMME 9.2.1. Pour que ¢ se prolonge a Cr =C X R il faut et il suffit qu’il se prolonge a
Spec(B). De plus, de tels prolongements, s’ils existent, sont uniques.

Démonstration. Un isomorphisme G-équivariant de £ sur £ n’est autre qu'une section globale
du Cr-schéma
Isomg(E, ) = (&' x¢, €)/G

ou G agit diagonalement & droite sur £ X, €. Lisomorphisme ¢ définit une section o de
Isomg (&', €) au-dessus de Ck. Tout prolongement de cette section & Cp est nécessairement
unique, d’ou l'unicité de I’énoncé. Supposons que ¢x se prolonge a Spec(B). La section ox
se prolonge donc a Spec(B) et par suite a un ouvert de Cr qui contient tous les points de
codimension <1. Comme Isomg (&', £) est affine sur Cg ; ¢’est méme un torseur sous Autg(€) ;
une telle section se prolonge automatiquement a Cr (cf. [Gro67, corollaire 20.4.12]). O

Notons que si ¢x se prolonge en un isomorphisme ¢, l'isomorphisme Adp(¢) envoie
nécessairement 6 sur 6 puisque les sections Adp(¢)(0’) et 6, qui coincident sur un ouvert de Cg,
sont en fait égales.

9.3 Etude sur le trait Spec(B)

Pour toute extension K’ finie de K soit R’ la cloture intégrale de R dans K'. Soit F” le corps
des fonctions de la courbe relative Cr = C X R’ et B’ la cloture intégrale de B dans F’. Dans
la démonstration du lemme 9.2.1, on a vu que ¢ s’interprete comme une section du C'r-schéma
affine Isomg (&', €) et que prolonger ¢ revient a prolonger cette section & Spec(B). Comme B
est normal, ¢ se prolonge & Spec(B) si et seulement si le changement de base de ¢ & K’ se
prolonge & B’. Dans la suite, on pourra toujours, s’il le faut, remplacer K par K'.

Soit (a,t) € Ag(R) défini par (a,t) = f5(m). Soit t, € t98[[250]](R) I'unique élément dont
la caractéristique est la restriction de a a Spec(R[[2x]]) et dont la réduction modulo zs, est t.

Soit M C L les deux sous-groupes de Levi dans L tels que (a, t) appartienne en fibre générique
a xE(ALen(K)) et & xM (Apren(s)) en fibre spéciale (cf. proposition 3.6.2). Soit (ar, t) € Ar(R)
I'unique point tel que (a,t) = x&((ar, t)) (cf. proposition 3.5.1).
LEMME 9.3.1. Quitte a remplacer K par un extension finie K' assez grande et R par R/, on est
dans la situation suivante :

(1) il existe un point X € [(B) qui vérifie :
(a) xr(X) coincide avec ay, sur Spec(B) ;

(b) Ila réduction X de X modulo 7 appartient a m(x(C)) et est conjugué a la réduction
modulo 7 de t, par un élément de M((z))(K) ;

(2) il existe des trivialisations des G-torseurs £ et £ sur Spec(B) tels que les trivialisations de
Adp(€) et Adp(E’) qui s’en déduisent envoient 0 et 0" sur X.

Démonstration. La section de Kostant montre qu'un point X € [(B) qui vérifie (1)(a) existe.
Par la proposition 3.9.1 et le lemme 3.8.1, on peut supposer que, quitte a conjuguer X par un
élément de L(x(C)), lassertion (1)(b) est aussi vérifiée.
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Si Pextension K’ est assez grande les torseurs £ et £ sont triviaux sur Spec(B’) (théoreme 2
de [DS95]). Quitte & remplacer R par R, on peut supposer que les torseurs £ et £’ sont triviaux
sur Spec(B) et méme, d’apres le lemme 9.3.2 ci-dessous qu'il existe des trivialisations qui vérifient
Passertion (2). a

LEMME 9.3.2. Soit a € cat™8(B). Soit X et Y deux éléments de g(B) tels que
xG(X) =xa(Y).

Il existe une extension finie K’ de K telle que X et Y sont conjugués par un élément de G(B'),
ot B’ est la cloture intégrale de B dans le corps des fonctions de Ck.

Démonstration. Pour tout B-anneau A soit
T(A)={geG(A)|Ad(g)X =Y}.

Rappelons que B a pour corps des fractions le corps F' des fonctions de Cg et pour corps
résiduel le corps de fonctions x(C) de C\. D’apres le lemme 3.8.1, ’ensemble 7 (k(C')) est non
vide et, quitte a remplacer K par une extension finie, on peut supposer qu’il en est de méme
pour 7 (F). On en déduit que le foncteur 7 est représenté par un torseur encore noté 7 sous
le schéma en groupes Tx qui centralise X. Or vu I'hypothese de a € cat™8(B), ce schéma en
groupes est un schéma en tores. Comme le torseur 7 est trivial en fibre générique Spec(F'), il
est trivial globalement (cf. par exemple [CS78] proposition 2.2). Il posseéde donc une section sur
Spec(B). O

Désormais on fixe X € g(B) et des trivialisations de & et £ sur Spec(B) qui vérifient les
assertions du lemme 9.3.1. On obtient alors une trivialisation de ¢x qui s’identifie & la translation
a gauche par un élément § € G(F') qui vérifie

Ad(HX = X.
Il résulte du lemme 9.2.1 et des considérations ci-dessus qu’on a le lemme suivant.

LEMME 9.3.3. Le morphisme ¢ se prolonge si et seulement si § € G(B).

Comme la restriction de a définit un élément de car™&(B), la réduction modulo 7 de X est
encore semi-simple réguliere. Le centralisateur de X dans G xj B est donc un schéma en tores
sur B. Comme B est normal, on sait qu’un tel schéma en tores est isotrivial. Autrement dit,
le tore T'x r se déploie sur une extension séparable et non ramifiée. On en déduit qu’il existe
A€ Xy (Tx) et un élément h € Tx (F) N G(B) tel que

d = A(m)h.
Comme h € G(B) centralise X, on peut composer la trivialisation de £ avec h sans que
la condition (2) du lemme 9.3.1 soit affectée. Quitte a changer de trivialisation, on peut
et on va supposer que h=1. Notons que A est nécessairement fixe sous Gal(Fs/F).
La caractéristique xr,(X) est égale a la restriction de ay, & Spec(B). Comme (ay,, t) définit en fibre

générique un point de Ay, o1(K), le tore T'x, r est un sous-F-tore elliptique de L (cf. corollaire 3.9.2
et lemme 3.8.1) ce qui se traduit par I’égalité

X (Tx) ST = X (AL)

ou Ay, est le centre connexe de L. Ainsi A € X,(Ap). Le lemme suivant, combiné au lemme 9.3.3,
montre 'existence du prolongement de ¢g-.
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LEMME 9.3.4. Sous les hypotheéses ci-dessus, on a A = 0.

9.4 Preuve du lemme 9.3.4

On continue avec les notations du paragraphe précédent. Notons tout d’abord que le lemme
est évident si L = G puisque dans ce cas X,(Ag) = 0. Dans la suite, on suppose donc qu’on a
L # G. On raisonne par 'absurde en supposant A # 0 et on cherche une contradiction. Soit P,
respectivement P, le sous-groupe parabolique dans F (L) défini par la condition suivante : les
racines a de T dans P satisfont I'inégalité a(A) > 0, respectivement a(A) < 0. Ces sous-groupes
sont opposés au sens oil 'intersection P N P est un sous-groupe de Levi commun. On notera
que cette intersection contient le sous-groupe de Levi M défini au §9.3 et que ces sous-groupes
paraboliques sont propres puisque A n’est pas nul. Soit r le plus grand entier a(\) lorsque «

parcourt ’ensemble @% des racines de T' dans G. Soit
g= Yo
aeX*(T)

le décomposition de g en espaces propres pour l’action de 7T'. Pour tout entier ¢ qui vérifie
—r <1 < r, soit

g; = O
{aeX*(T)|o(N)=i}

9+ = EB 9i-

{—r<i<r}

et

Les sous-espaces g, et g, sont stables par P et g_,. est stable par P.
L’inclusion
" Ad(\(m))g(B) C g(B) (9.4.1)
est une inclusion entre deux sous-B-modules de g(F'), libres et de rang maximal, qui fournissent
chacun un prolongement a Cr du fibré vectoriel Adp(Ex) sur Ck (cf. proposition 6 de [Lan75]).
L’un, celui associé a g(B), n’est autre que Adp(E) et on note 'autre V. Dans la suite, on note

& et Vi le G-torseur et le fibré vectoriel sur Cx, = C' X k déduits de £ et V par changement de
base. On déduit de l'inclusion (9.4.1) un morphisme de fibrés vectoriels

Y — Adp(E). (9.4.2)

Soit W et Q le noyau et I'image du morphisme V,, — Adp(&,). Notons que W est localement
facteur direct de V.. Ce n’est pas le cas pour Q qui est simplement un sous-faisceau locale-
ment libre de Adp(&). On a

deg(Vy) =0.

En effet, par platitude on a deg(V,) =deg(Vk) et d’autre part deg(Vk) = deg(Adp(Ek)) =0.
Comme deg(V,) =0, on a

deg(W) = —deg(Q). (9.4.3)
Soit
Adp(&) —V
I'unique isomorphisme qui, en fibre générique, est le composé de I'isomorphisme

Adp(éx): Adp(Ek) — Adp(Ek)
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par ’homothétie de rapport 7" et qui sur Spec(B) coincide avec 'isomorphisme
g(B) — 7" Ad(A())g(B)

donné par 7" Ad(A(7)). En composant cet isomorphisme avec le morphisme V — Adp(€) défini
n (9.4.2), on obtient un morphisme de fibrés vectoriels sur Cr

Adp(&') — Adp(&), (9.4.4)
qui donne, en fibre spéciale, un morphisme
Adp(&L) — Adp(&E) (9.4.5)

dont on note W' le noyau. Par construction, on a W ~W et I'image de ce morphisme est le
fibré vectoriel Q. Vu (9.4.3), on a

deg(W') = —deg(Q). (9.4.6)

On a fixée au §9.3 des trivialisations de £ et £ sur Spec(B) qui vérifient les assertions du
lemme 9.3.1. Via ces choix, le sous-groupe parabolique P de G définit une réduction générique
de & & P qui s’étend automatiquement en une réduction notée 6'}37 . de & a P sur C,. De méme,
on note £p ,; la réduction de &, a P qui prolonge la réduction générique donnée par P C G.

LEMME 9.4.1. Avec les notations ci-dessus, on a :

(1) une égalité &, x g, = W' ;

(2) une injection @ — Ep . X kPAd g_, entre fibrés vectoriels de méme rang.
Démonstration. Comme Ep kaAd g, et W' sont des sous-fibrés vectoriels de Adp(E;.), il suffit

de vérifier 1 au point générique de Cy. De méme, comme Q et £p . PAd

faisceaux localement libres de Adp(&y) et que Ep fAd g_, est méme localement facteur direct,

il suffit de vérifier 2 au point générique de C,;. Or, dans les trivialisations £ et £’ sur Spec(B) qu’on
a fixée au §9.3, le morphisme (9.4.4) est le morphisme g(B) — g(B) donnée par 7" Ad(A(7)). En
particulier, en réduction modulo 7, ce morphisme est la projection de g(k(C)) sur g_,.(k(C)) de
noyau g, (k(C)). Le lemme est alors clair. O

g_, sont des sous-

LEMME 9.4.2. Soit i € X*(P) le déterminant de I’action adjointe de P sur g,. On a I'inégalité
deg((Ep,)) > deg(u(Ep,y))- (9.4.7)

Remarque. Le caractere p est un plus haut poids dans la représentation de G sur /\dlm g+) L
s’écrit donc dans la base Ap avec des coefficients positifs dont 'un au moins est non nul.

Démonstration. D’apres I'assertion (1) du lemme 9.4.1, on a
deg(W') = deg(Ep,, x; " 94) = deg(u(€p,.)).
D’apres l'assertion (2) du lemme 9.4.1, on a
deg(Q) < deg(Ep,, x ;™ g_,) = —deg(u(Ep..)).
On peut alors conclure puisque deg(W') = —deg(Q) (cf. (9.4.6). O

On a défini au §9.3 un sous-groupe de levi M. Comme P et P contiennent tous deux M,
il résulte de la proposition 4.10.1 et de sa démonstration que les torseurs El’pﬁ et &p ,, sont les
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premiers facteurs de triplets mjp, et mp ,, qui sont des réductions a P et P de m/, et m,. Or,
par hypothese, ces triplets de Hitchin sont &-stables. On a donc, d’une part,

¢ € —deg(mbp,,) — Tap +aff

(rappelons que ag = {0} puisque G est semi-simple) d’ou (cf. la remarque qui suit le lemme 9.4.2)

p(€) < —p(deg(mp,.)) = —deg(u(Ep,))
et d’autre part

£ € —deg(mp,,) — *agop + ay’

ce qui implique 'inégalité

—p(§) < p(deg(mp ) = deg(u(Ep ))-
On a donc

deg(u(Ep,)) < —p(€) < deg(u(Ep,,))

ce qui contredit 'inégalité (9.4.7) du lemme 9.4.2. C’était la contradiction recherchée au début
de ce paragraphe.

10. M¢ est un champ de Deligne-Mumford

10.1 Enoncé
L’objet de cette section est de prouver le théoreme suivant.

THEOREME 10.1.1. Pour tout groupe semi-simple G' et tout paramétre £ en position générale
(cf. définition 6.1.3), le champ MSG est un champ de Deligne-Mumford.

La démonstration se trouve au paragraphe suivant.

10.2 Démonstration

On fixe un groupe semi-simple G et un parametre £ en position générale. Soit (€, 6, t) € M (k)
et Autg (&, 0) le sous-schéma en groupes de Autg(E) qui centralise 6. Le foncteur qui, & un
k-schéma S, associe le groupe des sections sur C' xj S du schéma en groupes Autg (&, 0) xi S
est représenté par un schéma en groupes sur k. Il s’agit de voir que ce groupe est non ramifié, ou
encore, par un critere différentiel, que son espace tangent sur k est trivial. Or cet espace tangent
admet la description suivante : c’est 'espace des sections ¢ € H°(C, Ad(€)) qui commutent & 6
c’est-a-dire telles que le crochet [, ] est nul. La nullité de l'espace tangent résulte donc de la
proposition suivante.

PROPOSITION 10.2.1. Pour toute section ¢ € HY(C, Ad(E)) telle que [0, ¢] =0 on a
p=0.

Démonstration. Soit ¢ comme ci-dessus. Notons que, par le lemme évident ci-dessous, la
caractéristique de ¢ est constante.

LEMME 10.2.2. L’espace des sections H°(C, carg) s’identifie a carg(k).

Soit M € L tel que f(€,0,t) € Xé/[(AM@H(k)) et F' le corps de fonctions de la courbe C.

LEMME 10.2.3. II existe une trivialisation générique de & qui vérifie les deux assertions
suivantes :
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(1) Iidentification de Adp(E) avec g(F') qui en résulte envoie § sur un élément X € m(F)
qui est semi-simple, G-régulier et elliptique dans M et qui vérifie I'assertion (1) de la
définition 7.6.1 ;

(2) lidentification de Ad(E) avec g(F') qui en résulte envoie ¢ sur un élément Y € t(k).

Démonstration. On a vu dans la preuve de la proposition 7.6.3 qu’il existe une trivialisation
générique de £ qui vérifie l'assertion (1). Dans l'identification de Ad(E) avec g(F), la section
¢ s’envoie sur un élément de g(F') noté Z. Comme Z commute & X et que le centralisateur
de X dans g est inclus dans m, on en déduit que Z appartient & m(F'). La caractéristique
XM (Z) € cary (F) s’envoie par XAG4 sur la caractéristique de ¢ qui par le lemme précédent est
un élément de carg (k). Il s’ensuit que xp(Z) appartient & cary (k) et qu'on peut trouver un
élément Y € t(k) tel que xpm(Y) = xm(Z). Le lemme 3.8.1 montre que Y et Z sont conjugués
par un élément de M (F). Le lemme est alors évident. O

On fixe désormais une trivialisation générique de £ qui vérifie le lemme 10.2.3. Soit X € m(F')
et Y € t(k) les éléments qui s’en déduisent. Soit L le centralisateur de Y dans G. On vérifie que
L est un élément de £%(T) qui contient M. Soit @ un sous-groupe parabolique de G de Levi L.
On notera le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur.

LEMME 10.2.4. Le morphisme Ng — ng donné par n Ad(n=1)Y — Y est un isomorphisme.

Soit V' I'ensemble des points fermés de C'. On reprend les notations de la section 7. On déduit
de la trivialisation générique du torseur £ et de 'existence d’une trivialisation sur un voisinage
formel de tout point v € V' une famille (g, ),cy telle que :

(1) gv € G((20))(k)/G][z0]](k) est trivial sauf pour un nombre fini de v ;
(2) Ad(g, )Y € gl[=]](k) ;

(3) la projection de & sur a%;/[ appartient a la projection sur aAG/[ de ’enveloppe convexe des
points

_HP( gv ’UEV Z HP gv
veV

La condition (2) traduit le fait que ¢ est une section globale de Ad(E) et la condition (3) la
¢-stabilité du triplet (&, 6, t) (cf. condition (d) de la définition 7.6.1).

LEMME 10.2.5. Pour tout v € V, la classe g, se reléve en un élément de L((zy))(k).

Démonstration. Soit () un sous-groupe parabolique de G de Levi L. Par la décomposition
d’Iwasawa, 1’élément g, se releve en un élément [,n, avec l, € L((zy))(k) et n, € No((zv))(k).
Le fait que L centralise Y et la relation (1) ci-dessus entrainent alors qu’on a

Ad(n, )Y € g[[z]](k)
d’ou
Ad(ng )Y =Y € ngl[z.]](k).

Par le lemme 10.2.4, on a alors n, € Ng[[2y]](k). D’ou le lemme. O

Le lemme précédent implique que le triplet (£, 6, t) possede une «réduction» au sous-groupe
de Levi L. Il implique aussi que la projection sur af de l'enveloppe convexe de 3 ci-dessus est
réduite a un point qui est nécessairement un point du réseau X, (L) défini au §5.1. La &-stabilité
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entraine que la projection de £ sur af appartient a ce réseau. Si L # G, cela contredit le fait que
& soit en position générale. On a donc L=G et Y =0 d’ou ¢ =0. O

11. Comptage des points rationnels dans une fibre

11.1 Le théoréme principal

Voici la situation qui va nous occuper jusqu’a la fin de cette section. Rappelons qu’on a fixé
en §3.2 une courbe C sur k ainsi qu’un diviseur D et un point oo € C'(k). On suppose que C
provient par changement de base d’une courbe Cy sur [F,. Soit 7 I’'automorphisme de Frobenius
de k donné par x +— x9. On note encore 7 I'automorphisme 1 x 7 de C' = Cy xp, k. On suppose
que D et oo sont fixes sous 7.

Soit F' le corps des fonctions de C'. L’automorphisme 7 de C' induit un automorphisme de F'
encore noté 7 dont ’ensemble des points fixes est précisément le corps £y de la courbe Cy. Soit V,
respectivement Vj, ’ensemble des points fermés de C, respectivement Cj. Pour tout vy € V), soit
Fy vy le complété de Fy en v ; on note simplement 7 I’automorphisme 7 ® 1 de

F &g, Fou = H F,

veV,w|vg

ou F, est le complété de F' en v. On identifie F, & k((2y)) et Foy, & Fg((2y,)) par le choix
d’uniformisantes. Soit A 'anneau des adeles de F. Cet anneau est naturellement muni d’une
action de 7 pour laquelle le sous-anneau des points fixes sous 7 s’identifie & 'anneau Ay des
adeles de Fy.

On suppose que le groupe G est semi-simple et que le couple (G, T) (cf. §2) provient d'un
couple analogue (Gg, Tp) défini sur I, tel que le tore T soit déployé sur F,. Dans ce cas, tous
les sous-groupes de Levi ou paraboliques de G' qui contiennent T" proviennent d’objets analogues
définis sur [F, relatifs & (Go, 7p). On note encore 7 'automorphisme de G = G xf, k donnée par
1 x 7. On en déduit un automorphisme toujours noté 7 des groupes de points de G a valeurs
dans F', A ou F ®p, Fo ., pour tout vy € Vp.

Comme le diviseur D sur C est fixe par 7, il se descend en un diviseur Dg sur Cy de la forme
Z dyv.
veEVY
Soit 1p, la fonction sur g(Ag) qui est la fonction caractéristique de ’ensemble
—dy
IT = “ollz]l(Fy).
veVh
Pour alléger un peu les notations, on pose
K =[] Gll=](F),
veVh

c’est un sous-groupe ouvert et compact de G(Ag). De plus, la fonction 1p, est invariante sous
I’action adjointe de K.

Pour tout § € M (F), soit M®(Fy) C M(F), respectivement m®(Fy) C m(F), le sous-groupe des
points fixes sous Int(J) o 7, respectivement la sous-algebre de Lie des points fixes sous Ad(d) o 7.
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L’automorphisme de Frobenius 7 agit également sur les espaces A et Ajys pour tout M € L.
Soit (a,t) € A(k) un élément fixe par 7. Il existe M € L et (ap,t) € Apen(k) tels que

M
(a,t) = x¢ ((ar, 1))
D’apres les propositions 3.5.1 et 3.6.2, de tels éléments existent et sont uniques : en particulier
ils sont fixes sous 7.

Voici le principal théoreme de cette section. Il exprime le nombre de points rationnels d’une
fibre de f¢ en termes d’intégrales orbitales pondérées d’Arthur.

THEOREME 11.1.1. Soit £ en position générale. Soit M € L un sous-groupe de Levi, (aps,t) €
Apren(k) fixe par 7 et (a, t) = x4 ((an, t)). Le cardinal du groupoide des points rationnels de la

fibre de f¢ en (a,t) est égal a
vol(ap /X, (M)) " - vol(a, t) - Y > Ji(Ad(h™)X, 1p,)
h X

ou :
— h parcourt I'ensemble des doubles classes
he M(F)\ M(A)/M(Ao)
qui vérifient
§=hr(h)' e M(F) ;

— X parcourt un systéme de représentants de 'ensemble des classes de M®(Fy)-conjugaison
dans ’ensemble

{X € m’(Fo) | xar(X) = anmspec(rn) }
des X € m?(Fy) dont la caractéristique x 7 (X) est égale & la restriction de ays a Spec(Fyp) ;
— J$(Ad(h™1) X, 1p,) est I'intégrale orbitale pondérée d’Arthur définie en (11.11.1) ;
— le volume vol(a, t) est défini au §11.5 1.(11.5.3).

Remarques. Les intégrales orbitales pondérées considérées ci-dessus dépendent de choix de
mesures de Haar sur aps (cf. §11.11) et sur certains tores (cf. §11.5). Comme ces choix
interviennent aussi dans les facteurs vol(ays/ X, (M)) et vol(a, t), la somme qui apparait dans le
théoreme 11.1.1 ne dépend d’aucun choix.

Le cardinal d’une fibre de Hitchin &-stable ne dépend pas du choix de £ générique. Comme
I'un des rapporteurs de cet article le note, il serait intéressant de disposer d’une explication de
nature géométrique. Il est clair que la notion de &-stabilité ne dépend que de la composante
connexe de £ dans 'ouvert «générique». Ngb a construit une action d’un champ de Picard sur
une fibre de Hitchin M, (cf. [Ngo06]). Via un morphisme degré, ce champ agit aussi sur ar de
sorte que si l'action envoie £ sur &', le tronqué M§ est envoyé sur MSI. Cependant 'action
de ce champ n’est en général pas transitive sur ’ensemble des composantes connexes de 'ouvert
générique. Il faudrait analyser ce qui passe lorsqu’on «franchit un mur» (c’est probablement relié
aux travaux [DH98| et [Tha96)).

Lorsque 'ensemble de cohomologie H'(Gal(Fy™/Fp), G(Fy®)) est trivial (ot Fy™® est une
cloture séparable de Fy), par exemple lorsque le groupe G est semi-simple simplement connexe,
on peut montrer que I'’ensemble des doubles classes h est réduit a un élément. En particulier,
le théoreme 11.1.1 donne bien le théoreme 1.4.1 de lintroduction. La démonstration du
théoreme 11.1.1 repose sur la description adélique d’une fibre de Hitchin dont on prend les
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points «fixes par Frobenius». Lorsque le H' précédent est trivial, les triplets de Hitchin sur la
courbe Cjp sont génériquement triviaux et, pour le comptage, on pourrait tout autant utiliser
une description adélique des triplets de Hitchin sur Cj.

Avant d’entamer la démonstration du théoreme 11.1.1 qui va nous occuper jusqu’a la fin de
cette section, nous allons donner quelques rappels sur le cardinal d’un groupoide quotient et sur
ses points fixes sous un automorphisme.

11.2 Points fixes sous un automorphisme
Soit X un ensemble et G un groupe abstrait qui agit a gauche sur X. Soit 7 un automorphisme
de G. Soit une bijection de X', encore notée 7, compatible a 'automorphisme de G au sens ou
I'on a

m(g-x)=7(g)  7(x).
Par définition, le groupoide des points fixes sous 7 de [G \ X] est le groupoide [G \ X7] ou :

— X7 est ensemble des couples (z, g) € X x G tels que
g-T(x)==2;
— G agit a gauche sur X7 par
h-(z,g) = (hx, hgr(h)™h).

11.3 Cardinal d’un groupoide

Soit X un ensemble et G un groupe abstrait qui agit a gauche sur X'. On suppose que pour tout
x € X, le stabilisateur stabg(x) de x dans G est fini. On suppose aussi que ’ensemble G \ X' des
orbites de X' sous G est fini. Le cardinal du groupoide quotient [G \ X] (cf. (1) (7.6.1) du §7.6)
est par définition

1

card([G\X]) = > e

zeG\X

11.4 Premieére étape

Dans la suite, on fixe M €L et des couples (ap,t) et (a,t) comme dans I'énoncé du
théoréme 11.1.1. Soit € € ap un élément quelconque. La fibre du morphisme de Hitchin f¢
au-dessus de (a, t) s’identifie par la proposition 7.6.3 au groupoide quotient [M(F') \ X(Ea t)] ou

I’ensemble X(ga " est celui de la définition 7.6.1 du paragraphe 7.6. Nos hypothéeses entrainent que

7 induit une bijection de cet ensemble compatible a I’action de 7 sur M (F) (au sens du §11.2). On
cherche une expression pour le nombre de points sur F, de cette fibre, c’est-a-dire le cardinal du

groupoide des points fixes sous 7 de [M(F') \ X({a’ t)], en termes d’intégrales orbitales pondérées.

Comme le morphisme de Hitchin ﬁ est de type fini (cf. proposition 6.1.5), les hypotheses de
finitude requises (cf. §11.3) sont bien vérifiées.

Suivant le paragraphe 11.2, on introduit I’ensemble X(%Z) formé des triplets (X, (gv)vev, 0)
tels que (X, (gv)vev) € Xfa petde M (F) vérifient les relations

Ad(8)T(X) = X (11.4.1)
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et
57—((91))1)6\/) = (gv)vGV- (11.4.2)

Le groupe M(F) agit sur les deux premiers facteurs par l'action décrite au §7.6 et par
T-conjugaison sur le deuxieme facteur (c’est-a-dire un élément v € M (F') agit sur § € M (F)
par v97(y)~!). La premicere étape du comptage consiste & décrire un systeme de représentants
des orbites de X(%’Tt) sous l'action de M (F'). Pour cela, on introduit quelques notations
supplémentaires.

Pour tout g € G(A), soit 1574 la fonction sur ays caractéristique de 'enveloppe convexe des
points —Hp(g) pour P € P(M). La définition 7.5.1 du § 7.5, appliquée au groupe M et & son
sous-groupe parabolique P = M, donne un morphisme

Hy: M(A) — apy.
Soit £y la projection de & sur aps suivant la décomposition ap = aps & aJM .
LEMME 11.4.1. Considérons les ensembles suivants :
(1) un systéme de représentants dans M (A) de ’ensemble des doubles classes
he M(F)\ M(A)/M(Ao)
qui vérifient
hr(h)™t e M(F) ;

(2) pour tout 6 € M(F), un systéme de représentants dans m?(Fy) de I’ensemble des classes de
M?(Fy)-conjugaison dans I’ensemble

{X em’(Fy) | xn(X) = ansspec(ry) }
des X € m%(Fy) dont la caractéristique xp;(X) est égale & la restriction de ay; & Spec(Fp) ;
(3) pour tous h € M(A) et § € M(F) tels que § =h7(h)™! et tout X € m®(Fy) semi-simple
G-régulier, un systeme de représentants dans G(Ag) de ’ensemble des doubles classes
Int(h~")Tx (Fo) \ G(Ao)/K,
ott Tx (Fy) est le centralisateur de X dans M°(Fy), qui vérifient les deux conditions :
(a) 1p,(Ad(g™!) Ad(h™H)X)=1;
(b) Larg(€ar + Har(h)) = 1.
L’application
(X, g, h) = (X, hgG(O), hr(h)™")
de I’ensemble formé des triplets (X, g, h) tels que h, X et g appartiennent aux ensembles décrits
respectivement en (1), (2) et (3) (pour 6 = h7(h)~!) vers é\.’({d;) est injective et son image est un
systeme de représentants de I'ensemble des classes M (F') \ X(gaTt)

De plus, le cardinal du stabilisateur dans M (F) de I'image de (X, g, h) est donné par le
cardinal de I’ensemble fini

(Int(h"Y)Tx (Fo)) NgKg*.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que ’application en question induit une application bijective
sur le quotient M (F)\X(i;) Montrons tout d’abord la surjectivité. Partons d’un triplet

(X, (gv)vev, 0) dans X(%Z)‘ Rappelons que g, désigne une classe dans G((z,))(k)/G][z]](k).
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Soit un élément g € G(A) tel que pour tout v la composante en v releve g,. Par la relation (11.4.2)
ci-dessus, on a
g'or(9) € [T Gll=i(k).
veV
Par le théoreme de Lang (appliqué aux quotients (connexes) du k-groupe pro-algébrique G[[zy]]),
on sait qu'un tel élément s’écrit 27(z ') pour un certain x € [, .y, G[[2.]](k). Quitte & remplacer
g par gz, on peut et on va supposer qu'on a

g tor(g) =1 (11.4.3)

veV

autrement dit la classe de T-conjugaison de § dans G(A) est triviale. Cela implique que la classe
de T-conjugaison de ¢ dans M (A) est triviale (nous n’avons pas trouvé de référence : on donnera
un argument dans article suivant). Il existe donc h € M (A) tel que

6 =hr(h)™L.
Quitte a faire agir M (F') sur le triplet (X, (gy)vev,d), on peut supposer que h appartient a
I'ensemble décrit en (1).

D’apres la relation (11.4.1), Pélément X appartient & m%(Fp). Soit t, € £°°8[[24]](k) 'unique
relevement de ¢ dont la caractéristique est a. De méme, on peut définir un point ¢,,, associé au
couple (aps, t). Mais par unicité de t,, on a t, =t,,,. Ainsi la caractéristique xas(tq) est ans.
La condition (1)(bis) de la définition 7.6.2 entraine que X est conjugué a t, par un élément de
M ((2e0))(k) d’ot

xm (X) =xm(ta) = anm.
Quitte & faire agir M%(Fy) sur le triplet (X, (gu)vev,d), ce qui ne change pas § ni la
condition (11.4.3), on peut supposer que X appartient a I’ensemble décrit en (2).

Posons go = h™'g. Alors la relation (11.4.3) se traduit par
go € G(Ao)

Quitte & faire agir T (Fy) (qui est inclus dans M%(Fp)) sur le triplet (X, (gy)vey, d), on peut
supposer de plus que gy appartient a ’ensemble décrit en (3). Les conditions (2)(b) et (2)(d) des
définitions 7.6.1 et 7.6.2 se traduisent par les condition (3)(a) et (b) ci-dessus. On a donc prouvé
la surjectivité voulue. On laisse le soin au lecteur de vérifier I'injectivité.

Le centralisateur de (X, (gy)vev, d) = (X, hgG(O), hr(h)~1) dans M (F) est le groupe

{t € Tx (Fo) | (tgo)vev = (90)vev} = Tx(Fo) N [ | 9.Gllz]I(k)g !
veV

~ (Int(h~"HTx (Fp))NgKg™*
ce qui donne la derniere assertion. O

11.5 Mesures de Haar

On munit G(Ag) de la mesure de Haar normalisée par
vol(K) =1.

Plus généralement pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P de G, les groupes Mp(Ag)
et Np(Ap) sont munis des mesures de Haar normalisées par

VOI(MP(AQ) N K) =1 et VOI(NP(A()) N K) =1.
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Soit Xo € m(Fp) dont la caractéristique est égale a la restriction de aps & Spec(Fp). Un tel
Xy existe par la section de Kostant relative a M. On munit Ty, (Ag) d’une mesure de Haar. Soit

TXO (Ao)l = TXO (Ao) N Ker(HM) ;

c’est un sous-groupe ouvert de T'x,(Ap) qu’on munit de la mesure induite. On munit T'x, (Fp) de
le mesure de comptage et T, (Fp) \ Tx,(Ag)! de la mesure quotient.

LEMME 11.5.1. Le volume du quotient ci-dessous est fini
vol(T'x, (Fo) \ Tx, (Ag)!) < oc. (11.5.1)

Démonstration. D’apres le corollaire 3.9.2, il existe un élément X € m(F'), semi-simple, G-
régulier et elliptique dans m(F). D’apres le lemme 3.8.1, X et X sont conjugués sous M (F').
On en déduit que le plus grand sous-tore Fj-déployé de T'x, est inclus dans le centre connexe de
M x Fy (et en fait égal). Ainsi, le T, est Fp-elliptique dans M et ’on sait bien que le quotient
Tx,(Fo) \ Tx,(Ag)! est alors compact (cf. par exemple [Spr79], théoréme 4.11) d’ott la finitude
du volume. a

Soit 6 € M(F) et h € M(A) tels que § = hr(h)™!. Soit X € m?(Fy) de caractéristique ayy.
La condition sur la caractéristique entraine qu’il existe m € M(F) tel que X = Ad(m™')Xq (cf.
lemme 3.8.1). Soit

Y = Ad(h™ )X = Ad((hm)™ ) X,.

On remarque que Y € m(Ag). Soit Ty (Ao) le centralisateur de Y dans M (Ag). L’automorphisme
Int(hm)~! induit un isomorphisme de T'x,(Ag) sur Ty (Ag). On munit ce dernier de la mesure
de Haar obtenue par transport par cet automorphisme. Posons un peu abusivement

Ty (Fy) = Int(hm) ' Tx, (Fy).
Ce groupe est discret et on a, par nos choix de mesures,
vol(Ty (Fy) \ Ty (Ag)') = vol(Tx, (Fo) \ Tx, (Ao)), (11.5.2)
ot I'on pose Ty (Ag)! = Ty (Ag) N Ker(Hyy). On note
vol(a, t) (11.5.3)
le volume ci-dessus.

11.6 Réseaux dans aps

Soit Gy le revétement simplement connexe de G. Soit L € £L%(T) un sous-groupe de Levi semi-
standard. Soit Lg. 'image réciproque de L dans Gg.. Soit Lger le groupe dérivé de L et Lgc le
revétement simplement connexe de Lger. On ne confondra pas Lg. et Lgc. Le groupe Lgc est en
fait le groupe dérivé de Ly.. On note encore 1% le tore obtenu par image réciproque de T dans?
ou? peut étre 'un des trois groupes Lger, Lsc ou Lgc. Soit

7T1 (Lder) = COker(X* (TLSC) - X* (TLder))'

Le morphisme de restriction X*(L) — X*(T) et donne dualement un morphisme X, (7') —
X.«(L) oul'on a posé X, (L)=Homgz(X*(L),Z).
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LEMME 11.6.1. On a un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes.

0 0 0

O — X*(TLSC) I X*(TGSC)

Xie(Lse) —0

00— Xu(TLy,,) — Xu(T) Xu(L) ——0
0 — 71 (Lder) 71 (G) Xo(L)/Xi(Lse) —=0
0 0 0

Démonstration. Traitons 'exactitude de la deuxieme ligne. Il s’agit d’une suite de Z-module
libre dont la suite duale est la suite exacte

0> X*(L) — X*(T) —> X*(T,,.) —=0.
Seule la surjectivité est moins évidente. Elle résulte des isomorphismes
T/TLder = Zg/(Zg N Lder) = L/Ldera

ot Z9 est le centre connexe de L, et de 'égalité X*(L) = X*(Lger)-

L’exactitude de la premiere ligne se déduit de celle de la deuxieme lorsqu’on remplace L par
L. L’injectivité des deux premieres fleches verticales est bien connue. On rappelle que X, (7T¢..)
est le sous-Z-module de X, (T') engendré par les coracines de T dans G. Le reste du diagramme
se déduit alors du lemme du serpent et de l'injectivité de

T1(Lder) — m1(G)
c’est-a-dire de I'inclusion
Xo(Try,) N Xu(Ta,.) € Xa(Trge)-
Cette derniere est évidente car X, (T, ) est d’indice fini dans X, (77, ) et d’autre part X, (Tr)
est facteur direct dans X, (Tq,, ). O

Le lemme 11.6.1 montre que la projection ar — ays envoie X, (7") surjectivement sur X, (M).
D’autre part, elle envoie le sous-Z-module X, (T¢., ) surjectivement sur le sous-Z-module X, (M)
de X.(M).

11.7 Le poids W?\/I
Pour tout g € G(A), on introduit le poids
wis(9) = {1 € Xu(M) | Larg(Enr + ) = 1}

qui est le nombre (fini) de points de ’ensemble &y + X (M) qui appartiennent a l’enveloppe
convexe des points —Hp(g) pour P € P(M).

LEMME 11.7.1. La fonction poids g € G(A) — wa(g) est invariante a gauche par M(A).
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Soit h et X deux éléments respectivement des ensembles décrits en (1) et (2) du lemme 11.4.1
pour 6 = hr(h)~!. Soit Y = Ad(h)~'X. On a une suite exacte (avec les notations du § 11.5)

1 — Ty (Ao)! — Ty (Ag) 24 X, (M) — 0.
Démonstration. L’action a gauche de h € M (A) translate ’enveloppe convexe des points —Hp(g)
par le vecteur Hy;(h). Comme ce dernier appartient & X, (M), cela ne change pas w5, (g).

Dans la suite exacte, seule la surjectivité a droite n’est pas évidente. Soit Xy € m(Fp) de
caractéristique ap;. Comme lapplication Hys est invariante sous l'action adjointe de M (A)
et qu'il existe un élément de M(A) qui conjugue Y et Xy d'une part et Ty (Ag) et Tx,(Ao)
d’autre part (cf. §11.5), on peut supposer qu'on a Y = Xj. En combinant le lemme 3.8.1 et la
proposition 3.9.1, on montre que Xy et t, sont conjugués par m € M ((2«0))(k) (ta € £8[[200]] (k)
est I’élément défini dans la proposition 3.9.1). On remarquera qu’on a méme t, € t*°8[[2]](IFy).
Il s’ensuit que I"automorphisme Int(m) induit alors un isomorphisme entre T'x,(Fq((250))) et
T(Fq((200))). Comme l'application Hy restreinte a T'(F,((2))) est surjective, il est de méme de
sa restriction & T'x, (Fy((20))) €t a fortiori a Tx,(Ao). O

11.8 Intégrales orbitales pondérées stvI

Soit h et X deux éléments respectivement des ensembles décrits en (1) et (2) du lemme 11.4.1
pour § = h7(h)~!. Soit Y = Ad(h~!)X. On a muni au §11.5 le centralisateur Ty (Ag) de Y dans
G(Ag) d’une mesure de Haar. On introduit alors I'intégrale orbitale pondérée suivante

K1) = | 15, (Ad(g™1)Y)wS, () dg. (11.8.1)
Ty (Ao)\G(Ao)

On a muni Ty (Ag) \ G(Ag) de la mesure quotient. L’intégrale converge car 'intégrande est a
support compact. Pour alléger les notations, on omet la fonction 1p, et on pose

Tir(Y) = J5,(Y: 1p,)-
Remarque. Cette intégrale orbitale pondérée n’est pas celle qu’Arthur utilise habituellement. Le

lien avec celle d’Arthur se fera au §11.14.

11.9 Un premier comptage

Voici une premiere expression pour le cardinal d’une fibre.

PRroOPOSITION 11.9.1. On a I’égalité

card([M(F) \ X¢7)]) =vol(a, £) >~ >~ T3, (Ad(h™1)X)
h X

ot h et X parcourent respectivement les ensembles décrits en (1) et (2) du lemme 11.4.1 pour
§=hr(h)~L

Démonstration. D’apres la formule donnée au §11.3 et le lemme 11.4.1, le cardinal du groupoide

[M(F)\ X(gaTt)] s’écrit comme la somme sur les éléments h et X des ensembles respectivement

décrits en (1) et (2) du lemme 11.4.1 (pour 6 = hr(h)~!) de

1
Z 1p (Ad(gil)Y)lM (fM +HM(h)),
-1 0 g
g€Ty (Fo)\G(Ao)/K Ty (Fo) NgK g™t
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oi1 'on a posé Y = Ad(h™1)X et Ty (Fy) est le groupe défini au §11.5. D’apres notre choix de
mesure sur G(A), cette expression s’écrit encore

/ 1o (Ad(g™)Y) Larg(Enr + Hur () dg.
Ty (Fo)\G(Ao)

ou le centralisateur Ty (Ag) de Y dans G(Ag) est muni de la mesure de Haar du §11.5. Comme
g 1p,(Ad(g~1)Y) est invariante & droite par Ty (Ag), 'expression précédente s’écrit

1 (AdlgY) | Vatag(Ens + Hus(h)) dt 2.

/Ty(Ao)\G(Ao) Ty (Fo)\Ty (Ao) dt

En utilisant 1’égalité

Lot,tg(Ear + Har(h)) = Lar,g(Enr + Hyr(h) + Hi (1)),
nos choix de mesures et le lemme 11.7.1, on voit qu’on a
/ Larg(€ar + Har (1) dt = vol(Ty (Fo) \ Ty (A0)") - w5, (g).
Ty (Fo)\Ty (Ao)

Le résultat s’en déduit. O

: £
11.10 Une formule pour le poids w3,

Le but de cette section est de donner une formule analytique pour le poids Wﬁ/j. Cela nous
permettra ensuite de comparer ce poids a celui qu’Arthur considere dans ses travaux. Pour cela,
on suit, a peu de choses pres, Arthur (cf. [Art91, §6]). On a introduit au § 11.6 le sous-Z-module
X« (M) de X (M). Soit P € P(M). L’ensemble AY, défini au § 5.2 fournit une base de X, (Ms).
Tout A € ap; s’écrit de maniere unique

)\:P\]P—i-{/\}P (11.10.1)
avec [A|p € X (Mgc) et
{A\}p= Z rea’

CXEAP
avec 0 <7y < 1.
Pour tout A € a},, soit
er(A)= T (exp(A(@¥)) - 1).
aEAp
Lorsque M = G, ce produit vaut 1 (par convention tout produit sur l’ensemble vide vaut 1).
Dans la suite, on dit que A € a}; est générique si cp(A)# 0 pour tout P € P(M) c’est-a-dire
A(aY) #0 pour tous P € P(M) et o € A,
PROPOSITION 11.10.1. Pour tout g € G(A), on a I'égalité suivante
€ N1 . B
wiy(9) = lim > > ep(A)exp(—A(Hp(g) + [uo + Eulp))

H‘OGX*(M)/X*(MSC) PEP(M)
ot la limite est prise sur les A € a}; génériques.
Remarque. Dans la limite, la somme intérieure dépend du choix d’un systeéme de représentants
de X.(M)/X.(Ms). Changer pp en po + p avec p € X, (M) multiplie la somme intérieure par
exp(—A(u)). Cela n’affecte donc pas la limite en A = 0.
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Démonstration. Elle repose entierement sur les méthodes d’Arthur. Donnons quelques
indications pour la commodité du lecteur. Soit (wa)aca, la base de a},; duale de A}. Pour
tout A € aj; générique (au sens défini ci-dessus) et tout P € P(M), soit

AY ={aeAp|Ala") <0}

et ¢ la fonction caractéristique des \ € ays tels que @, (A) > 0 pour tout o € AB et w,(\) <0
pour o € Ap — A% Soit g € G(A). D’aprés un lemme dii & Langlands (cf. [Art91], formule (3.8),
p. 22), la fonction caractéristique de I’enveloppe convexe des points —Hp(g) est égale a la fonction

o Z 1)1 od (1 + Hp(g))
PeP(M

de la variable u € aps. Cette formule vaut dans notre contexte car la famille (—Hp(g)) pep(ar)
est orthogonale positive au sens d’Arthur (cf. [Art91, pp. 19-20]). Il s’ensuit qu’on a

= > Y (1) (u+ e + Hp(g)).

neX (M) PEP(M)
A la suite d’Arthur (cf. [Art91, §6]), on introduit la série de Fourier pour P € P(M)

Sp(A)= > b(u+ & + Hp(g)) exp(A(u)).
PEX (M)

Cette série est absolument convergente sur le complémentaire dans a}, des hyperplans d’équation
A(aY) =0 pour a € Ap. Sa somme est une fonction continue sur cet ouvert. De plus, la somme

alternée
> (-1 1)12215p(A)
PeP(M)

a pour limite en A =0 (ou la limite est prise sur les A génériques) le poids W%/[(g).

Pour terminer, il nous reste & calculer la somme de la série Sp(A). Comme Hp(g) € X.(M),
on a par un changement de variable évident

Sp(A)= > ob(u+ &) exp(A(p — Hp(g))).
HEX (M)

Dans la somme ci-dessus, il est plus commode de sommer d’abord sur X, (Ms.) et ensuite sur un
systéme de représentants de X, (M) /X, (Msc). Soit po € Xo(M)/X«(Msc). La contribution de pg
a Sp(A) est

> eblp+ o+ &) exp(Alp + po — Hp(9)))-
HEX «(Mse)

Par un changement de variable et 1'utilisation de la décomposition

po + & = [po + Emlp + {po + &t ps

on voit que la somme ci-dessus est égale a

exp(A(po — [0 +€lp — Hr(9))) Y #Blu+ {no+&n}p) exp(A(u)).
HEX (Msc)
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Comme on a {uo +E&m}p =2 4en, roa avec 0 < 1o < 1 et que AY, est une base de X, (My),
la somme ci-dessus est égale a

= (5 )

(ma)aEAP a€Ap

ot 'on somme sur les familles d’entiers (mq)aca, qui vérifient my > 0 pour a € A/P‘, et my, < —1
pour o € Ap — A/}. Ces séries géométriques ont pour somme

> (A T maa”)) =12

(ma)aeAP OCEAP

Le résultat annoncé s’en déduit. O

11.11 Poids et intégrales orbitales pondérées d’Arthur

Comme au § 6.3, on munit ar d’un produit scalaire invariant par W. Pour tout L € £, on munit ay,
de la mesure de Haar qui donne le covolume 1 aux réseaux engendrés par des bases orthonormales
dans ay. Par définition, pour tout g € G(A), le poids d’Arthur

wi(g)

est le volume dans ap; de 'enveloppe convexe des points —Hp(g). On va rappeler 1'expression
analytique due a Arthur de ce poids. Auparavant, pour tous P € P(M) et A € a},, on introduit
le polynome

dp(A) =vol(ay /X.(Mce)) ™ ] M
a€EAp
Pour M = G, on a, par convention, vol(ag/X«(Gs:)) = 1 et le polynéme ci-dessus est le polynoéme
constant égal a 1.

PROPOSITION 11.11.1 (Arthur [Art76, pp. 219-220]). Pour tout g € G(A), on a I’égalité suivante
= hm Z dp Lexp(—A(Hp(g))

ot la limite est prise sur les A € aj; generiques.

Démonstration. Elle est analogue a la démonstration de la proposition 11.10.1 dont on reprend
les notations. Par le lemme de Langlands déja évoqué, le poids vys(g) est égal la limite en A =0
de la transformée de Fourier

[ 3 COMebiur Heo)) exp(Al) dn
M pep( M)
Or celle-ci se calcule et vaut > pep(ay dp(A)~! exp(—A(Hp(g)). O
Reprenons les notations du §11.8. Lorsqu’on fait agir Ty (Ag) par translation a gauche sur
G(Ay), 'enveloppe convexe des points (—Hp(g)) pour P € P(M) subit une translation par un

vecteur de Hy(Ty (Ap)). Le volume vy (g) est donc invariant & gauche par Ty (Ap). L’intégrale
orbitale pondérée d’Arthur (cf. [Art78, §8]) est définie par la formule

Ju(Y) = Ju(Y: 1p,) = 10, (Ad(g™)Y )i (g) dg. (111L.1)

/TY(AO)\G(AO)
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Ce sont en fait des analogues pour les algebres de Lie des intégrales orbitales pondérées
d’Arthur. Ces intégrales apparaissent naturellement dans un analogue pour les algebres de Lie
de la formule des traces d’Arthur—Selberg (cf. [Cha02]).

11.12 Les (G, M)-familles

Dans [Art81], Arthur a introduit la notion de (G, M)-famille. Une (G, M )-famille est une famille
de fonctions (bp)pep(ar) lisses sur aj, et qui vérifient pour un couple (P, P') de sous-groupes
paraboliques adjacents la condition de «recollement»

bp(A) = bpr(A)
sur Phyperplan A(aY) =0 olt @ est 'unique élément de AY, N (—AY,). On peut alors définir

a priori uniquement pour A générique la fonction

ba(A)= > dp(A)'bp(A) (11.12.1)
PeP(M)
et Arthur montre que cette fonction se prolonge en une fonction lisse sur aj, (cf. [Art81,
lemme 6.2]). On pose

bar = bar(0).
Les exemples de (G, M )-familles que I'on considérera sont les deux suivants. Le premier exemple,

qui dépend de g € G(A), est la famille (vp(g)) pep(ar) Ol1, pour tout P € P(M), on introduit la
fonction de la variable A

vp(g, A) = exp(—A(Hp(g))). (11.12.2)
La condition de recollement résulte du lemme 5.7.1. Le second exemple est la famille

(wp(1)) pep(my qui dépend de p1 € aps et qui est définie par

el ) = 2

Le lecteur vérifiera immédiatement que le lemme ci-dessous implique que la famille précédente
est une (G, M)-famille.

exp(—A([u]p)- (11.12.3)

LEMME 11.12.1. Soit pu € aps. Soit P et P’ deux sous-groupes paraboliques dans P (M) adjacents
et soit o I'unique élément de A}, N (—AY,). Pour tout A € a}, qui vérifie A(a¥) =0, on a

A(lulp) = Alulp)-

Démonstration. L’hyperplan de a}, d’équation A(a") =0 n’est autre que le sous-espace a*Q ol
Q est le plus petit sous-groupe parabolique de G qui contient a la fois P et P’. La projection
pg de ap sur ag selon la décomposition ay = ag @ a%[ induit une bijection de AY, — {aV},
respectivement Ay, — {—a'}, sur Ag. Soit u € ay. Ecrivons cet élément dans les bases A},

et AY,
p= Yz =) oy

,BGAP ’VEAP/

Pour tous € Ap et v€ Ap distincts de +a tels que pg(8Y) =pg(7Y) on donc 25 =y,. En
utilisant la notation [-] pour la partie entiere, on a donc

po(ulp) =D lzglpe(B)) = Y. [nlpe(y) =po(ulr)

BeAp—{a} YEApr—{—a}
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d’ou

pour tout A € a*Q. O

11.13 Produit de deux (G, M )-familles

Le produit de deux (G, M)-familles est évidemment une (G, M)-famille. On note (v -w)(g, i)
le produit des familles v(g) et w(u) définies en (11.12.2) et (11.12.3) ci-dessus. Dans le lemme
suivant, on reformule les propositions 11.10.1 et 11.11.1.

LEMME 11.13.1. Pour tout g € g(A), les poids W?M(g) et v(g) sont respectivement les valeurs en
A =0 des fonctions lisses

> vewWulg pt & A):
HEX. (M) X (Mec)
et

var(g, A).

La clef pour notre probleme de comparaison d’intégrales orbitales pondérées est une formule
pour le produit (v-w)ys due & Arthur. Avant de pouvoir I’énoncer dans le lemme 11.13.4, nous
aurons besoin de quelques notations supplémentaires.

Soit b une (G, M)-famille et L € L(M). Pour tout Q € P(L), la fonction sur aj obtenue par
restriction de bp ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique P € PQ(M ). La famille
(bg)gep(r) est une (G, L)-famille. Par la formule (11.12.1) appliquée au sous-groupe de Levi L,
on obtient une fonction lisse notée by (A) sur aj et on pose

bz, =br(0).
LEMME 11.13.2. Soit L € L(M). Pour tout p € ap soit (wo(u, A))gepry la (G, L)-famille
déduite comme ci-dessus de la (G, M )-famille (wp (1, A)) pep(ar) définie en (11.12.3). Alors on a

S il - B )

HEX+(M)/ X (Msc)

ou :
— par convention, on pose vol(ag/X«(G))=1;
— 1 est I’élément neutre de G(Ay) ;

— le second membre est celui défini au § 11.7 lorsqu’on remplace M par L.

Démonstration. Le membre de gauche vaut par définition

. L, dp(A
i > > )dQ(A) B C;EA; ~exp(—A([uo + Eulp))

poEX«(M)/X+(Msc) QEP(L

ol :
— la limite est prise sur les A € a} génériques ;
— pour chaque Q € P(L), on choisit P € P?(M) ;

— la fraction dp(A)/cp(A) est bien définie sur les points génériques de aj, et se prolonge en
une fonction lisse sur aj,.
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Pour de tels A, QQ et P, on vérifie les formules
dp(A) _ vol(ar, /X (Lsc)) 'dQ(A)
cr(8) ~ volla /X, (M) co(h)

et

(o + Enrlp = [1o +€rlo
ou fy, est la projection de o sur az. Le lemme 11.6.1 implique que la projection de aps sur ag,
induit une surjection de X, (M)/X,(Ms.) sur X,(L)/X.(Lg). L’ordre de son noyau se combine
au rapport des covolumes des réseaux X, (Lg.) et Xy (M) pour donner le facteur

vol(ar/X.(L))

vol(aps /X« (M))
On conclut la démonstration en appliquant la proposition 11.10.1 au sous-groupe de Levi L et a
g=1 O

Soit @ un sous-groupe parabolique de Levi L. Arthur définit également une (L, M)-famille
b@ de la facon suivante : pour tout P € PL(M), bg(A) est la fonction lisse sur aj, définie par
bB(A) = bpg (A),

ou le groupe PNg est I’élément de P(M) engendré par P et Ng. On peut alors former une
fonction lisse

b= D B TBEW)
PePL(M)
en utilisant le coefficient
dB(A) = vol(afy /X (M) T Ala
aGAg
ou Ag C Ap est le sous-ensemble des racines dans L et M’ est 'image réciproque de M dans le
revétement simplement connexe du groupe dérivé de L. Le Z-module X, (M) est alors le réseau
de a?/[ engendré par Ag.
Notons le lemme suivant qui est di a Arthur et dont on laisse la démonstration au lecteur.
LEMME 11.13.3. Soit L € L(M) et Q € P(L). Soit g € G(Ao).
Soit v®(g) la (L, M)-famille déduite de v(g).
Pour tout | € L(Ag), soit vE(l) la (L, M)-famille définie par vi(l, A) = exp(—A(Hp(1)).
On a I’égalité de (L, M)-familles

v9(g) =v"(lg(9)
ot lg(g) € L(Ay) est donné par la décomposition d’Iwasawa
9 €la(g)Ng(Ao)K
En particulier, on a I’égalité
v (9) = virla(9)). (11.13.1)

Arthur déduit également dune (G, M)-famille b une fonction lisse sur af, notée bj(A)
(cf. [Art81, §6(6.3) et lemme 6.1]). Nous ne rappellerons pas sa définition ; seules les deux
propriétés suivantes nous seront utiles.
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LEMME 11.13.4 (Cf. [Art81, lemme 6.3 et corollaire 6.4]). Soit b une (G, M)-famille.
(1) Pour tout L € L(M) et Acaj, ona
b(A)= Y by(A).
QEP(L)
(2) Soit e une (G, M )-famille et e - b le produit de e et b. Pour tout A € a};, on a I’égalité

(e DuA)= Y e (M)by(A).
QeF (M)

11.14 Comparaison d’intégrales orbitales pondérées

Soit L € L(M) et @ € P(L). On reprend les notations du §11.8. Les «poids» V]\Q/[ et vl déduits
des (L, M)-familles éponymes permettent de définir les intégrales orbitales pondérées ci-dessus

J2(Y, 1p,) = / 15 (Ad(g™ )Y VY (9) dg
Ty (Ao)\G(Ao)
et
TE(Y. 1py) = / 1, (Ad()Y) vy (1) dl.
Ty (Ao)\L(Ao)

Pour Q@ =G ou L =G, on retrouve l'intégrale Jy; définie en (11.11.1). Les deux intégrales
sont reliées par la formule de descente énoncée ci-dessous.

LEMME 11.14.1. Avec les notations ci-dessous, on a
JO (Y, 1p,) = ¢timne) des(Do) 7L (v, 1. ).

Démonstration. Elle repose sur la formule (11.13.1) du lemme 11.13.3, la décomposition
d’Iwasawa G(Ag) = L(Ag)Ng(Ao) K, qui est compatible & nos choix de mesures ainsi que, pour
I € L(Ag), sur le changement de variables n — Ad(In)~'Y — Y qui induit un isomorphisme entre
les espaces mesurés Ng(Ag) et ng(Ag), ce dernier étant muni de la mesure de Haar qui donne le
volume 1 au produit [[ ¢y nol[#z0]](Fy). Le facteur en g provient de I'égalité

/ 1D0 (Z) d7 = qdim(nQ) deg(Do). 0O
nq(Ao)

On peut alors énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 11.14.2. Avec les notations ci-dessus, on a

im(G)—di l(ar/X.(L))

JE (V) = 1/2(dim(G)—dim(L)) deg(Do) . VO CTL oY) wo (1

w(¥) 5 2 volap /X, (a)) ) wLld)
eL(M)
ot 1€ G(Ay) est I’élément neutre.
Démonstration. Soit g € G(Ag) et u € aps. D’apres Passertion (2) du lemme 11.13.4, on a

Vewlg A= g, Awp(p, A).
QeF (M)
En utilisant cette formule et le lemme 11.13.1, on obtient

W= ¥ B (X uperan)

QeF(M) HEXo (M)/ X (Msc)
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d’ou 'on déduit la relation
K= ¥ 8o X ). (1114.)
QeL(M) HEX (M)/ X (M)

En utilisant la formule de descente du lemme 11.14.1, la ligne (11.14.1) ci-dessus se réécrit

J@(Y) _ Z q1/2(dim(G)—dim(L)) deg(Do)J]{f/[(Y). < Z Z w/Q(MJrgM))

LGL‘,(M) MEX*(M)/X*(MSC) QEP(L)
(11.14.2)

D’apres l'assertion (1) du lemme 11.13.4, on a
> wiplp+ &) =wr(p+ )
QEP(L)
et d’apres le lemme 11.13.2, on a

vol(ay/X.(L)) W (1)
vol(apr/Xu(M)) V7

Z wr(p+&m) =

peXo (M)/ X (Mse)

Cela conclut la démonstration. O

COROLLAIRE 11.14.3. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout £ € ap en position générale
Iégalité
JS,(Y) = vol(anr/ X (M)~ - JS(Y).

Démonstration. Soit L € L(M). Par définition (cf. §11.7), le poids Wi(l) vaut 1 si 0 appartient
a &+ X.(L) et 0 sinon. Or comme £ est en position générale, le premier cas n’est possible que
si L =G (cf. définition 6.1.3). D’ou le corollaire. O

11.15 Démonstration du théoréme 11.1.1

Le théoreme 11.1.1 est simplement une reformulation de la proposition 11.9.1, pour des £ en
position générale, a I’aide du corollaire 11.14.3.

12. L’exemple d’un groupe semi-simple de rang 1

12.1 Introduction

Le but de cette section est de décrire dans un cas simple une fibre de Hitchin non elliptique.
La situation sera la suivante. Le corps de base k est une cloture algébrique d’un corps fini
de caractéristique # 2. Le groupe G est le groupe PGL(2) ou SL(2) sur k. Soit T'C G le tore
maximal standard d’algebre de Lie t C g. Soit g ’algebre de Lie commune & PGL(2) et SL(2) :
c’est I'algebre de Lie des matrices carrées de taille 2 et de trace nulle. Les autres notations sont
celles utilisées dans l'article (en particulier les §§2 et 3).

L’algebre k[g]® est la sous-algebre de k[g] engendrée par le déterminant. On identifie donc
I’espace car a la droite affine A}C et le morphisme caractéristique y :g — car s’identifie au
morphisme g — A! donné par le déterminant. Ce morphisme est G k-équivariant lorsque Gy, j
agit naturellement sur g et a travers z — 22 sur Ak. L’ouvert cat™® est 'ouvert formé par la
droite affine privée de 'origine.
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La courbe C est la droite projective standard IP’}~C qu’on munit des coordonnées homogenes
(X :Y). Soit 0 et oo les points de coordonnées respectives (0: 1) et (1:0). On a donc
PL — {oc} = Spec(k[a])
et

Py — {0} = Spec(k[y])
avec x = X/Y et y=Y/X. Soit D le diviseur
D =2[0].
On obtient la surface réglée carp — C en recollant Spec(k[z,u]) — Spec(k[z]) et
Speck([y, v]) — Spec(kly]) le long des ouverts = # 0 et y # 0 par le changement de coordonnées
y=1/z et v=u/zh.

De maniere analogue, on obtient la surface réglée tp — C' en recollant les mémes ouverts que
précédemment mais selon le changement de coordonnées

y=1/z et v=u/z’
12.2 La base de la fibration de Hitchin
Par la description ci-dessus de la surface réglée carp, on a l'identification
HO(C, carp) = {a € k[y] | deg(a) < 4}
de sorte que la base de la fibration de Hitchin est le schéma de dimension 5
A={(a,t) €kly] x k* | deg(a) <4 et t* =a(0)}.
De méme, on a
Ar ={(a,t) € k[y] x & | deg(a) <2 et t =a(0)}.
L’immersion fermée A7 — A est donnée par
(a,t) — (a%,1).
L’ouvert elliptique
AN = A — Ay

est formé des couples (a, t) tels que a n’est pas un carré dans k[y].

12.3 La fibration de Hitchin
L’espace de Hitchin Mgp,z) (cf. §4) est isomorphe au champ des triplets (V, 6, ) ot V est un
fibré vectoriel de rang 2 muni d’une trivialisation de son déterminant,

0:V—YV(D)

est un homomorphisme de Oc-modules de trace nulle tel que Oy : Voo — Voo soit régulier, semi-
simple et de déterminant égal & t?. L’espace de Hitchin Mpgr(2) est isomorphe au champ des
triplets (V,6,t), ou V est un fibré vectoriel de rang 2 et (0,t) est comme ci-dessus, pris a
«tensorisation preés» par un fibré en droites sur C. Dans les deux cas, le morphisme de Hitchin
envoie un triplet (V, 0, t) sur (det(6),t).
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12.4 Composantes connexes

On sait bien que I'espace total Mgy,2) de la fibration de Hitchin pour SL(2) est connexe. Il n’en
est pas de méme pour Mpgy,(2) comme nous allons le voir. La suite exacte

1— pug — SL(2) = PGL(2) — 1
induit une suite exacte de groupes
0— H(C, uz) — H°(C, SL(2)) — H°(C, PGL(2)) — 1
qui n’est autre que la suite exacte de départ, et une suite exacte d’ensembles pointés
0— HY(C,SL(2)) — H(C,PCL(2)) — H*(C, us) — 1. (12.4.1)
On notera qu’on a H'(C, ug) = (1) puisque C =P} et
H?(C, pg) ~ 7./27.
Vérifions la surjectivité & droite dans la suite (12.4.1). On part de la suite
1 — po — Tsp2) = Tparz) — 1

ott Tgp,(2) est un sous-tore maximal de SL(2) et Tpqr,(2) est son image dans PGL(2). On en déduit
la suite
0— H'(C, Trgr2)) — H*(C, p2) — H*(C, Tsy2))-
Mais H?(C, T sp(2)) = (1) puisque Tgy,2) = Gy i et k est algébriquement clos d’oti la surjectivité
de la flecche H'(C, Tpara)) — H?(C, p2) et a fortiori de H'(C,PGL(2)) — H?(C, p2).
La suite (12.4.1) implique que ’espace Mpar(2) posséde deux composantes connexes M%’GL@)
indexées par i € Z/27. Le morphisme naturel

Msr(2) — MOPGL(Q)

est une po-gerbe. En effet, d’apres la suite (12.4.1), tout PGL(2)-torseur dont la classe est d’image
triviale dans H?(C, uz) se releéve en un SL(2)-torseur et ce relevement est unique & un élément
de

p2 = Ker(H°(C, SL(2)) — H°(C, PGL(2)))

pres.

12.5 Une fibre hyperbolique

Désormais, on se limite au cas G = PGL(2) et on note simplement M = Mq. On va étudier
la fibre de Hitchin M, au-dessus du point a = (y? — 1, —1) € Az (qui s’identifie aussi au point
((y?> — 1), 1) € Ag). Soit

U=P} -~ {-1,1} = sp(kmjj)ib

Soit X € t(k[y]) défini par
2
[y -1 0
X = ( ot _yz)-

Cet élément est G-régulier sur U de centralisateur le schéma en tores constant T x; U. En
effet, sa trace est toujours nulle et son déterminant ne s’y annule pas sur U. Soit (&, 0, t) € M,.
I1 résulte des considérations du §4.9 que (&, 0, t) possede sur U une réduction canonique a 7'
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disons (&7, 6,t). On identifie une fois pour toutes T' & G, 5, via le morphisme

HZO
= \o 1),

ol * indique qu’on prend 'image dans PGL(2). Comme tout G, -torseur est trivial sur U, on
peut choisir une trivialisation de &p. Soit X, le schéma formé des triplets

(€,0,1)

tels que (€, 60,t) est un triplet de Hitchin au-dessus de a et ¢ est une trivialisation de £ sur U
qui envoie 6 sur X. Le groupe

0 (Yt 1 ? X
H(U,T)~Gpi(U)=k 1 ~k* XZ
y—
agit a gauche sur X par 'action évidente sur le facteur ¢. La fibre M, est donc isomorphe au
champ quotient (G, X Z\ X,].

12.6 Fibres de Springer affines

Soit z une indéterminée sur k. Soit O = k[[z]] et F' = k((2)) son corps des fractions. Soit p l'idéal
de O engendré par z. Soit

val: F* = 7Z

la valuation discréte normalisée par val(z) = 1. Soit

Y = (g _OZ) € {0)

et M la fibre de Springer affine (cf. [KL88] et [GKMO04]) définie par
M ={g € G(F)/G(O) | Ad(g~")Y € g(0)}.

C’est un k-schéma localement de type fini qui possede deux composantes connexes correspondant
aux fibres de I'application

M —17/27

qui, a g, associe val(det(g)) mod 2Z, ou g € GL(2, F') est un relevement quelconque de g. En
utilisant la bijection entre GL(2, F)/GL(2, O) et I'ensemble des O-réseaux de F? =F @ F, on
voit que M s’identifie au schéma des classes de réseaux de F? stables par 'endomorphisme Y,
pour la relation d’équivalence sur les réseaux définie par les homothéties de rapport dans z%. On
obtient la composante d’indice i € Z/2Z en ne considérant que les réseaux d’indice dans i + 27
(ot I'indice du réseau standard O @ O vaut 0 par définition). La matrice

<S ?) (12.6.1)

agit sur M (suivant les points de vue : soit par translation a gauche sur g, soit par son action
naturelle sur les classes de réseaux) et permute les composantes connexes de M. Il suffit donc de
décrire la composante M? des réseaux d’indice 0 mod 2Z. Soit n € Z et soit M? I’ensemble des
classes de réseaux de F2, d’indice Omod 2Z, qui admettent un représentant R (nécessairement
unique) qui vérifie les inclusions

pl " @ p" CRCp "aph (12.6.2)

=
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De tels réseaux sont automatiquement stables par Y, autrement dit M? ¢ MY. Un réseau R qui
vérifie les inclusions ci-dessus définit une droite du k-espace quotient p!=" @ p™ \ p™" @ p"~! de
dimension 2. On obtient alors une bijection

M) =P " ap \p "ep") =P,

de M? sur les k-points de la droite projective IP,{;, qui envoie la classe du réseau p~" @ p™ sur le
point (1:0) (en coordonnées homogenes) et celle du réseau p' =" @ p™~! sur le point (0:1). Ces
deux classes sont les seules dans MY & étre des classes de réseaux décomposés. On identifie ainsi
M? & la chaine des droites projectives M?, n € Z, les droites MY et M? 1 se recollant au point
qui correspond a la classe du réseau p~" & p”.

L’action & gauche de T'(F') sur G(F) préserve M. On en déduit une action de F'* sur M via
I'isomorphisme G, ;, ~T. Le sous-groupe des éléments de F'* de valuation 2 stabilise M 0. Ce
groupe s’écrit comme un produit direct

222 5 kX x (1+p).

La composante (1 + p) agit trivialement sur M?. L’action de 2%* induit une translation dans la
chaine de droites projectives qui envoie M2 sur M 2_ i L'action de k™ stabilise chaque composante
irréductible MY. En coordonnées homogenes, on a A - (x : y) = (Ax : y). Cette action possede donc
sur chaque MY deux points fixes qui sont les deux classes de réseaux décomposés et I'action de
kX sur MY privé de ces deux points est simplement transitive.

Décrivons en termes de réseaux les fonctions Hp et Hy (cf. définition 7.5.1) out B est le sous-
groupe de Borel «supérieur» et B est son opposé. L’espace ar est de dimension 1. Soit « la racine
de T dans B : elle induit sur G,  ~ T' I'isomorphisme identique Gy,  — Gy, k. Cette racine (vue
comme élément de af.) induit un isomorphisme az ~ R. On pose, pour tout g € G(F)/G(O),

hp(g) = a(Hp(g)) et hplg) = a(Hg(g))-
Pour réseau R de F2, soit R1 = RN (F @ (0)) et p1(R) la projection de R sur F' @ (0). En utilisant
0@ F, on définit Ry et pa(R). Pour tout idéal fractionnaire p™ de F', on pose val(p”) = n. Cette
définition s’applique donc a Ry, p1(R) etc. On pose alors
hp(R) =val(p2(R)) — val(R1) et hg(R)=val(R2) — val(pi(R)).

Cette définition ne dépend que de la classe du réseau R. On laisse au lecteur le soin de vérifier
que si la classe de R correspond a g on a hp(R) = hp(g) et hz(R) = hg(g) (cf. [CLOS, §9.1], ou
la fonction Hp de cet article est ['opposé de notre fonction Hp).

On notera qu’on a
hz(R) — hp(R) = val(Ry) — val(p1(R)) + val(Rz) — val(p2(R)) > 0

(comme il se doit, cf. lemme 5.7.1) et que cette différence est nulle seulement si R est un réseau
décomposé. Si la classe R appartient a M, par les inclusions (12.6.2), on voit qu’on a

0<val(Ry) —val(p1(R)) < 1.
Donc pour une classe de réseaux R dans M non décomposé, on a
hi(R) — hi(R) =2.
De plus, pour une classe de réseaux R dans MY, on a

hB(R)—{Qn SIR=p " Qp";

2(n — 1) sinon ; (12.6.3)
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et
2(n—1)si R=pl"@p;

2n sinon. (12.6.4)

hg(R) = {

12.7 Une fibre non séparée

On va voir que la fibre M, du §12.5 n’est ni séparée ni de type fini. On a vu que M, est
isomorphe a un certain quotient de X,. Il résulte des considérations de la section 7 que A,
s’'identifie & un produit de deux fibres de Springer. Plus précisément, le recollement formel de
Beauville-Laszlo identifie X, au produit de

My ={geGk((y—1)))/Gk[ly — 1)) | Ad(g~")X € a(kl[y — 1]])}

M- ={geGk((y+1)))/G(klly +1]]) | Ad(g~")X € g(klly +1]])}

2
_ (v -1 0
X_< 0 1—y2>

et les plongements k[y] — k[[y — 1]] et kly] — k[[y + 1]] sont les plongements évidents. Comme
y + 1 est un unité dans k[[y — 1]], on voit bien que M, est la fibre de Springer M définie au
§12.6. De méme M_ = M.

Interprétons maintenant 'action de G, x Z sur &,. Cela correspond a I'action diagonale
de k* x ((y+1)/(y—1))"sur G(k((y — 1)) x G(k((y +1))). En termes de M xj, M_, on voit
que Gy,  agit diagonalement sur My x; M_ et que Z agit sur M, x; M_ a travers n — (—n, n),
les actions sur chaque facteur étant celles décrites au §12.6.

ou

On a vu au §12.4 que M possede deux composantes connexes M indexées par i € Z/27Z. La
fibre MY, = M, N M" est donc le quotient par G,, x x Z du produit des composantes

M % M~
pour iy +i_ =1 ol Mj[i est la composante de M4 d’indice i+. En fait, 'action de la

matrice (12.6.1) sur l'un des facteurs échange les composantes connexes, qui sont donc
isomorphes. Pour simplifier la discussion, on ne considere dans la suite que la composante MY,
L’action de 1 € Z qui s’identifie & (y + 1)/(y — 1) permute M xj M? et M1 x; M. 1l s’ensuit
que MY s’identifie au quotient de MR X1, MO par 'action de G i X 2Z. La figure 1 ci-dessous
représente M?r X1 MY c’est-a-dire le produit de deux chaines de IP’,%;. Les sommets du quadrillage
(infini) correspondent aux couples de réseaux décomposés, les segments verticaux, respectivement
horizontaux, aux couples de réseaux dont la premiere, respectivement seconde, composante est
un réseau décomposé. Les points a 'intérieur des carrés sont les couples de classes de réseaux
qui ne sont pas décomposés.

L’action de G, préserve chaque carré (qui est un produit MS]ﬁn L Xk MQJL) et l'action de
2 € 27 translate un carré de 1 sur la droite et de 1 vers le bas. On voit donc que le quotient
de M_(ﬂ X1 MO par 27 x G,k n'est pas de type fini.

Dans la figure 2 ci-dessous, les sommets du carré (symbolisés par les petits cercles) sont des
points fixes de l'action de G, ;. La gerbe résiduelle de tels points est B(Gy,). On a représenté en
traits fins les orbites de G, ;, de dimension 1. Le quotient du carré privé des sommets est donc
une droite projective non séparée, symbolisée par un trait gras avec ses deux origines et ses deux
points a ’infini qui sont les quotients par Gy, des cotés du carré. Cette droite est isomorphe a celle
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FIGURE 1. Le produit de deux chaines de ]P’,lc.

O {)

@, O

FIGURE 2. En traits fins quelques orbites de G, ; sur IP’,lC X IP’,lC privé des sommets et en gras le
quotient non séparé.

F1GURE 3. Un polygone de Néron a deux cotés.

qu’on obtient en recollant deux droites projectives standard le long de I'ouvert complémentaire
de Dorigine et du point a I'infini.

En particulier, MY, privée des points correspondant aux sommets du quadrillage, est une
chaine infinie de polygones de Néron a deux cotés (cf. figure 3 ci-dessus).

Plus précisément, chaque polygone de Néron de cette chaine est indexé par n € Z. Un tel
polygone est la réunion de deux droites projectives P, et P sur k. Les ouverts (P, U P)) — P,
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FI1GURE 4. Une chaine de polygones de Néron a deux cotés.

et (P, U P}) — P), sont isomorphes & G, ;. Dans cette chaine, on recolle le polygone P, U P;, au
polygone P, 1 UP;_ ; en identifiant (P, UP,)— P, a (P41 UP, ;) — P, ;. Dans la figure 4
ci-dessous, on a représenté un bout de cette chaine de polygones. Pour suggérer que cette chaine
est infinie et pour que le lecteur reconnaisse dans la figure 4 la droite non séparée, représentée
en traits gras dans la figure 2, les polygones extrémaux ne sont que partiellement dessinés (ils
ont été amputés d'un G, i). Le lecteur qui voudrait retrouver la figure 4 notera que la droite de

la figure 2 est une fois sur deux «renversée».

12.8 Une fibre hyperbolique &-stable

Comme on va le voir, la situation s’améliore radicalement lorsqu’on prend la fibre &-stable Mg
pour un £ en position générale (cf. section 6). Soit £ € ap ~ R. Soit M50 1a composante d’indice
0 de M§ : cest le quotient de (M xj, MO)¢ par laction de Gy, x 2Z ot (M9 x M?)s C
MY xy MY est I'ouvert formé (des classes) de réseaux (R4, R_) qui vérifient

—hg(R+) —hg(R-) <{<—hp(R+) — hp(R-). (12.8.1)

Il résulte de (12.6.3) et (12.6.4) que si € ¢ 2Z, les inégalités ci-dessus sont toujours strictes. Dans
la suite, pour alléger les discussions on prend £ = 1. Remarquons que la condition (12.8.1) exclut
les couples de réseaux décomposés. Soit Ry un réseau dans la classe de p~™" @ p™ et R_ tel que
(R, R_) € (MY x4, MY)5. Par (12.6.3) et (12.6.4), 'inégalité (12.8.1) devient

—2n —hg(R-) <1< —-2n—hp(R-)

donc nécessairement hg(R_) = —2n — 2 et hz(R_) = —2n donc R_ est un réseau non décomposé
de ng_n. De méme, si R— =p~" @ p", tout réseau R, tel que (R4, R_) € (M?r X M?)E est un
réseau non décomposé de Mi,n.
Soit (R4, R_) une paire de réseaux non décomposés avec Ry € MY . D’aprés (12.6.3) et
(12.6.4), I'inégalité (12.8.1) devient
—2n —hg(R-) <1< —-2n+2—hp(R_).
Iy a donc deux possibilités pour hp(R_) & savoir —2n et —2n —2donc R_ e M° _ U ME,,TH.

On peut donc représenter (MJ? Xk Mg)g par la figure 5.
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D

T

F1GURE 5. Un ouvert &-stable du produit ]P’,lC X IP}C.

Dans la figure 5 ci-dessus, (M_?_ X M9)¢ est I'ouvert réunion des intérieurs des carrés dessinés
(a savoir les produits MJOr’n Xk Mg_n et MJODn Xk ng_n_l pour n € Z) et des segments ouverts
en traits gras. Les sommets, c’est-a-dire les couples de réseaux décomposés, sont symbolisés par
des petits cercles et sont 6tés. Le groupe G,, ; x 2Z préserve comme il se doit cet ouvert. Le

quotient de (MY xy, M?P)¢ par le facteur Gy, est une chaine de droites projectives (désormais
non séparées) sur laquelle le facteur 2 € 27 agit par translation de 2. Le quotient ./\/lg’f est donc
un polygone de Néron a deux cotés (cf. figure 3). La {-stabilité, pour £ en position générale, ne
garde donc, dans la chaine de polygones de Néron de la figure 4, qu’un seul polygone.
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