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RESUME

Un théoreme de Borch caractérisant les traités d’échange de risques
Pareto-optimaux d’un marché de réassurance est étendu au cas d’utilités
non différentiables. Les conditions d’existence d’'une solution aux équations
sont étudiées. Nous montrons ensuite que le marché constitue en fait un
jeu coopératif a m joueurs a utilités non-tranférables. Nous déterminons
un contrat optimal de réassurance, d’abord en calculant la valeur au sens
de Shapley du jeu, puis en introduisant un nouveau concept de valeur.
Les deux techniques sont illustrées au moyen d’un exemple.

SUMMARY

A theorem of Borch characterizing Pareto-optimal treaties in a reinsurance
market is extended to the case of non-differentiable utilities. Sufficient
conditions for the existence of a solution to the equations are established.
The problem is then shown to be identical to the determination of the value
of a cooperative non-transferable m-person game. We show how to compute
the Shapley value of this game, then we introduce a new value concept. An
example illustrates both methods.

§1. INTRODUCTION

Considérons un marché de m compagnies d’assurances Cy, ...,
Cm. Désignons par S; le montant dont dispose C; pour régler les
sinistres et par F;(x;) la fonction de répartition du montant total des
sinistres pour I’ensemble du portefeuille de C; pour toute la période
considérée. La situation de C; peut étre caractérisée par le couple
[S1, Fy(xs)].

Nous supposons que chaque compagnie évalue sa situation au
moyen d’une fonction d’utilité

Ustrs) = UilSs, Fyleg)] = [ us(Sy — x5) dFy(xy),

ol #;(S; — x;) représente ]'utilité attachée a un montant monétaire
S j— X3.

Bien entendu, toute fonction d'utilité ne convient pas pour
décrire le comportement d’un assureur. C’est pourquoi nous limitons
la classe de ces fonctions en formulant les hypothéses suivantes:
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1) u;(x) est une fonction non-décroissante de x (un gain élevé est
toujours préféré a un gain plus faible);

2} u4(x) est une fonction concave (ou, ce qui revient au méme,
chaque membre du marché a une aversion au risque positive. Un
assureur a en effet toujours peur du risque, c’est pour cela qu'il se
réassure. Si une compagnie avait une aversion au risque négative, ne
fat-ce qu’en un seul point, le probléme serait trivial car elle serait
disposée a distribuer ses réserves pour reprendre les portefeuilles de
ses partenaires);

3) uj(x) est une fonction bornée supérieurement dans un inter-
valle ouvert contenant

I =[—w, 5]
a1
(aucun traité de réassurance ne peut apporter une satisfaction
infinie).

Les différents membres du marché vont chercher a augmenter

leur utilité en concluant un traité d’échange de risques:

v=[nle, ..., Xm), -. ., y,,,(xl, e Xm)],

ol ¥;{%1, ..., ¥m) est le montant que C; doit payer si les sinistres
pour les différentes compagnies s'élévent respectivement a xi, ...,
Xm. Comme tous les sinistres doivent étre indemnisés, les ys(x1, ...,
¥m) doivent Satisfaire 4 la condition d’admissibilité

z yj(xl, ceey xm) = X X3 (I)

i=1 )=t

le montant total des sinistres.
Apres signature du traité, 1'utilité de C; devient
Ui(y) = [ ws[S;— y;(%)] aF (%),

0
ol £ = (%1, ..., xm), F(%) est la fonction de répartition liée de % et
8 l'orthant positif de I'espace euclidien a m dimensions.

Un traité v’ est dit préférable & ¥ si
Ui(?') = Uy(3) Vi,
avec le signe d’inégalité strict pour au moins un j.
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Un traité v est Pareto-optimal s’il n’en existe aucun qui lui soit
préférable. En d’autres termes ¥ est Pareto-optimal si et seulement si

Us(#)=Us(y) v/
implique
Ud) =Usx) v

Un traité Pareto-optimal représente un équilibre stable dans le
marché. Un traité additionnel conclu dans cette situation ne pour-
rait élever l'utilité d’'une compagnie sans faire décroitre celle d’au
moins un partenaire. ’

Borch ({1] 4 [4]), puis Du Mouchel ({5]) ont démontré un théoréme
permettant de caractériser les traités Pareto-optimaux au moyen
d’un ensemble de m — 1 constantes. Cependant, ces auteurs utilisent
certaines propriétés de dérivabilité des fonctions d’utilité qui ne
possédent aucune justification économique; c’est pourquoi nous
allons généraliser le théoréme au cas d’utilités non-différentiables.

§2. CARACTERISATION ET EXISTENCE DES TRAITES
PARETO-OPTIMAUX

THEOREME 1: Un traité 7 est Pareto-optimal si et seulement si il

existe m constantes non-négatives &1, ks, ..., &y telles que, avec une
probabilité 1,
kg™ (S;— y(®)] = kyiy P [Si — w(®)], j=1,...,m (2)

u;* (x) désignant la dérivée & droite de 7(x).

L’énoncé a un sens car il est bien connu que toute fonction con-
cave, bornée dans un intervalle ouvert, admet une dérivée a droite
(ainsi qu'une dérivée a gauche) finies en tout point. Ces dérivées sont
monotones non croissantes.

Démonstration. Condition suffisante: Soit un traité 3’ = 3 + ¢,
ou é = [ei(%), ..., em(%)], ol au moins une des ¢;(%) est non nulle et
supposons la relation (2) vérifiée pour ¥. Nous allons montrer que
¥ est Pareto-optimal.

Le cas oli certains k; sont nuls est trivial: la compagnie C; ne peut

espérer améliorer son utilité et son cas ne doit pas étre envisagé.
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Nous pouvons donc supposer les k; positifs. Choisissons un indice §
tel que ¢4(%) soit non nulle. Il vient

Usl) = Usly) = [{13[Ss — 95(%) —es{@)] — 1 [S7 — v,(&)]} 4F ().

Nous devons distinguer le cas ol ¢;(®) est positive de celui ol
cette quantité est négative.
Supposons d’abord ¢;(%) positive. Par définition de la dérivée a

ganche
W) = lim uy{ Sy — yy(%) — ef(f)] — wy[S; — yj(f)]’
£,@)—0 — o)
il vient”
Uy(7) = Uylp) = ef {— (%) w;™ [S; — %(®)] + Oyley(%), v, (£)]}RF (%),
3)
ou

07 [e)(®), (%)) = w[S; — 4(®) — ¢;(%)] — 1,[S; — y,(%)] +
+ ¢;(®)u;"[S; — (%)),

Nous allons montrer que 8;[¢;(¥), u,(%)] est une quantité non-
positive, c’'est-a-dire que
g[Sy — ¥5(%)] — w[S; — ys(%) — ¢;(%)]
¢5(%)

> u;~[S; — ()],

ou, ce qui revient au méme,

13(Sy — v5(®)] — (S5 — y5(%) — ¢;(%))
¢5(%)

=

- us(Sy — y5(%)] — ws[Sy — y4(%) — aes(%)]
= mej(f)

o<a1I
ou
u3(S5 — ¥3(%)] — [ Sy—ys(x) — aes(x)] < o{ug[Ss— y5(%)] —
— 4S5 — y1(x) — es(%)1}.

Cette inégalité résulte de la concavité de la fonction d'utilité.
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Par conséquent
UY) — U)5) < — [ o) 5 (1S, — (@] 4F (7).
La concavité de u(x) implique également
IS, — ()] = 7S — (7).
Donc
Uy(#) — Uyl5) < — &) 1y *[S; — vy(%)] dF ().

En utilisant (2)

I &(%) 1" [S1 — v, (®)] dF (2).

9

U;U") —4n <

R"I.-

La méme inégalité peut se démontrer dans le cas ¢;(%) < o, en
employant directement des dérivées 4 droite.

Puisque Z V(&) = TyE) = Z %, il faut que 2 ¢(x) = o.

j=1 i=1 f=1 =1

Il vient, cn multipliant par %; et en sommant
SRIULT) — U] < — ky / uy *[Sy — 3, ()] I ¢f(®) dF(3) =
imy f=1

Si ¥ n'est pas Pareto-optimal, il doit exister un ¥’ tel que chaque
terme du membre de gauche soit non-négatif, avec au moins un
terme positif, ce qui est impossible. Donc ¥ est Pareto-optimal.

Condition nécessaire: Supposons par exemple qu'il n’existe pas de
k1 et ka telles que la relation (2) soit vérifiée pour un traité . Nous
allons construire un traité #' meilleur que ¥.

oful*[S — y1(%)] ug*[Sy — y,(¥)] dF (%)
Posons s’abord & = of{”i S, — 7. NP dF )

et
W) = 13 [Ss — ya(0)] — ks (S, — (3],
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Alors
of v(%) 4y *[S) — (%)) dF (%) =ef{ué*[52—y2(f)]—ku§ [Si—n®]-
uy"[Sy — ¥,(%)] dF (%)
= OI 4 *[Se — va(£)] 141 [S1 — 1 (%)) dF (%)
—k g{ui [S1 — »:(2)]}* dF (%)
=o. (4)

v(%) est donc la partie de u, *[S, — y,(%)] orthogonale a u; *[S; — v, (%)1.

Comme (2) n’est pas vérifiée pour j = 2 et pour toutes ki, ke,

[ v&(z) dF () > o.

Posons

d3=1} > 0.

OIH;*[Sz — ¥:(%)] dF (%)

Définissons le nouveau traité ¥ = ¥ + ¢, ol

a®) =(E) — 8 (>0
es(%) = — ex(¥);

&(7) = o (j >2).
En employant une technique similaire a (3),
V(') — Us() = J{—eaf®) ' (51 —(9] + Biea(2). 3a(2)]} 4F ()
=z {sf —[(®) — 8] " [Sy — 1 (%)]dF () + (1))
T [a(8), () 4F ()
= <(3 [ "[S,— n(B]4F (@) + (1)

efef [ (), y1(%)] dF (2)}
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en utilisant (4). Etudions le comportement du dernier terme du
second membre au voisinage de ¢ = 0.

(1/€)0; [e1(2), ¥1(2)] = (1/2) {wa[S1 — %:1(%) — 1 (®)] — ., [S1 —y:1(Z)] +
+ & (%) “; *[S1—9:1(%®)]
= (1/e){#1[S1— (%) — (v(£)— 8) e]—u, [S1— 1 (%)]
+ (v(x) — 8) eu, * [S; — y.(2)]}
_ N (14,(S) — yl (%) — (v(x) — 8) e] — 4[5y — y1(%)]
=—bE = @ —9:

— U *[S, — y1(®)];

Il nous faut i nouveaun distinguer deux cas suivant le signe de

(v(z) — 8] «.

Si cette quantité est positive, le terme
ui[S1 — y1(x) — (v(x) — 8) e] — [S1 — y1(*)]
— (&) —3d) ¢

tend vers #; ~[S; — ¥,(%)] lorsque ¢ — 0. Posons
uy"[S) — % (®)] — i *[S; — yix)] = 8, >o.

L’expression entre accolades tend vers $1. Cette convergence est
monotone puisque les dérivées sont des fonctions monotones de

y1(%). Donc

im (1/e) J 8 [e1(%), 1 (%)] aF () = ef lim (xfe) 87 [e(%), ,()] 4F (7)
= J B1dF (%)
= B

U,(9)—U(y) = 5{8J1‘;+[51 — ()] dF (%) + B}
Comme 3 >0 et [ u*[S, — %(®)] dF(x) >0, Uy(5) — Uy(9)
0
est positive pour e suffisamment petit.

Lorsque [v(%#) — 8] ¢ est négative, I'expression entre accolades
tend vers zéro, ce qui ne change rien a la conclusion.

II
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De maniére similaire nous avons pour Cs:

Usl5) — Us(5) = [{—a®) 32 — )] + 5 ea), (]} A7)

c [T%) — 811 1S, — (%)) dF(7) +

° + (xe) J 05 Lea). (2] 4P ()

= o4 o(8) B[S, — m(8)] + () () —

— 8 J 4 (S, — ()] dF(3)

+ (5/) 1 85Tea(a), yale)] 4P ()

=< {9 dr(f)—wz [, — ¥a(2)} dF ()
+ (1)) 0 (u(2) 3a(2)) AF()

{3 T8 dE) + (1) [ 83Te), 78] AF ()

en utilisant (4).

La derniére intégrale peut 4 nouveau étre remplacée, soit par zéro,
soit par

a
2

13" [Sy — ya(B)] — 27 [Se — 1(£)] >o.

l

1 en résulte que Uz(¥') — U=(¥) > o pour ¢ suffisamment petit.

Puisque
Ui(#) > Uy(v) pourj =1, 2
Ui(3) = Uj(F) pour tout j > 2
¥ n'est pas Pareto-optimal.

Remarquons que la condition suffisante est vraie que nous
prenions des dérivées & gauche ou a droite. L'obligation d’employer
des dérivées & droite dans la condition nécessaire résulte de la
concavité des u;(x).

Si le théoréme précédent permet de caractériser les traités
Pareto-optimaux, il n’assure pas lexistence d’une solution aux
équations (2). Les théorémes et le contre-exemple suivants appor-
tent une réponse a cette question.
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THEOREME 2. (Du Mouchel) Si les fonctions d’utilité sont déri-
vables en tout point d'un intervalle contenant I = (o0, Z Sy et
f=1

si les #; peuvent étre choisis tels que les domaines des fonctions
uy(x) . k; ont une intersection non-vide, il existe une solution Pareto-
optimale.

THEOREME 3. Pour un ensemble de constantes k; fixé, satis-
faisant aux hypothéses du théoréme 2, il existe un et un seul traité
Pareto-optimal.

Démonstration: L’existence d’un traité étant assurée par le
théoréeme 2, il suffit de démontrer ’'unicité.

Les relations (2) définissent implicitement les y;(%) en fonction de
y1(%), pour z fixé. Soient

y5(Z) = vi(y:1(%)) j=2,...,m

ces fonctions. Comme les 1;(x) sont des fonctions continues non-
décroissantes des yy(%), les y;{y1(%)) sont des fonctions uniformes,
continues et non-décroissantes. La condition d’admissibilité

ZyyE) =Sy =z

J=1

devient

yi(®) + Z yi{yil¥)) = 2.
jmz
Le premier membre est une fonction continue croissante de
y1(). Donc pour tout z il existe un et un seul traité y,(%) Pareto-
optimal. Un méme argument peut étre répété pour les autres
compagnies.

THEOREME 4. Pour un ensemble de constantes %; fixé, il existe au
plus un traité Pareto-optimal.

La démonstration s'appuie sur un raisonnement analogue a celui
du théoréme 3, utilisant des dérivées a droite. La non-continuité
des u;(%) en les points ot les fonctions d’utilité ne sont pas dérivables
implique qu’il peut ne pas y avoir de solution admissible aux
équations (2), comme le confirme le contre-exemple suivant.
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Soient
ui(x) = 1 — @SV

ga(x —_— Sz) x < Se
ue(x) = a>b>o0
lbx—S  x>5e

Alors
1 [Sy — (7)) = e¥:@

Su va(%) >0

1" [Sp — ya(%)] = (b ”
ve(%) < 0.

La relation (2) devient

skza = ke ® ya(%) >0

kob = k]_ey‘(Z) y2(%) €0

Log k2 + Log b = Log k1 + y1(®) y2(%) <o

gLog k2 + Log a = Log k1 + v1(%)  y2(%) >0
gyl (%) = Loga + Logks— Logki = A4 y2(%) >0

[y1(%) = Logb + Log ks —Log by = B y2(2) < 0
avec A > B.

Or y2(%) = z — y1(%). Donc y2(%) > o implique y:1(%) < z et
y2(%) < 0 — y1(%) = z. Donc

yn(Z) = 4 yi(®) < z
yi(%) = B (%) 2= 2.
Alors z > y1(%) = A > B = y1(%) > z ce qui est une contradiction.

THEOREME 5. Si les fonctions d’utilité sont strictement concaves
et si les y4(%) sont différentiables, un traité Pareto-optimal ne
dépend des montants des sinistres x; que par l'intermédiaire de leur

somme z = X %y.
=1
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Cette propriété constitue une généralisation d’'un théoréme de
Borch ([3]). La démonstration en est semblable, a condition d’utiliser
les dérivées secondes a droite (u;*) "* (%), qui existent car les u; * (x)
sont des fonctions monotones. Le théoréme signifie que le montant
payé par C; ne dépend que de la somme des sinistres & régler sur
I'ensemble du marché. Sous les conditions de I’énoncé, tout traité
Pareto-optimal revient a former un pool de toutes les compagnies
et décider d'une regle pour la répartition des charges: les assureurs
ont donc toujours intérét a coopérer.

§3. LEMARCHE DE REASSURANCE EN TANT QUE JEU A UTILITES
NON-TRANSFERABLES

Nous allons dorénavant supposer qu’il existe un traité Pareto-
optimal, fourni par les équations (1) et (2). Ce traité est unique
lorsque les constantes #; sont déterminées (théoréme 3). Cependant,
il existera en général tout un domaine de %; fournissant une solution
admissible. Les k; ne sont déterminées qu’a un facteur prés: (2) n'est
pas modifiée lorsque les k; sont multipliées par une constante. Nous
pouvons donc arbitrairement restreindre le domaine des k;, par

exemple en posant £ = I ou X k; = m.
f=1

Dans I'espace euclidien a » dimensions formé par les utilités des
compagnies, ’ensemble des #; admissibles forme une surfacea m — 1
dimensions, appelée surface Pareto-optimale. Ses équations para-
métriques (en les parameétres A1, ..., By) sont

Up=[ulS;—y@E]dF@#), j=1. ... m
ol les y;(%) satisfont aux relations (2).

Une compagnie n’acceptera de faire partie du pool que si cela
entraine pour elle une amélioration de sa situation, c’est-a-dire une
augmentation de son utilité. La surface Pareto-optimale est donc
limitée par les m hyperplans d’équations

Uj = Uy(xy).

L’espace délimité par la surface Pareto-optimale et les m hyper-
plans est appelé 1'espace du jeu &.
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Toutes ces considérations suggérent en effet une analogie avec la
théorie coopérative des jeux. Nous allons montrer que le probleme
tel que nous l'avons formulé constitue en fait un jeu a m joueurs a
utilités non-transférables.

Définition: Un jeu 2 utilités non-transférables est défini par un
triplet [M, (S), H], ol

1) M est un ensemble fini d’éléments (les joueurs);

2) v(S) est une fonction (appelée fonction caractéristique) définie
sur tous les sous-ensembles non-vides S de M, envoyant chaque S
(les coalitions) sur un sous-ensemble v(S) de l'espace euclidien a
| S | dimensions, tel que

a) v(S) est non-vide;

v(S) est convexe;
y(S) est fermée;
v(S) est suradditive: ¥ S, S: ¢ M,

2-S1nNSe= ¢, v(S1US2) D v(S1) xv(Se);

3} H est ,l’ensemble des résultats réellement accessibles’”’. Plus
précisément :

R

v(M) ={vcE'Ml | 3y HD-y > x).

Soient 1) M l'ensemble de m compagnies;
2) v(S) l'espace délimité par la projection de la surface
Pareto-optimale dans l'espace euclidien a4 |S | dimen-
sions;

THEOREME 5. Le marché de réassurance est un jeu a utilités non-
transférables (3, v(S), Z].

Démonstration: 11 suffit de montrer que v(S) vérifie les propriétés
a) a d).
a) v(S) est non-vide: elle comporte certainement le point initial

vi(%) = %;. \Z]

b) v(S) est convexe: soient ¥'S et 7’5 deux traités admissibles pour
une coalition S. Nous avons donc

2 yS(x) =2 y/S(x) = Z %
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Le traité #5 = 27 4+ (1 — «) 775 est également admissible car
Us(#) = Ujlay™s + (1 — )3
= aUy(75) + (1 — ) Uy(#"5) en vertu de la pro-
priété de linéarité des
fonctions d’utilité
= aUj(xg) + (1 — «) Usly)
= Uj(xy).

Le jeu est dit ,,a utilités non-transférables” par opposition aux
jeux & utilités transférables, pour lesquels les paiements latéraux
entre joueurs sont autorisés et n'ont pas d’effet sur la somme des
utilités de tous les joueurs. Ceci implique que les u;(x) sont de la
forme ajx + b;, et que la surface Pareto-optimale est un plan
d’équation

% U; = constante.
jml

Le jeu est dit inessentiel lorsque & se réduit a un point, a savoir le
traité v;(%) = x; pour tout 5. De tels jeux sont intéressants car les
joueurs ne peuvent retirer aucun bénéfice de leur coopération, ils
correspondent & des cas de dégénérescence: les variances de certains
portefeuilles sont nulles par exemple. Pour éviter d’inutiles pré-
cautions de langage, nous supposerons dorénavant le jeu essentiel.

La figure suivante représente un espace de jeu possible pour un
marché de deux compagnies.

Ua
—

surface Pareto-optimale

Ua(xs)

U,
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La solution Pareto-optimale n’est pas unique car nous avons
choisi une définition d'optimalité assez faible. Il lui manque en
effet certains axiomes de partage, précisant comment les joueurs
vont répartir le bénéfice de leur coopération. Chaque compagnie a
intérét a obtenir une constante k; aussi grande que possible (com-
patible avec les conditions d’admissibilité) de maniére & payer le
moins possible. Le choix des %k; dépend donc d’un marchandage
supplémentaire, pendant lequel les intéréts des joueurs seront
contradictoires. En termes de théorie des jeux, nous devons déter-
miner la valeur du jeu.

§4. VALEUR AU SENS DE SHAPLEY

Le premier concept de valeur satisfaisant fut présenté par Shapley
((9]) en 1953 dans le cadre des jeux a utilités transférables.

Définition: Le jeu a utilités transférables associé au marché (M,
v(S), &] est défini par le couple [M, v(S)], ou

1) M est I'ensemble des joueurs;
2) v(S) est une fonction d’ensemble, appelée fonction carac-
téristique, associant a toute coalition S € .M I'hyperplan d’équation

Ua Ux(xx)

N

Us(x2)

U,
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3 Uy = 8(5),
ol
B(S) =max T U;; Us = {U;|jeS}
Ugeg Jes

Y

La figure de la page précédente représente le jeu a utilités
transférables associé a une marché de deux compagnies.

Géométriquement, v(S) est 'hyperplan tangent a v(S) dont tous
les cosinus directeurs valent 1. Le point de tangence A ne fait pas
nécessairement partie de 1'espace du jeu &; il peut conférer & un des
joueurs une utilité inférieure i sa valeur initiale.

Remarquons que A n’est pas nécessairement unique: l'intersec-
tion de v(S) et ¥(S) pourrait étre un segment de droite ou un morceau
convexe d’hyperplan.

Une imputation — c’est-a-dire un partage du gain global — est
un point ¢ = (¢s, ..., ¢m) tel que

¢1 = Uslxy) vj

/§@=ewm

Shapley est parvenu a définir un concept de .valeur en isolant une
imputation a partir de trois axiomes.
Soit G, I’ensemble de toutes les fonctions v(S).

Définition: On appelle fonction de valeur ¢, la fonction définie sur
Gm qui associe a toute v(S) ¢ Gm, une imputation

$(@) = [h1(v), ..., dn()],
satisfaisant aux trois conditions suivantes:

I) Deux joueurs symétriques regoivent le méme montant;
Pour toute permutation = de I'ensemble des joueurs, et pour
toute v(S) telle que v(n(S)] = v(S) pour toute S S M,
bey®) =), j=1,...,m

2) Un joueur inessentiel pour toute coalition ne bénéficie pas de la
coopération;
S'il existe un j € M tel que v(S) = v(S — {j}) + v({7}) pour
tout S © M incluant j,

8;(v) = v({5}).
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3) La fonction de valeur est linéaire.
Pour toutes v(S), w(S) € Gm, pour tous a, b

pilav + bw) = ad;(v) + bes(w). j=1,...,m.
THEOREME 6. Il existe une et une seule fonction de valeur
- . (s—1)! (m—s)! o
$i(v) = X [(v(S) —v(S — {1} -

scM n!

s=1[5]

La valeur au sens de Shapley peut étre interprétée de la maniere
suivante: les joueurs entrent un par un dans la coalition, dans un
ordre aléatoire. Chacun regoit la totalité de ce qu’il apporte a la
sous-coalition formée avant lui. Tous les ordres d’entrée sont
envisagés, et résumé par une moyenne arithmétique.

Le modeéle attribue donc & chacun 'espérance mathématique de sa
valeur d’admission, lorsque toutes les permutations de joueurs sont
équiprobables. Dans le cas d’un jeu & deux joueurs, la valeur au
sens de Shapley 4(v) est le milieu du segment de droite v({1, 2})
limité par les utilités initiales: elle accorde le méme gain d’utilité
aux deux joueurs.

Ust '\

U X Ust)

Alors se pose le probléme important de généraliser ce concept de
solution aux jeux & utilités non-transférables.

Le point ¢(v) peut-il constituer une solution acceptable pour le
marché de réassurance ? Evidemment non caril se trouve en général
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en dehors de 'espace du jeu £ et ne peut donc étre atteint par un
traité. Ce n’est que dans le cas particulier ol ¢(v) coinciderait avec
le point (ou un des points) de tangence A4 qu’il pourrait étre une
solution valable (2 condition que A fasse partie de g).

Or, les fonctions d’utilité des joueurs ne sont définies qu’a une
transformation linéaire prés. Nous pouvons donc multiplier ces
fonctions par des constantes arbitraires non-négatives #&;. Cette
opération a pour effet de modifier £, ¥(S), et par conséquent A et
$(0).

Shapley ([10]) @ montré qu’il existe (au moins) une ensemble de
,poids” %; tel que la valeur transformée fasse partie glu nouvel
espace du jeu. La démonstration peut étre aisément adaptée au
modele de réassurance, et fournit dans ce cas un résultat complé-
mentaire intéressant: les poids k; ne sont rien d’autre que les con-
stantes apparaissant dans 'expression fondamentale (2). Ce résultat
nous permet de donner une interprétation économique aux 4;. '

Celles-ci représentent les forces relatives des joueurs.

uy*[S; — y;(%)] est la pente de l'utilité de C; aprés reglement des
sinistres. (2), qui peut s’écrire

“;+[S)' —yE] A .
=7 = 7, Yi, )
1, (S —yi(B)] A

exprime que ces pentes sont commensurables au moyen de ,,taux
de change d’équilibre”’ ki/k;. Infinitésimalement, le marché peut étre
considéré comme un jeu a utilités transférables ou les compagnies
utilisent des ,,monnaies’ différentes. La solution ne change pas si
localement Cy et Cy s’échangent de I’argent au taux ky/%;, C; devant
donner %; unités pour en recevoir %;. L’analogie avec les équilibres
monétaires peut encore étre poussée plus loin: si C; veut échanger un
montant important avec Cj, il exerce une ,,demande’’ sur les réserves
de son partenaire, ce qui a pour effet de déplacer le point d’équilibre
en faisant monter le taux de change: £; augmente et %; diminue.

Exemple

Considérons le cas ot Ia fonction d’utilité de chaque compagnie est
quadratique

ug(x) = x — a;x2. \7]
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Borch a montré que les contrats Pareto-optimaux sont des
traités en quote-part de taux

I/kj aj
9= m
Z 1/kia;

i=1

ou les g; doivent satisfaire aux inégalités

gp=0 Vj

Tg=1

i=1

(5 -®) +v

. 3, "R TV

qj ~ g,.‘ 1 ?2 P 3
FO N DU : P 7
("‘l (2&11 Ri)s + (=1 V;

en désignant par P; la prime pure, par V; la variance de la distri-
bution des risques de Cj et par Rj la réserve Sy — P;.

Considérons trois compagnies Ci, Ce, C3, dont les paramétres

valent
Ri=1 R: =4 R3 =4
P, =1 Py =2 P; =2
V=355 Va = 20 Vs =20
a, = 0,0I az == 0,058 as = 0,05.

Les utilités initiales valent

Ujlxs) = - aj [(i ——Rj)z + Vi]-

485

244
Donc
Ul(xl) = 0,44
Usz(xs) = 2,2
Us(xs) = 2,2.

Ces utilités correspondent 4 des quote-parts extrémales pour C:
q7%* = 0,802251
"™ = 0,757719.
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Posons pour simplifier
1

2
Yj= <E;;—Rj) -+ Vj;

m 2 m
Y=SZ <—]':'-——R1) -+ z Vi.

((-1 Q=

L'’utilité aprés réassurance vaut
Uy(9) = — g Vi
= a .
I\ 14, 5915 J

En éliminant les parameétres ¢, gz, g3, nous obtenons I’équation de
la surface. Pareto-optimale

1 3

A Y

44

— — I = 0,
Z a,Y
J=1 /

ce qui devient dans notre cas
Y25 — Ur + V1 — Us/5 + V1 — Us/5 = V38,16.

La valeur au sens de Shapley transférable (c’est-a-dire sans
introduire de poids %; pour le moment) s’obtient en résolvant le
systeme de 2z équations

Ui 4+ Uz 4 Us = ({1, 2, 3}) (6)
V25 — Us + Y1 — Us/5 + Y1 — Usjs = V38,16 (7)

en les quatre inconnues U1, Us, Us et {(1, 2, 3)}, en exprimant que
le plan (6) est tangent a la surface (7). Ces calculs donnent

Ui = ¢1(v) = 1,583175

Us = ¢2(v) = 3,079841

Us = ¢3(v) = 3,079841

v({1, 2, 3}) = 7,743957-

En remplagant dans (5), on obtient

g1 = 0,783357
gz = 0,100318
gs = 0,100318.
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valeurs non-admissibles car leur somme est inférieure & 1. Ce point
se trouve au-dessus de la surface Pareto-optimale.

Multiplions donc les paiements de Ci par &1, ceux de Cz par k2 et
ceux de Cs par ka. Notons ¢%(v) et v¥({x, 2, 3}) les transformés de
#(v) et v({1, 2, 3}) par cette opération. Nous savons que nous pou-
vons imposer une relation arbitraire aux &;. Nous supposons donc
que leur somme est égale a m.

Cect nous donne trois équations

V25 — ¢E@)/R, + VI— d5()/ks + V1 — $E(v)[ky = V38,16
BE(@) + HE@) + o) = T*({1, 2, 3))
Fo+ ke + ks =3

pour 7 inconnues ¢£(7), ¢£(v), #f(0), A1, k2, ko, 95({1, 2, 3}).

En exprimant que
— la surface Pareto-optimale doit étre tangente a I'hyperplan de
transférabilité,
— la valeur doit se trouver sur la surface,
et en éliminant les inconnues, nous obtenons aprés de longs calculs
une équation du 4& degré en k1. Ce polyndme posséde trois racines
négatives et une seule racine positive

ky = 0,776313

ks = 1,111684

ks = 1,111684

¢¥(v) = 1,169078

#£(v) = 3,099199

$5(v) = 3,099199

vk({1, 2, 3}) = 7.367477.

En divisant ces valeurs par i, &2, k3 et en remplagant dans (5),

il vient
qr = 0,784648 U1(¥) = 1,505937
g2 = 0,107676 Ua(¥) = 2,787842
gs = 0,107676 Us(9) = 2,787842
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Comme on pouvait s’y attendre, C,, ayant le moins peur du risque,
va prendre a sa charge une quote-part importante des sinistres. En
contrepartie, elle va évidemment exiger une compensation moné-
taire. On peut montrer que celle-ci doit étre égale a

jd I I
yj(0) = ¢; & (‘2’;i —51> — (2717 —51>-

f=1

11 vient

y2(0) = y3(0) = 2,029856.

Donc C; va percevoir au total

— y1(0) = y2(0) + y3(0) = 4,059712.

§5. UN NouvEau CONCEPT DE VALEUR

Le § précédent nous a permis d’isoler un traité de la surface
Pareto-optimale. Un certain nombre de critiques peuvent cependant
étre formulées a 1’égard du concept de valeur de Shapley (voir [7]).
Le défaut le plus grave du modéle est que 'axiome 3 de linéarité
n'est certainement pas vérifié car les compagnies évaluent leur
situation au moyen de fonctions d’utilité, par définition non-ad-
ditives: l'utilité résultant de la signature de deux traités n’est pas
égale a la somme des utilités partielles. C’est pourquoi nous avons
défini (dans [6]) un nouveau concept de solution, basé directement
sur les jeux A utilités non-transférables, en généralisant un modeéle
de marchandage de Nash ([8]).

Les axiomes permettant d’isoler un traité sont les suivants.

I) La solution n'est pas affectée par une transformation linéaire ef-
fectuée sur les utilités.

2) La solution est fonction de fous les sous-traités relatifs aux
coalitions d'effectifs inférieurs a m; chaque sous-traité satisfait
auzx relations (1) et (2).

3) Tout jeu symétrigue a une solution symeétrique.

4) La solution ne change pas si nous retivons de [’ espace du jew tout
point autre que le paiement initial et la solution elle-méme.
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Pour simplifier les notations, posons
K ={k, ..., km | les k; sont liées par une relation}

vi(S) = y{# |7eS}) &S
Us(S) = Uy [y4(5)]

U;(S) est 'utilité pour C; d’un traité signé par les membres d'une
coalition S.

Supposons qu'a un moment quelconque de la négociation un
premier groupe S: de joueurs soit arrivé i un traité optimal F(S1),
permettant aux joueurs Ci(i ¢ Sy) d’obtenir une utilité Uy(Sy)
tandis qu’un autre groupe S: (tel que S1 N S2 = ¢) a conclu un
traité optimal #(S2) donnant a C;(/ ¢ S2) une utilité U;(S2). Ces deux
groupes se réunissent en vue de signer un traité global ¥%(S1 U S3)
(le symbole U a ici un sens légérement différent d’une réunion;
Sy U S. veut dire ,,S1 se joint & So”". Le - est placé pour rappeler
que le résultat ne dépend pas uniquement de l’ensemble S) U S.
mais aussi de la maniére dont cette coalition s’est formée, c’est-a-
dire de S: et Se). Si les deux groupes ne parviennent pas a se mettre
d’accord sur un traité $(S1 U Ss), ils retombent nécessairement au
point de départ de la négociation

Ui(S) vCie St
Ui(S2) vC; g Sa.

Pour cette raison, ce paiement est appelé le point de désaccord.

Lemme: Le traité y%(S1 U Se) est 'unique point tel que

93 =max ¢ =mazx I [Uy(S1 USa)—Uy(S1)] T [Uy(S1 U Se)— U(Sq)]
K ixS, 1eS,
(8)

THEOREME 7: Il existe un et un seul traité #(M) satisfaisant aux
4 axiomes. Il peut s’obtenir par la récurrence

y1{7}) = %
g I Z yi(S: U Sy s=1S5|
Vi Ty (58 jeS ¥VSo —1<s<m
y3(S) = Six¢ S =S\S;
0 j=S
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I pX yj(51 US_1) m=|M|
yi(M) = 281 __ 1 SieM , S = M|S,
51#(]5 j=I,...,m

ou, a chaque étape, v4(S: U 5_1) est obtenu par la solution de (8)
dont le point de désaccord est

Us(Sy) VizS
Uz(§1) VieS

La solution se construit par induction sur le nombre de jeueurs
d’'une coalition: il faut successivement calculer la valeur de tous les
ensembles comprenant 2 compagnies, 3 compagnies, etc..., pour
arriver finalement a la coalition M. Supposons que nous ayons
calculé les valeurs pour toutes les coalitions dont leffectif ne
dépasse pas s — I et construisons le traité optimal pour un en-
semble S de s partenaires. S contient 28-!— 1 sous-coalitions
(strictes) S: pour lesquelles il existe un sous-traité. Pour chaque S,
nous calculons par (8) un traité

F(S1 U (S\Su)].

L'utilité accordée a une compagnie ne diminue pas par cette
opération: il est en effet facile de montrer que (8) fournit toujours
un US1 U Se) supérieur ou égal & Uy(S:). Au plus le point de
désaccord est élevé pour un joueur, au plus la solution de (8) lui est
favorable. Contrairement au modéle de Shapley, le bénéfice de la
coalition est ici réparti entre les compagnies suivants leurs forces
respectives.

Nous obtenons ainsi 25-1 — 1 traités, en général différents, que
nous résumons par une moyenne arithmétique. Nous avons de la
sorte déterminé un traité optimal unique pour S. La solution du jeu
s’obtient pour § = M.

Ce concept de valeur tient donc compte de l'ordre de formation
du marché: chaque joueur s'allie avec d’autres compagnies ou
ensembles de compagnies, de telle sorte qu'aprés un nombre fini de
jonctions, M soit formée et un traité partiel soit conclu. Toutes les
possibilités de groupement sont envisagées et interviennent avec la
méme force dans le traité final. La solution est I’espérance mathé-

12

https://doi.org/10.1017/50515036100011478 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0515036100011478

178 ECHANGE DE RISQUES

matique des traités partiels lorsque toutes les formations de coali-
tion sont équiprobables.

Exemple
Reprenons I'exemple du § 4.
Utilités initiales Ui({1}) = 0,44
Us({2}) = 2,2
Us({3}) = 2.2

Ensembles de deux compagnies.

Coalition {1, 2}. La maximisation du produit
[Ua({x, 2}) — Un{{1})] [Ua({1, 2}) — Us({2})]
=[—aqiY + a,Y)] [— agzY + a,Y)]
conduit, aprés élimination de ¢, 4 une équation du troisiéme degré
en gi:
q?—%q§+L#ql+§§=0-

La résolution de cette équation donne

g1 =0.877593  Uh({1, 2}) = 1,124759

g2 = 0,122407  Ux({1, 2}) = 2,677553.
Coalition {1, 3}. En vertu de la symétrie entre C: et Cs, il vient

¢ =0877593  Ui({1, 3}) = 1,124759

gs = 0,122407  Us({1, 3}) = 2,677553.
Coalition {2, 3}

g2 = 0,5 Ua(}2, 3}) = 2,7

gs =05 Ua(}2, 3}) = 2.7.

Coalition }1, 2, 3}. Le systéme formé par les équations (1) et (2)
s’écrit aprés résolution par la méthode des multiplicateurs de
Lagrange,
@Y —Yy) = go(qiY — Y))
Q(gY —Yy) = (@Y — Yy)
G+ +p=I

et peut se résoudre par approximations successives.
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{1.2} U{3} g1 = 0,783358
g2 = 0,102926
gs = 0,113716

{1,3} U{2} » = 0,783338
ges = 0,113716
gs = 0,102926

{2,3} U{1} ¢1 = 0,794826
gz = 0,102587
gs = 0,102587.

Solution optimale q1 = 0,78718
g2 = 0,10641
gs = 0,10041
Ui({1, 2, 3}) = 1,354042
Us({1, 2, 3}) = 2,839563
Us({1, 2, 3}) = 2,839563

1(0) = — 3,91792
y2(0) = 1,95896
y3(0) = 1,95896.
La solution est donc légérement moins favorable i la premiére
compagnie.
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