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Sur le comportement, par torsion,
des facteurs epsilon de paires

Colin J. Bushnell et Guy Henniart

Résumeé. Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien et ¢ un caractere additif
non trivial de F. Soient n et n’ deux entiers distincts, supérieurs a 1. Soient 7 et w/ des représentations
irréductibles supercuspidales de GL,(F), GL,/(F) respectivement. Nous prouvons quil existe
un élément ¢ = c(m, 7’ 1) de F* tel que pour tout quasicaractere modéré x de F* on ait
e(xm x 7', s,4) = x(c)"le(w x 7', s,4). Nous examinons aussi certains cas ot n = n’, 7/ = 7V.
Les résultats obtenus forment une étape vers une démonstration de la conjecture de Langlands pour
F, qui ne fasse pas appel a la géométrie des variétés modulaires, de Shimura ou de Drinfeld.

Abstract. Let F be a non-Archimedean local field, and v a non-trivial additive character of F. Let n
and n’ be distinct positive integers. Let 7, 7’ be irreducible supercuspidal representations of GL,(F),
GL,,/ (F) respectively. We prove that there is ¢ = ¢(m, 7, 1) € F* such that for every tame quasichar-
acter x of FX we have e(xm x m/,s,1) = x(c)"'e(r x ©’,s,1). We also treat some cases where
n=n'and ' = 7V. These results are steps towards a proof of the Langlands conjecture for F, which
would not use the geometry of modular—Shimura or Drinfeld—varieties.

1 Introduction
1.1

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p. Fixons un caractere additif non trivial ¢ de F, et une cloture séparable
algébrique F de F; notons Wr le groupe de Weil de F sur F.

Soit o une représentation complexe continue semisimple de Wg, sans constituant
modéré, Cest-a-dire que o ne contient pas le caractere trivial du sous-groupe d’inertie
sauvage de Wr. Un des résultats principaux de [14] est qu’il existe un élément ¢ =
c(o,1) de F*, bien défini modulo le groupe U} des unités principales de F, tel qu’on
ait

e(xo,s, ) = x(c) (o, s,1)

pour tout quasicaractére modéré x de F*. Dans cette formule, les facteurs epsilon
sont ceux de Langlands-Deligne [13], [26]. Nous avons écrit xo pour la représenta-
tion g X(Tp(g)) o(g), ol 7r: Wr — F* est l'application de réciprocité de la
théorie locale du corps de classes, normalisée de fagon que les substitutions de Fro-
benius géométriques correspondent aux uniformisantes de F.
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On sait [14] que c(o, ©) est invariant par extension modérée: si K est une extension
finie modérée de F dans F, on a

c(o|Wk, ¥ o Trgjp) = c(o,v) (mod Ug).

Au section 2 de cet article, nous étendrons ces résultats aux représentations du groupe
de Weil-Deligne de F sur F.

1.2

Les conjectures de Langlands pour GL, sur F sont maintenant établies: voir Lau-
mon, Rapoport et Stuhler [23] pour F de caractéristique non nulle, et Harris et
Taylor [16], Henniart [19] si F est un corps p-adique. La correspondance ainsi
obtenue donne, pour chaque entier n > 1, une bijection canonique o +— 7(0)
de I'ensemble Gg(n) des classes d’isomorphisme de représentations complexes ®-
semisimples, de dimension #, du groupe de Weil-Deligne de F, sur 'ensemble Ap(n)
des classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles de GL,,(F). La pro-
priété la plus importante de ces bijections est la préservation des facteurs epsilon de
paires: pour o € Gp(n), 0’ € Gg(n'), on a

e(w(o) x m(o'),s,9) =elo®@0’,5,9).

Ici, le facteur epsilon de gauche est celui défini par Jacquet, Piatetskii-Shapiro et Sha-
lika [22] (voir aussi Shahidi [25]). D’autre part, ces bijections sont compatibles a la
torsion par les quasicaracteres de F*: pour x un tel quasicaractére et o € Gg(n),
on a m(xo) = xm(o), o pour m € Ap(n), xm désigne la représentation g +—
x(detg)o(g).

Il est alors clair qu’on peut traduire les résultats de 1.1 en des propriétés analogues
du facteur e(m, s, 1), ou m € Ap(n) correspond a o. Nous le ferons dans le section 3.

1.3

Cependant nous avons décrit dans [9] une stratégie pour une preuve des conjectures
de Langlands sur F (pour les représentations de dimension une puissance de p), qui
ne fait pas appel a la géométrie des variétés de Shimura ou de Drinfeld. Une telle
preuve fournirait d’ailleurs de nombreux renseignements explicites sur la correspon-
dance de Langlands, que les démonstrations actuelles ne donnent pas. Une étape im-
portante dans la stratégie est une démonstration directe des propriétés du section 3
pour les facteurs e(m x 7', s,1)). Clest ce que nous obtenons, dans le section 4 et les
suivants, dans un certain nombre de cas cruciaux. La plupart de ces résultats ont été
annoncés dans [9] 2.2 Known Cases).

1.4

Au section 4, nous traitons d’abord le cas des facteurs epsilon (7, s, 1) définis dans
[15]: autrement dit, nous nous restreignons au cas ou n’ = 1.
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On sait qu'une représentation irréductible de Wr est sans constituant modéré si et
seulement si son exposant d’Artin est strictement supérieur a sa dimension. On dit,
en parallele, qu'une représentation irréductible supercuspidale m de GL, (F) est sans
constituant modéré si son exposant d’Artin (dont la définition est rappelée au sec-
tion 3) est strictement supérieur a n; on dit qu'une représentation lisse irréductible
de GL,(F) est sans constituant modéré si chaque facteur 7; de son support supercus-
pidalm; ® - - - ® 7, Dest.

Soit 7 une représentation lisse irréductible de GL,(F) sans constituant modéré.
Nous prouvons qu’il existe alors ¢ = ¢(m,1) € F* tel que, pour tout quasicaractere
modéré x de F*, on ait

e(xm,s,¥) = x(c) " 'e(m,s, ).

Supposons un instant F de caractéristique nulle. Si K est une extension finie cy-
clique modérément ramifiée de F, alors le changement de base ¢ de 7 [1] Chapter I
est sans constituant modéré et on a

c(m, k) = c(m, 1) (mod Ug),

ou g désigne le caractere additif x +— 9(Trg/rx) de K. Ce résultat s’é¢tend au
cas d’une extension finie galoisienne modérément ramifiée K /F, par empilement de
deux changements de base cycliques.

1.5

Au section 5, nous fixons deux entiers n, n’ tels que n > n’ > 1. Soit 7 une
représentation irréductible supercuspidale de GL,(F), totalement ramifiée au sens
ol x7 nest équivalente & 7 pour aucun quasicaractére non ramifié x de F*. Pour
7w’ € Ap(n’), nous montrons qu’il existe ¢ = c(w,7w’,1)) € F* tel que pour tout
quasicaractére modéré x de F* on ait

e(xm x m',5,9) = x(c)'e(m x 7, s5,1h).

Pour la démonstration, on se raméne d’abord aisément au cas ot n’ = n—1 et ou
7' est générique. On utilise alors directement la définition de [22] pour les facteurs
e(m x w';s,1), en termes d’intégrales faisant intervenir les fonctions de Whittaker
pour 7w et /. On dispose [6] pour 7 de fonctions de Whittaker bien adaptées a
la construction de 7 donnée par Bushnell et Kutzko [12]. Des considérations de
support pour les intégrales de [22] donnant le facteur e(m X 7', s,1) permettent
alors d’obtenir le résultat.

Notons que cette approche est trop élémentaire pour donner linvariance de
c(m,m’, 1) € F* /U}, par changement de base modéré.

1.6

Elle donne cependant des résultats satisfaisants dans le cas ou n = n’ est une puis-
sance de p, ot 7w’ = 7t (contragrédiente de ) et ol 7 est totalement ramifiée. Au
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section 6, nous montrons qu’en ce cas il existe ¢ = ¢(m, 7', 1) tel qu’on ait

e(xm xw',s,ap) _je(mx @ s, )

B )

(En fait nous traitons aussi les cas plus généraux ot ' différe légérement,“en niveau
0%, de 7).

En outre, nous déterminons c(m, 7, 1) en termes d’un caractere simple (au sens
de [12]) intervenant dans 7; cette formule permet de voir que c(m, 7, ?)) est invariant
par changement de base cyclique modéré.

2 Représentations du groupe de Weil-Deligne
2.1

Soit 0 = (p, N) une représentation complexe ®-semisimple du groupe de Weil-
Deligne de F [26] 4.1.2, 4.1.3. Rappelons qu’en particulier cela signifie que p est
une représentation complexe continue semisimple de Wr. Nous dirons que o est
sans constituant modéré s’il en est de méme pour p, Cest-a-dire si la restriction de p
au sous-groupe de ramification sauvage Pr de Wr ne contient pas le caractere trivial.
Si x est un quasicaractére de F*, nous notons xo la représentation (xp, N).

Théoreme Soit o une représentation complexe ®-semisimple du groupe de Weil-
Deligne de F, sans constituant modéré. 1l existe un élément ¢ = c(o,1) € F* tel
que, pour tout quasicaractere modéré x de F*, on ait

e(xo,s,9) = x(0)"'e(o, s, ).

Démonstration En effet, p n’a pas de constituant modéré donc a fortiori aucun
constituant non ramifié. Il découle alors de [26] 4.1.6 quon a £(o, s, ¥) = €(p, s, )
et de méme e(xo, s, ¥) = e(xp, s, ¥). Le théoréme découle alors de [14] 4.6. [ |

Corollaire 2.2 Soit K une extension finie modérée de F dans F, et soit o la restriction
de o au groupe de Weil-Deligne de K. Alors ok est sans constituant modéré, et on a

c(ox, k) = c(o, 1) (mod Uy),

ot g désigne le caractere x — Y(Trgr x) de K.

De méme que pour le théoréme, le résultat découle du résultat analogue pour p,
établi dans loc. cit. (4.21.3).

3 Torsion pour les facteurs epsilon de paires, via la correspondance
3.1

Dans ce section 3, nous utilisons les correspondances de Langlands établies dans [23],
[16], [19] et nous traduisons en termes de facteurs epsilon de paires les propriétés du
section 2.
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Fixons quelques notations. Soient 0 I'anneau des entiers dans F et p son idéal
maximal. Notons g = gr = (0 : p), le cardinal du corps résiduel de F.

Si 1) est un caractere additif non trivial de F, le niveau n(t)) de 1 est le plus petit
entier k tel que p* C Ker .

Soit 7 une représentation lisse irréductible de GL,,(F). Le facteur epsilon (7, s, 1)
de 7, au sens de [15], est de la forme

1
e(m,s,v) = /e (m, 2 ),

pour un entier f(m, ) qui ne dépend que de 7 et du niveau de 1. L'exposant d’Artin
a(m) de 7 est

a(ﬂ') = f(ﬂ-?z/JO)a
pour un caracteére ¢y quelconque de F de niveau 0.

Proposition Soit T une représentation irréductible supercuspidale du groupe GL,,(F).
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Onaa(mw) > n.

(2) La représentation ™ wadmet aucun vecteur non nul fixe pour le groupe 1+ pM,,(0).

(3) Il existe un caractere simple, attaché a une strate simple dans M,,(F), qui intervient
dans .

Démonstration Léquivalence de (2) et (3) est [12] 8.4.1, et celle de (1) et (2) découle
des calculs de facteurs epsilon dans [2], [3]. [ |

Une représentation irréductible supercuspidale 7 de GL,,(F) est dite sans consti-
tuant modéré si elle satisfait aux conditions de la proposition. Une représentation
lisse irréductible de GL,,(F) est dite sans constituant modéré si chaque facteur 7; de
son support supercuspidal 71 ® - - - ® 7, est sans constituant modéré.

Une représentation complexe continue irréductible de Wy de dimension # est sans
constituant modéré si et seulement si son exposant d’Artin est strictement plus grand
que n [17] Theorem 1. Puisque la correspondance de Langlands préserve les expo-
sants d’Artin, on voit qu'une représentation lisse irréductible m de GL,(F) est sans
constituant modéré si et seulement si la représentation correspondante du groupe de
Weil-Deligne lest.

3.2

Du section 2 on déduit immédiatement les résultats suivants concernant les facteurs
e(m,s, 1) de [15]: le premier découle de la préservation des facteurs epsilon par la
correspondance, le deuxieéme de la compatibilité de la correspondance au change-
ment de base cyclique.

Théoréme Soit m une représentation lisse irréductible de GL,(F), sans constituant
modéré. Il existe un élément c = c(m, ) de F* tel que, pour tout quasicaractere modéré
X de F*, on ait

e(xm, s, ) = x(0)"'e(m,s5,9).
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Corollaire Supposons F de caractéristique nulle. Soient K une extension cyclique
modérée de F, et mx la représentation lisse irréductible de GL,(K) obtenue par chan-
gement de base de F a K. Alors mx est sans constituant modéré, et on a

c(mi, i) = e(m,9) (mod Ug).

Remarque La restriction car(F) = 0 n’est la que parce que la théorie du change-
ment de base n’est écrite quen caractéristique nulle. Au section 4, nous prouvons
le théoreme et son corollaire directement, ainsi qu'une version du corollaire pour le
changement de base modéré défini dans [4], [5], qui, lui, existe également en ca-
ractéristique non nulle: voir 4.6.

3.3

Soient 7, ' des représentations irréductibles de GL,(F), GL,(F) respectivement,
et o, o’ les représentations correspondantes du groupe de Weil-Deligne. On peut
dire que le couple (, ') est sans constituant modéré si la représentation o ® o’
est sans constituant modéré. 1l est possible, mais peu commode dans le cas général,
d’exprimer cette propriété directement en termes de 7 et w'. Nous nous contenterons
(voir 3.7 ci-dessous) des cas particuliers les plus importants pour notre propos, cf.
[9].

3.4

Supposons d’abord n > n’ et 7 supercuspidale totalement ramifiée. Alors la repré-
sentation o du groupe de Weil-Deligne correspondant a 7 est irréductible et totale-
ment ramifiée, i.e., sa restriction au sous-groupe d’inertie Jr de Wr est irréductible.
Un point important (exercice de la théorie de Clifford) est que la restriction de o au
sous-groupe de ramification sauvage Pr de Wy est sans multiplicité; comme o est
irréductible, les composants irréductibles de cette restriction forment bien siir une
seule orbite sous 'action de Wg. On en déduit le lemme suivant.

Lemme Soit o une représentation complexe continue de Wr. Supposons que la res-
triction de o a Jp soit irréductible. Soit ¢’ une représentation complexe continue de
Wr dont la restriction au sous-groupe de ramification sauvage Pr ait un constituant
commun avec celle de o. Alors on a dimo’ > dimo.

Si o/ est la représentation du groupe de Weil-Deligne qui correspond a 7/, on a
dimo’ < dim o par hypothese, et par le lemme o ® o’ est sans constituant modéré.
Par la correspondance, on déduit le théoréme suivant.

Théoreme Soit T une représentation irréductible supercuspidale totalement ramifiée de
GL,(F), et soit ' une représentation lisse irréductible de GL,/(F), avec n’ < n. Alors
il existe un élément ¢ = c(m, 7', 1) de F* tel que pour tout quasicaracteére modéré x de
F* on ait

5(X7T X 7T/7 S, 'l/}) = X(C)ilg(ﬂ' X 77/7 S, 'l/})

Au section 5, nous donnerons une preuve directe de ce théoréme.
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3.5

Supposons n = n’, et explorons le cas ou 7 et 7’ sont des représentations irréduc-
tibles supercuspidales totalement ramifiées de GL,,(F). Le cas que nous pouvons trai-
ter par les méthodes présentes est celui ou les représentations correspondantes o et
o’ de Wp sont telles que les restrictions & Pr de &' et o aient un constituant commun.

Si p est un tel constituant, et Wy le stabilisateur de p dans W, alors o est induite
de la représentation p de W sur le composant p de o|Pr. Lextension finie K/F est
modérée. De méme, o’ est induite, de Wx a W, d’une représentation irréductible p’
qui a p comme restriction & Px = Pp; par suite 5’ = xp", ol  est un quasicaractere
modéré de Wg. On a alors

oo’ = Ind%i (xp® (ResVWV; Indwi pY)).
On peut écrire, en omettant les indices évidents,
ResIndp” =p¥ @ 7,
ou la restriction de 7 & Pk est disjointe de p, d’out
c®o =Ind((xp®p")®d (xpRT)).
La représentation p ® 7 a tous ses composants irréductibles sauvagement ramifiés,

tandis que le seul composant irréductible modéré de p ® pV est la représentation
triviale 1x de Wy qui intervient avec multiplicité 1 [8] 2.1. Ecrivons

pRpY =10 A(p).

Il existe des éléments ¢ = c(p® T,v¢k) et ¢’ = c(A(fJ), wK) de K* tels que pour tout
quasicaractére modéré n de K*, on ait

eMp @ 7,5,9x) =) 'e(p @ 7,5, 9x),
e(nA(p),s,vx) =n(c") " 'e(AP),s, vk).

On en déduit

e((xp®@p)B(XP ®T),5,¢k)

(CC/)_l 5(X7 S, 7#K)
5(1Ka S, wK)

e((p@p) @ (peT),s ).

Par I'inductivité en degré 0 des facteurs epsilon, on en tire

E(O®0/757¢) — (CCI)_l E(X757¢K)
6(0’@6’,5,’1/)) 5(1K7557/}K).
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3.6

Via la correspondance de Langlands, I'identité précédente se traduit aussitot en
termes des facteurs epsilon e(m x 7', s, ).

Théoreme Soient m une représentation irréductible supercuspidale totalement ramifiée
de GL,(F), et o la représentation du groupe de Weil correspondant a w. Soient p un
composant irréductible de la restriction de o a Pr, Wk le stabilisateur de p dans Wr,
et p Pextension de p a Wy qui donne o par induction. Alors il existe un élément cx =
cx(m, 7t ) de K* qui vérifie la condition suivante: si x est un quasicaractére modéré
de Wy, o’ Pinduite a W de xp", et 7' la représentation irréductible supercuspidale de
GL,(F) correspondant a ', alors on a

e(mxn',s,9)
e(m X 7,5,)

—1 €(X7S7 le)
€(1K75a 7#K)

Corollaire 1 Soit x un quasicaractére modéré de F*. On a

x(cx)

—1&(x © Ng/r, 8, k)
6( lKa S, wl()
Ce corollaire est immédiat. Le cas le plus important d’application est celui ou 1 est

une puissance de p, auquel cas K = F; autrement dit, c’est celui ol 7 est sauvagement
ramifiée au sens de [5]. On obtient alors:

e(xm x 7, 5,9) _
e(m X 7t,5,9)

x (Ng/r(ck))

Corollaire 2 Soit m une représentation irréductible supercuspidale sauvagement ra-
mifiée de GL,,(F) (o1 n est une puissance de p). Il existe un élément c = c(m, 1t,1)) de
F* tel que, pour tout quasicaractére modéré x de F*, on ait

e(xm X 7t,5,%)
e(m X 7,5,)

—1 5(Xa S, 'lp)
X s )

3.7

Le lecteur aura remarqué que, hormis le cas du corollaire 2, les conditions du
théoréme 3.6 ne sont pas exprimées directement en termes de 7 et 7' Il est cependant
possible de le faire. Nous montrerons a une autre occasion que si € est un caractere
simple intervenant dans 7, attaché a une strate simple [, 1,0, ], ot E = F[(] est
totalement ramifiée de degré n sur F (ce qui traduit le fait que 7 est totalement
ramifiée), alors I'extension K/F est isomorphe a la sous-extension modérée maxi-
male de E/F, qui ne dépend donc pas, a isomorphisme pres, du choix de la strate.
Si nous identifions ces deux extensions et que nous choisissons une représentation
irréductible A de EX J'(3, ) (avec les notations de [12] section 3), contenant 8, qui
induise 7, alors la condition imposée a 7' dans le théoréme 3.6 équivaut a dire que
' est'induite compact de la représentation ¥ ® A de E* J'(3, ), ol ¥ est le quasi-
caractere de EX J1(3, ) trivial sur J' (3, A) et donné par x o Ng/r sur E*. Traduisant
le théoréme 3.6 en ces termes, nous obtenons une variante énoncée et démontrée di-
rectement au section 6. Nous y montrons en fait comment c (7, 77, 1) est déterminé
a partir de (3 et 6. Cela donne ipso facto une démonstration directe des corollaires, et
en particulier du corollaire 2.
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3.8

Dans le cas ol 7 est sauvagement ramifiée, I’élément c(m, 7t, 1) est invariant par ex-
tension modérée.

Proposition Soient T une représentation irréductible supercuspidale sauvagement ra-
mifiée de GL,(F) (oir n est une puissance de p), et soit o la représentation correspon-
dante du groupe de Weil-Deligne. Soient K une extension finie modérée de F dans F, ok
la restriction de o a Wy et mx la représentation correspondante de GL,(K). Alors mg
est supercuspidale sauvagement ramifiée et on a

o(mi, e, i) = e, 7, 4p) (mod Ug).

En effet, on aalors 0 ® & = 1p @ A(0), ou A(o) est sans constituant modéré,
d’oll ok ® 6k = 1x @ A(0)k, A(o)k étant également sans constituant modéré. Par
le corollaire 2.2, on a donc

c(A(@)k, k) = c(A(0),4) (mod Uy),

ce qui donne le résultat.

Au section 7, nous donnons une démonstration directe d’un résultat analogue,
ou g désigne la représentation lisse irréductible de GL,(K) obtenue par le change-
ment de base modéré de [5]. Si F est de caractéristique nulle, et K cyclique sur F,
cette représentation ne peut différer de celle de la proposition que par torsion par
un caractere non ramifié, de sorte que le résultat du section 7 équivaut a celui de
la proposition. En toute caractéristique, nous comptons utiliser le résultat direct du
section 7 pour obtenir une nouvelle preuve de la correspondance de Langlands [9].

3.9

Avant de procéder aux démonstrations directes des théoremes 3.2, 3.4, 3.6 et de
la proposition 3.8, il est commode de régler ici la dépendance en 1 des quantités
c(m, 7', ).

Pour a € F*, notons 9)? le caractere additif x — 1 (ax) de F. On prouve alors
aisément (cf. [22] 2.12) que si 7 est une représentation lisse irréductible de GL,,(F)
et 7/ une représentation lisse irréductible de GL,,/(F), on a

! ! l
e(m x 7'y, 9% = Wl Wl (@)]a]|™ T e(r x 7’5, ),
w; étant le quasicaractere central de 7, w;+ celui de 7', Si le résultat & démontrer est
vrai pour un choix de ), il le sera pour tous, et 'on connait la dépendance en v des
quantités c(m, ', 1)). Par exemple, dans le théoréme 3.4, on obtient
c(m, 7', 4% = a =™ e, 7', ) (mod UY),

et dans le théoréme 3.6

cx(m, 7,97 = a' ™" e (m, %, ) (mod UL).
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Dans toute la suite, nous pouvons donc choisir un caractere additif ¢ particulier.
Il sera commode alors de le choisir, comme dans [12], de niveau 1; si tel est le cas,
alors pour toute extension finie modérée K de F, le caractere additif ¢x = ¢ o Trg/p
est de niveau 1.

4 Facteurs epsilon de Godement-Jacquet
4.1

Dans ce paragraphe nous donnons une démonstration directe du théoreme 3.2, qui
apporte une précision supplémentaire.

Théoreme Soit m une représentation lisse irréductible de GL,(F), sans constituant
modéré. 1l existe un élément ¢ = c(m, ) de F* tel que, pour tout quasicaractére modéré
x de F*, on ait

e(xm,s,9) = x() " e(m, s, ).

Supposons 1 de niveau 1. Si 7 est supercuspidale et si 6 est un caractere simple interve-
nant dans m, attaché a une strate simple [U, r, 0, 3], alors on peut prendre c = det 3.

Nous obtenons aussi une version plus précise du corollaire au théoréme 3.2; voir
ci-dessous Théoreme 4.3.

4.2

Prouvons d’abord le théoréme. Comme les facteurs epsilon de Godement-Jacquet
[15] sont multiplicatifs pour 'induction parabolique [21] 2.7.2, ou lorsqu’on prend
un quotient de Langlands loc. cit. Theorem 3.4, on se ramene au cas ou 7 est essen-
tiellement tempérée. Comme 7 est alors induite parabolique d’une représentation
essentiellement de carré intégrable, on peut supposer que 7 elle-méme est essentiel-
lement de carré intégrable. Comme 7 est sans constituant modéré, le facteur epsilon
de 7 est le méme de celui de son support supercuspidal loc. cit. Proposition 3.1.3, et
il en est de méme de x 7, de sorte qu’on peut supposer 7 supercuspidale. Par 3.9 on
peut également supposer ¢ de niveau 1. Il nous suffit donc de prouver la derniére
assertion du théoreme 4.1.

Supposons donc que 7 soit supercuspidale. Puisque 7 est sans constituant modéré,
il existe une strate simple [, 7,0, 3] dans M, (F), avec r > 0, et un type central
A € CC(AU, B) (voir [5] section 3.1 pour cette notion) qui apparait dans . Notant %3
le radical de Jacobson de l'ordre principal 2, on a alors [5] 6.1 Lemma 2

7(4,8,9)

Bl s ) = B G

ou 7 est la somme de Gauss suivante loc. cit. 6.1.1

TAB ) =c Y tr AV (Bx)(tr Br),

x€1+Pr /149"
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ol on a posé

=[50 =Bl
(PP
dimA

-

cC =

Si x est un quasicaractere modéré de F*, alors x7 contient le type central xyA: g +—
x(detg)A(g) de CC(A, ), eton a

T(XA, B,9) = ¢ > tr(xA)Y (Bx)(tr Bx).

Comme x(detx) vaut 1 pour x € 1+‘]3’/, on obtient bien

T(xA, B,9) = x(det ) "' (4, 8,),

d’ou le résultat avec c(, 1) = det 3.

Théoréme 4.3 Supposons F de caractéristique nulle. Soit m une représentation lisse
irréductible de GL,,(F), sans constituant modéré. Soit K une extension modérée cyclique
de F; notons g la représentation lisse irréductible de GL,,(K) obtenue par changement
de base de F a K. Alors g est sans constituant modéré et on a

c(mg, Px) = c(m,4) (mod Ug).

Prouvons d’abord la premiére assertion. Comme le changement de base est com-
patible aux quotients de Langlands, a I'induction parabolique irréductible et a la
construction de séries discretes a partir de représentations supercuspidales [1] I sec-
tion 6, on se ramene aussitdt au cas ou 7 est supercuspidale. Dire que 7 est sans
constituant modéré signifie alors que P'exposant d’Artin a(w) de 7 est strictement
plus grand que n. Grace au comportement des facteurs epsilon lors d’un changement
de base on a [1] I Proposition 6.9

(43.1) 3" a(xm) = f(K|F) (a(m() + n(e(K|F) — 1) ) :

X

ol x parcourt les caracteres de F* triviaux sur Ng/p(K*), et ou f(K]|F), e(K|F)
désignent le degré d’inertie et 'indice de ramification de I'extension K/F. La for-
mule (4.3.1) peut encore s’écrire

> (a(xm) —n) = f(K|F)(a(rx) —n).

X

On a a(m) > n par hypothese et, de toutes fagons, a(xm) > n pour tout x, puisque
7 est supercuspidale. On obtient donc a(mg) > n. Si mg est supercuspidale, g est
donc sans constituant modéré.
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Supposons donc que 7k ne soit pas supercuspidale. Sans restreindre la généralité,
on peut supposer, par transitivité, que K est de degré premier sur F. Alors 7 est
induite automorphe, de K a F, d’une représentation irréductible supercuspidale 7 de
GL,,(K) oun = m[K : F] (cf. [11] 2.6). On a alors [20] 5.6 Corollary 4(i):

a(r) = f(K|F)<a(T) + m(e(K|F) — 1)) ,

ce qui s’écrit encore

a(m) —n= f(K\F)(a(T) — m) .

Comme on a a(m) > n, on obtient a(T) > m. Mais 7x est, par [11] 2.6, Pinduite
parabolique de la représentation ) , 7> Ol g parcourt Gal(K/F), et on a a(18) =
a(T) > m pour tout g. Par suite, g est sans constituant modéré.

4.4

Prouvons maintenant la seconde assertion du théoréme 4.3. Sachant que 7x est sans
constituant modéré, on se rameéne aussitdt, comme pour le théoréeme 4.1, au cas ot
est supercuspidale. Bien siir on peut supposer, comme précédemment, que le degré
d de K sur F est premier.

Supposons dans un premier temps que 7 soit induite automorphe d’une représen-
tation irréductible supercuspidale 7 de GL,,(K), ou n = md; on a alors (cf. [20] 5.6
Corollary 4(i))

e(xm, s, ¢) _ 5((X o Nk/p)T, s, wK)
e(m,s, ) e(7,s,¢x)

On peut donc prendre

C(7T7 ¢) = NK/F(C(Tv wK))

(d’apres 4.3, T est sans constituant modéré, d’ou Pexistence de c(7, 1k )).
Mais d’autre part g est 'induite parabolique de &) , 7¢> § parcourant Gal(K/F)
et on peut donc prendre

c(mi, k) = [ [ e ) = [ [ e(r, v )®
4 4

= NK/F(C(Ta wK)) )

d’ou la congruence c(mg, k) = c(m, ) (mod Uk).

4.5

Traitons maintenant le cas complémentaire ou 7 est supercuspidale. On suppose
(3.9) que 9 est de niveau 1.

Supposons dans un premier temps que 7 soit totalement ramifiée. Si  est un
caractére simple, attaché a une strate simple [, 7, 0, 3], qui intervient dans 7, on a
vu plus haut qu’on peut prendre (7, 1) = det 3. Mais d’apres [4] 14.21, 7x contient
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le caractere simple 6 obtenu par changement de base de 6, caractere qui est attaché a
une strate simple [, i, 0, 3], ol B est vu cette fois comme un élément de GL,,(K).
On peut donc prendre c(7k, 1) = det 3 d’ou la congruence

c(mi, i) = e(m,9) (mod Ug).

Si 7 n’est pas nécessairement totalement ramifiée, il existe une extension finie non
ramifiée L de F et une représentation irréductible supercuspidale totalement ramifiée
7 de GL,,(L) (ou m[L : F] = n) telle que 7 soit 'induite automorphe de 7. Comme
en 4.4, on peut prendre c(m, %) = Np/r ( o(r, wL)) .

Puisque par hypotheése mg est supercuspidale, les extensions L et K de F sont
linéairement disjointes. Si 77k est le changement de base de 7 & LK, alors 7ix est su-
percuspidale et g est induite automorphe de 7;x, dans 'extension cyclique LK/K.
On peut donc prendre (7, ¥x) = Nig/x ( c(7ix, wLK)) . Mais, par le cas totalement
ramifié déja traité, on peut prendre c(71x, Y1) = c(7,), d’olt la congruence

c(mi, Px) = c(m,4) (mod Ug).

4.6

Revenons pour un instant au cas ol F n’est pas nécessairement de caractéristique
nulle, mais ou 'on suppose que 7 est une représentation irréductible supercuspidale
sauvagement ramifiée de GL,(F) (de sorte que n est une puissance de la caractéristique
résiduelle p de F).

Soit K une extension finie modéré de F, pas nécessairement galoisienne. Nous
avons défini dans [5] le changement de base modéré mx de 7, qui est une classe de
représentations irréductibles supercuspidales sauvagement ramifiées de GL,(K). Si
F est de caractéristique nulle et K cyclique de degré premier ¢ sur F, 7 coincide avec
le changement de base donné par [1] si £ est distinct de p, tandis que pour £ = p, elle
n’en differe que par la torsion par un caractére non ramifié.

En tout cas, le raisonnement de 4.5 s’applique directement en toute caractéris-
tique, quand 7 est sauvagement ramifiée. En effet, fixons un caractere simple 0,
attaché & une strate simple [, r, 0, 3] de GL,(F), apparaissant dans 7. Alors, si K est
une extension finie modérée de F, la représentation obtenue par changement de base
de 7 contient par construction un caractére simple fg attaché a une strate simple
[Ax, rk, 0, ] faisant intervenir le méme élément 3, vu dans GL,(K). On a donc
obtenu:

Théoréme Soit T une représentation irréductible supercuspidale sauvagement ramifiée
de GL,(F) (out n est une puissance de p). Soit K une extension finie modérée de F, et
soit wx la représentation irréductible supercuspidale sauvagement ramifiée de GL,(K)
obtenue a partir de m, par changement de base modéré. Alors on a

c(mg, Px) = c(m,4) (mod Ug).
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5 Facteurs epsilon de paires, |
5.1

Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration directe du théoreme 3.4.
Rappelons-en ’énoncé.

Théoreme Soit w une représentation irréductible supercuspidale totalement ramifiée
de GL,,(F), et soit 7’ une représentation lisse irréductible de GL,,/(F), avecn’ < n. Il
existe un élément ¢ = c(mw, 7w’ ) de F* tel que, pour tout quasicaractére modéré x de
F*, on ait

elxm x w',s,9) = x(0) " 'e(m x 7', 5,9h).

Remarques (1) Sil’onprend n’ = 1, ' lareprésentation triviale de F*, on retrouve
un cas particulier du théoréme 4.1, dont il serait facile de déduire le cas général; mais
le théoréme 4.1 est utilisé dans la preuve qui suit, parce qu'on se raméne a n’ = n—1.
(2) L’identité du théoréme détermine c(m, 7', 1)) modulo Uk.
(3) Sin estun quasicaractere modéré de F*, on obtient aussitot

c(nm, 7', ) = e(m, ' ) = e(m, 7', 4p) (mod Up).

(4) SiT: F' — F est un isomorphisme topologique de corps locaux non ar-
chimédiens, et si pour chaque entier n 2> 1 on note aussi 7, par abus, 'isomorphisme
de GL,,(F’) sur GL,(F) qu'on en déduit, alors on a

cror, ' oT,por)=7""c(m,7’',9) (mod Up,).

En particulier, si F est une extension galoisienne finie d’un sous-corps F, et que 9 et
les classes d’isomorphisme de 7 et 7' sont invariants par Gal(F/Fy) alors c(m, 7/, ),
vu comme élément de F* /U%, est invariant par Gal(F/F,). Si 'extension F/F, est
modérée, c(m, 7', 1)) appartient donc a F' /U}%; dans le cas général c(m, 7', 1))P" ap-
partient a F‘ /Uy, pour « entier assez grand (cf. [18]).

5.2

On peut préciser la remarque précédente, quand F est de caractéristique nulle et
que K est une extension cyclique modérée de F. Prenons pour 7 une représentation
irréductible supercuspidale totalement ramifiée de GL,,(F), telle que la représentation
Tk obtenue par changement de base cyclique de F a K soit encore supercuspidale to-
talement ramifiée; c’est le cas, e.g., si K est non ramifiée sur F ou si 7 est sauvagement
ramifiée. Si 7’ est une représentation lisse irréductible de GL,,/(F), avec n’ < n, et
7 le changement de base de 7/, on a c(mx, 7, ¥x) € F* /UL d’aprés la remarque
ci-dessus. Mais si x est un quasicaractére modéré de F* et qu'on note yx le quasica-
ractere x o Ng/r de K*, on a ([20] 5.6 Corollary 4(ii))

e(XkTk X Tk, 5, %K) H e(xnm x ', s,1)
5(7TK X 7T1/<757 ’L/}K) 5(777‘— X 7T/757¢) ’
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ol 7 parcourt le groupe des caracteres de F* triviaux sur Ng,z(K*); en particulier,
ona

XK(C(T‘-IO T(I/(v wK)) = X(C(ﬂ-a 7T/7 1/))) da
avecd = [K : F], d’ou

C(7TK77TII<71/}K) = C(7T,7T/, ¢)€ (mOd U117)7

ou £ est une racine d-eme de I'unité dans F. Si d est une puissance de p, de sorte que
K est non ramifiée sur F, on a donc

o(mi, T, Px) = e, w', 1) (mod Up).

Sim et 7’ sont des représentations supercuspidales sauvagement ramifiées, on peut
remplacer g, 7, dans les considérations précédentes, par les représentations obte-
nues par changement de base modéré de F a K [5]: en effet ces derniéres représen-
tations ne different de 7, 7/ que par torsion par des caractéres non ramifiés.

5.3

Passons a la démonstration du théoréme 5.1. Considérons donc les représentations
m et ' du théoréme. Par multiplicativité des facteurs epsilon de paires lorsqu’on
prend des quotients de Langlands [22] 3.1 and 9.5, on se rameéne aussitot au cas ot
7' est essentiellement tempérée, et en particulier générique, ce que nous supposerons
désormais.

On peut alors se ramener au cas ou n’ = n—1. En effet, choisissons des caractéres
non ramifiés x; ., ..., xs_, de F* et notons 7"’ la représentation lisse de GL,,_; (F)
obtenue par induction parabolique de 7’ ® X/, ® + -+ ® X;_,. Pour un choix des
X!, cette induite est irréductible [24] Theorem 3.2, donc générique, et on a

n—1

elxm x 7”,5,9) = elxr x 7' 5,9) [ 0o s,9)

i=n'+1

pour tout quasicaractere modéré y de F*.
Gréce aux résultats du section 4, établir le théoréme pour 7 x 7' revient a I’établir
pour w x 7',

5.4

Nous supposons donc maintenant que 7’ est une représentation lisse irréductible
générique de GL,,_(F). Il nous faut rappeler I'’équation fonctionnelle qui permet de
définir le facteur epsilon e(w x 7/, s, ).

Pour P'instant, nous supposons simplement que 7 est une représentation lisse
irréductible générique de GL,,(F).

Pour W dans le modele de Whittaker W(rr, 1)) de m, et W' dans le modele de
Whittaker W(7’, 1)), on pose

U(s, W, W) = / W (£0) W' (g)]| detgl* dg.
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L’intégrale porte sur U,—1 \ G,—1, ot G,_; est le groupe GL,_;(F), U,_; son sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes, et ot dg est une mesure
G,—1-invariante sur U,_; \ G,_;. Par [22] Theorem 2.1, chacune des intégrales ¥
converge absolument pour Re(s) assez grand, et définit une fonction rationnelle de
q°. 1l sera commode d’avoir un point de vue légerement différent. Notons v la
valuation normalisée de F et pour m € 7 posons G,—1(m) = {g € G, : v(detg) =
m}. Notons Z(W, W) la série formelle

m 2 0
=i [ vl Yo
mez Uu—1\Gu—1(m)

Le résultat précédent sur ¥ (s, W, W’) se traduit en disant que Z(W, W') est une série
de Laurent formelle en T, qui est en fait le développement d’une fraction ration-
nelle en T. Quand W et W' varient, ces fractions rationnelles Z(W, W’) engendrent
un idéal fractionnaire de C[T, T~'], qui posséde un générateur unique de la forme
P(T)"'avec P = P, € C[T], P(0) = 1. On a loc. cit.

L x 7'ys) = Prynr ()"

Soit wy, t > 1, la matrice anti-diagonale de taille ¢, c’est-a-dire que (w;);; vaut 1 si
i+j = t+1 et vaut 0 sinon. Pour W € W(m, ), on pose

W(g) =W(w,'g™"), g€ GLu(F).
Pour W’ € W(r’, 1)), on pose
W'(h) = W'(w,_1'h™ "), heGL,_(F).
OnaW € W(#,7) et W' € W(#t', ).
L'équation fonctionnelle loc. cit. peut s’énoncer en disant qu’il existe un monome

e(T) = aT?, avec e € C* et 3 € Z, tel qu'on ait
(ZOW, W")Pixzr) (1/qT) = wrr (=1)"'e(T) (Z(W, W) Prrr) (T),
W e W(m,¥), W e W(r', 1),

ol wy/ est le quasicaractére central de 7/. On a

e(m x 7T/»5a7/)) = e(qis)-

5.5

Supposons maintenant, comme dans le théoréme 5.1, que 7 soit en outre supercuspi-
dale et totalement ramifiée. Nous supposons aussi, ce qui est loisible d’apres 3.9, que
le caractere additif 1 est de niveau 1. Soit 6 un caractére simple apparaissant dans
m, attaché a une strate simple [, ,0, 3] o E = F[f3] est une extension totalement
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ramifiée de degré n de F. Posons H! = H'(3,), J' = JY(3,N),] = EXJY(B, W),
avec les notations de [12] Chapter 3.

Il existe un sous-groupe unipotent maximal U de G = GL,(F) tel que ¢g: x —
o tr(ﬁ(x—l)) définisse un caractére non dégénéré de U [6] 2.1. Par [6] 2.9, il
existe un caractére 63 de W = H' (JNU) quivaut @ sur H' etypgsurUNJ = U N J.
On sait [6] Corollary 3.5 qu’il existe une unique fonction W, € W(m, ) telle que
Wr(1) = 1 et Wr(gh) = W,(g)03(h), pour g € Geth € U. Le support de W est
I'union des doubles classes UUxU, ott UxU parcourt les doubles classes de U dans J
qui entrelacent le caractere g de U.

Quitte a conjuguer (§ al'intérieur de G, nous supposerons que U est le sous-groupe
des matrices unipotentes triangulaires supérieures et que 93 est le caractere standard
P de U:

'l/}st(uij) = 7/}(”12 tupt-- ot “n—l,n)-

5.6

Les translatés w(h)W,, quand h parcourt G = GL,(F), engendrent W(m,); par
suite, il existe h € Get W' € W(x’,4) tels que Z(mw(h)W,, W') soit non nul. Regar-
dons les intégrales définissant les coefficients de la série Z(w(h)W,, W'); le coefficient

de T™ est
m _om g 0 /
42z, = q° W, 0 1 h) W'(g)dg.
Un—1\Gy—1(m)

Lemme Soient g et g des éléments de G,—1(m) dans le support de Uintégrale définis-
sant z,,. Alors
detg; = detg, (mod Uy).

Démonstration Le support S de W est inclus dans U] = UE* J'. Si wp est une
uniformisante de E, on a donc SN G,_1(m) C Uw?UrJ'. Pouri = 1,2, on peut

écrire %’ | h = w;wl(ji, ouu; € U, j; € J' et (; est une racine de 'unité dans
F d’ordre premier a p. Multipliant & gauche par la matrice ligne n = (0,0,...,0,1),
on obtient

nwg G ji = nwg G j2 = nh.

La matrice x = wi'C1j17, "¢ wp™ = Q¢ @i j, oop ™ a donc 1 pour valeur
propre. Mais la matrice j = @/ j; j, 'y ™, qui appartient a J', est topologiquement
nilpotente: ona j4° — 1 pour a — +0o. Comme elle a (,¢;”' comme valeur propre,
on en déduit {; = (», d’ot1 le lemme. |

Examinons maintenant ce qui se passe quand on tord 7, ot 7/, ce qui revient au
méme, par un quasicaractére modéré x de F*. Cela revient a remplacer W' par la
fonction xW': g — x(detg)W'(g). Notons z,,(x) le coefficient analogue a z,, pour
la série Z(W,,xW'). D’apres ce qui précéde, on voit qu'on a z,,(x) = 0siz, = 0,
et z,,(x) = x(detg)z, siz, # 0, g étant un élément quelconque du support de
lintégrale z,,.
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5.7

On peut effectuer le méme genre de raisonnement pour I'autre coté de ’équation
fonctionnelle. Pour g € G, on a (ﬂ(h)W,r) “(g) = Wir(w,'g7h). Le coefficient de
T™ dans Z((m(h)W,) ", W') est

m m tgfl 0
92 Z, =q° / W, (wn ( 0 1) h) W'(w,_'g™") dg.
Up—1\Gp—1(m)

Lemme Soient g1, g, des éléments de G,_,(m) dans le support de Uintégrale Z,,. Alors
detg; = detg, (mod U}L).

0
u; € U, j; € J!, ¢ une racine de I'unité dans F d’ordre premier a p. Cela s’écrit

encore
1 0 C “m
(0 Wn—ltgiWn—1> ul]l(l = thwE s

t fl 0
Démonstration Pour i = 1,2, on peut écrire wy, <g, 1> h = u;jw}( avec

ce qui donne

1 0 i — (1 0 "y
0 Wy i'@iWn—1 6= W1’ W1 21252

La matrice j,(;¢; ' j, ' a donc pour premiére colonne ’(1,0, . . .,0). Comme en 5.6,
ce n'est possible que (; = (,, d’ol1 le lemme. |

On voit aussi que si on tord 7 ou 7’ par un quasicaractere modéré x de F*, la
série Z( (7r(h)W,r) % W’) est remplacée par la série Z( (ﬂ'(h)Wﬂ) % (XW')~> dont
les coefficients Z,,(x), analogues a Z,,, vérifient

Zm(X) =0 si Z,= 0,
Zm(X) = X(detg)ilzm si Zm 7£ 07
g étant un élément quelconque du support de 'intégrale définissant z,,.
Lexistence de ¢ = c(m,n’, ) découle immédiatement de I’équation fonction-

nelle, sachant qu’en notre cas les fonctions L(7 x 7/, s) et L(%t X 7', s) sont nécessaire-
ment triviales [22] Proposition 8.1.

6 Facteurs epsilon de paires, I
6.1

Nous prouvons ici les résultats annoncés en 3.6. Soient 7 une représentation irréduc-
tible supercuspidale totalement ramifiée de G = GL,(F) et 8 un caracteére simple,
attaché a une strate simple [, , 0, 3], qui intervient dans 7. Posons E = F[(3]; alors
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E/F est totalement ramifiée de degré n. Nous utilisons a nouveau les notations H' =
HY(B,), J' = JH(B,U) et] = EX J'. Tl existe une représentation lisse irréductible A
de J, dont la restriction a H! est isotypique de type 6, qui intervient dans 7. Avec les
notations de [5], ona A € CC(A, §) et

T c—Ind]G/l.

Soient K la sous-extension modérée maximale de F dans E, et x un quasicaracteére
modéré de K*. On peut définir, a partir de y, un quasicaractére y de J par

XIE®* =xoNgk, x|JI'=1.

Définissons une représentation 7’ = 7, irréductible supercuspidale totalement ra-
mifiée de G par
, G v
7' =7, = c-Indj' (x ® AY).

Le résultat a prouver est le suivant.

Théoreme 1l existe un élément cx = cx(m, 7, 1) de K* tel que, pour tout quasica-
ractere modéré x de K, on ait

e(mx 7' s,9)
e(m x #t,s,9)

1 5(X7 S, 'l/}K)

X o s i)

N !~
onr =T,
Comme en 3.6, on a les conséquences immédiates suivantes.

Corollaire 1 Pour tout quasicaractére modéré x de F*, on a

e(xm X #,5,9)
e(m X #,5,9)

—1€(x © Ng/r, s, ¥x)

X(NK/F(CK)) 5(1K75, ZbK)

Corollaire 2 Soit m une représentation irréductible supercuspidale sauvagement ra-
mifiée de GL,(F) (oit n est une puissance de p). Il existe un élément ¢ = c(m, 7, 1) de
F* tel que, pour tout quasicaractére modéré x de F*, on ait

—1 €(X757¢)
6(1F757w) ’

Om x5 )
e(mx )

6.2

Pour n = 1, le théoréme n’est qu’une trivialité. On suppose n > 1 dans la suite. Les
remarques de 5.1 et 5.2 Sappliquent aussi a la situation présente, mutatis mutandis:
(1) Dans le théoreme, cx(m, 7, 1) est bien déterminé modulo Uk; dans le corol-
laire 2, ou K = F, c(m, 7, %) est bien déterminé modulo Ull;.
(2) 1l découle du corollaire 1 que ck (7, 77, 1) ne change pas si on remplace 7 par
N7, ol 7 est un quasicaractére modéré de F*. On peut méme en fait tordre A par un
quasicaractére modéré de K* sans changer cx(m, 7, 1). Voir pour cela 6.12.
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(3) Comme en 5.2, la quantité cx (, 7, 1)) € K* /UL se comporte bien par trans-
port de structure. Enongons le résultat dans le cas le plus important du corollaire 2,
ou 7 est sauvagement ramifiée (et ou K = F). Si 7 est un isomorphisme topologique
d’un corps local F’ sur F, alors 7 o T est une représentation irréductible supercuspi-
dale sauvagement ramifiée, et on a

cmor,(mor)V,por)=7"te(n,%,4) (mod Ull;/).

En particulier, si F est une extension galoisienne finie d’un corps local F, et que v et
la classe de 7 sont invariantes par Gal(F/F,), alors c(r, 7, 1), vu comme élément de
F* U}, est lui aussi invariant. Si F/F, est modérée, il appartient a Fj /U, .

(4) Supposons 7 sauvagement ramifiée, et donc K = F. Si la caractéristique de
F est nulle, on montre comme en 5.2 que ¢(m, 7, 1) est presque préservé par chan-
gement de base (a la [1]) selon une extension cyclique modérée. Mais en fait nous
verrons au section 7 que si K est une extension finie modérée quelconque de F, et 7g
la représentation de GL,(K) obtenue par le changement de base modéré de [5], alors
on a, en toute caractéristique (sauf, peut-étre, dans le cas car(F) = [K : F] = p),

c(mi, e, i) = e, 7, 9) (mod Ug).

Linvariance par le changement de base cyclique modéré a la [1], en caractéristique
nulle, en découle.

6.3
Comme au section 5, la démonstration du théoréme 6.1 repose sur la comparai-
son des équations fonctionnelles des fonctions zéta pour m x 7w’ et w x 7. Il est
bon de noter d’abord les facteurs L de paires, qui se calculent par [22] 8.1: on a
L(m x m',s) = 1si x est ramifié; si x est non ramifié, il s’écrit x(x) = ||x||* pour un
nombre complexe sy et L(m x 7, 's) vaut (1 — g~ ¢0))~1,
Lexposant d’Artin a(w x 7’) du couple (7, ') est défini par la relation
! a(rxw’)(4—s) / 1
e(m x ', s,0) = q 2 67r><7f,5,¢o,
ou ¥y est un caractere de F de niveau 0. Les calculs de [10] donnent la valeur de
a(m x 7'), ce qui détermine la valuation de ¢k (7, 7, 1). On a
a(mr x ') = a(m x %) six est non ramifié,
a(r x ') =a(m x ®)+1 siy est ramifié.
6.4

Rappelons maintenant la forme exacte des équations fonctionnelles définissant les
facteurs epsilon de paires. Pour l'instant, if suffit que 7 et 7/ soient des représenta-
tions lisses irréductibles génériques de G = GL,(F). Plus loin nous supposerons 7
supercuspidale totalement ramifiée.
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Sur Pespace vectoriel S(F") des applications de F” dans C, localement constantes
et a support compact, on dispose de la transformée de Fourier @ — ¢ donnée par la
formule

(x) = / S(y)dy, xeF",
i

ou la mesure de Haar dy sur F" est prise autoduale pour v, de sorte que 'on ait
d(x) = H(—x), pour x € F". i
Pour W € W(rr,¢), W € W(rn’,4¢) et & € S(F"), on pose

(s, W,W';0) = /W(g)W’(g)dﬁ(ng)ll detg||’ dg,

ou 7 est le vecteur ligne (0, 0, . .., 0, 1) et ot 'intégration porte sur U\ G, U désignant
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes dans G = GL,,(F),
et dg une mesure G-invariante sur U \ G. Comme au paragraphe précédent cette
intégrale converge pour Re(s) assez grand et définit une série de Laurent formelle
Z(W,W'; ®) donnée par la formule

2w W) =S [ wigw g)ing) ds
me’z. U\G(m)

G(m) étant comme plus haut formé des g € G tels que v(detg) = m.

La série Z(W, W'; @) est en fait le développement d’une fraction rationnelle en T.
Quand W, W' et @ varient, ces fractions rationnelles engendrent un idéal fraction-
naire de C[T, T~!] qui a un unique générateur de la forme P ;ﬂ, ,avec Py, € C[T],
Prxr(0) =1.0naLl(m x 7/,s) = Prxrr(g*) L.

Comme au section 5, on définit les fonctions W € W(#t, ) et W/ € W(#/, ). 11
existe alors un monéme (T) = aT?, a € CX, B € 7, tel que, quels que soient W,
W', @ comme plus haut, on ait

Z(W,W';s8)(1/qT)Ps s (1/9T) = wrr (—1)"'e(T)Z(W, W3 &)(T)Prr/(T).

Ona
e(mx ', s,1p) = e(q™).

6.5

Nous supposons maintenant que nous sommes dans le contexte du théoréeme 6.1,
dont nous adoptons les hypotheéses et notations. Ainsi 7 est supposée supercuspidale
et totalement ramifiée, et 7’ = 7. Il est clair que pour prouver le théoréme, on peut
tordre 7 par un quasicaractére non ramifié; cela nous raméne aussitot au cas o 7 est
unitaire, ce que nous supposons désormais.

Nous supposons aussi (cf. 3.9) que ¥ est de niveau 1. Comme en 5.5, on peut
alors construire la fonction W, dans W(m, 1), adaptée au caractere simple 6: son
support est contenu dans UE* J'. Dans espace W(#t, ) nous choisissons la fonc-
tion W, : g+ W, (g). Dans 'espace W(r’, %) nous prendrons la fonction W' qui a
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méme support que W, et qui vaut, pour ¢ = uxj (u € U,x € EX, j € J') dans ce
support, W'(g) = x o Ng /K(g)W7T (g). 1l faut enfin faire un choix convenable de la
fonction @ € S(F").

Pour j € Z, nous noterons ®; la fonction caractéristique de n + Lj, L; =
(pj, ey pj). Le support de éj est alors Ll,]- et sur ce support, Q%j est, a une constante
strictement positive pres, la fonction (y1, ..., y,) — ¥(y,).

Lemme Pour j assez grand, la série Z(W,, W ; & j) est une constante strictement posi-
tive.

Démonstration Remarquons que la matrice identité 1, appartient au support de
W, et qu'on a @;(nl,) = 1. Le coefficient d’indice 0 de la série Z(Wr, Wi ;) est
donc toujours strictement positif.

Supposons que pour une infinité d’entiers positifs j, il existe g; tel que W (g;) #
0, v(detg;) # Oetng; =n (mod L;). On peut supposer, et nous le supposons, que
gj appartient a EXJ' = J. Lensemble des v(detg;) est alors borné: sinon, on peut
en extraire une sous-suite qui tende vers co ou —oo, ce qui entraine soit g — 0,
soit g;l — 0, deux situations incompatibles avec ng; = n (mod L;) pour j assez
grand. Il existe donc une infinité d’entiers j tels que les entiers v(g;) soient égaux.
On peut alors supposer que la suite des g; converge vers un élément g; bien str on a
v(detg) # 0, mais g appartient a EX J! et vérifie ng = . Comme on a alors g — 0
oug~" — 0 quand r — +00, on obtient une contradiction. Par suite si j est assez
grand, les conditions g € supp(W;) et ng = n (mod L;) impliquent v(detg) = 0,
d’ou le résultat. ]

6.6

On peut méme raffiner le résultat obtenu.

Lemme Pour j assez grand, les conditions
gesuppW, et ng=n (mod L))

impliquent g € U J.

Démonstration En effet, écrivons ¢ = uxy avecu € U,x € EX,y € | I Parle
lemme précédent, on a x € Ug et on peut donc supposer, puisque E est totalement
ramifiée sur F et U, C J', que x est une racine de I'unité dans F d’ordre premier a p.
On a alors (xy)? — x quand r tend vers +co, mais aussi g = nxy = 7 (mod Lj)
d’ounx =7 (mod L;). Pour j > 1 cela implique x = 1. ]

Comme conséquence de ce lemme, nous obtenons que pour j assez grand les deux
séries Z(Wr, Wr; @) et Z(W,, W @ ;) sont égales a une méme constante strictement
positive, que nous notons zj.
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6.7

Il nous faut maintenant examiner ’autre membre de I’équation fonctionnelle. Posons
Z(T) = Z(W,, Ww;éj) (pour j assez grand pour que les conditions des lemmes
précédents tiennent), et notons Z; les coefficients de Z(T) = Z:Z ZT.

Remarquons tout d’abord que (cf. 6.3) Py #(T) vaut 1 — T. Ecrivant e, (T) =
aT™ et posant w = w;(—1)""!, on obtient, par ’équation fonctionnelle

(1— T)Z(T) —wa( ! )m(l _ i)z
~ o \gr qr/) "™
d’ou
_ T—-1
Z(T) = wa(qT)_l_mquzo
1—qT
1-T

= (—wazo)(qT)_l_m(l — %) .

= (—wazo)(qT)~ "

Le premier coefficient non nul de Z(T) est donc —waq~'~"zy, d’indice y = —1—m.
D’autre part, onavu [7] quona ag~"/? = w dotlwa = ¢"/>. Le premier coefficient
non nul de Z(T) est donc strictement négatif, tandis que les suivants sont strictement
positifs.

6.8

Si’on remplace % par 7’ et W, par W/, on obtient une nouvelle série

Z(T) = Z(Wr, Wi3d)) = Y 2T
i>—00

Commeonaa(r X ') = a(m X 7) si x est non ramifié, et a(m x 7’) = a(w x %) + 1
sinon, le facteur epsilon de m X 7’ est toujours donné en regardant le coefficient
d’indice p de ZX(T). Plus précisément, si x est ramifié, on a €,/ (T) = BT™! et,
comme P,/ (T) = Pzyz/(T) = 1, ’équation fonctionnelle s’écrit

Z(T) = wﬂ( qLT) mﬂzo

d’ol ) }
e(mxn’,s,¢) B 75772)(,#(1
e(m X 7t,s,%) « Z,

—S

Si x est non ramifié, on a 5,rx,r<(T) = BT™, mais P,y (T) = (1 — X(wK)T) , ol
wk est une uniformisante quelconque de K, ainsi que Py z/(T) = ( 1—x(g) ™! T) .
On obtient alors

e(mxw',s,9)  Zy,

2 ~1
cmxFs1) | 2 X(@x)
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6.9

Choisissons ’entier j assez grand pour que, pour tout g € supp(W,) N G(u), on ait
éj(ng) # 0: C’est bien stir possible puisque supp(W,) N G(u) est compact modulo
U.

Déterminons d’abord I'ensemble supp (W) N G(u). 1l est de la forme {w, '"g™! :
g € supp(W,) N G(—p)}. D’apres [6] 3.4 chaque classe de J/J' contient une unique
double classe UxU qui entrelace 8. En fait, on a UxU = (U N J')xU, et le support
de W, intersecte xJ' en UxU loc. cit. Fixons

x € supp(Wr) NJ N G(=p).

Désignant par C le groupe des racines de 'unité de F d’ordre premier a p, cette pro-
priété détermine la classe UxCU uniquement. On a donc

supp(W,) N G(—u) = UUxCU = UxC(x~ ' Ux)U.

Posant

on obtient 'égalité
supp(W,) N G(—p) = UyC'V

ou V est le groupe x ' UxU.

Lemme Le groupe V est de la forme 1 + B, ot B est un o-réseau de M,,(F).

Démonstration On sait que J' = 1+ J' et H' = 1+ 9!, oi1 J! et H! sont des
o-sous-modules de M,,(F), et méme des o-réseaux dans M,,(F). Par suite U N J! =
1+ Lie(U) N 3!, ot Lie(U) N J! est un o-réseau dans Lie(U). On sait aussi que
I3 C H, desorteque U = 1+ Uou U = Lie(U) NJ' + H! est un v-réseau. De
méme x 'Ux = 1+ x ' Ux et ainsi (x 'Ux) - U = 1 + U + xUx, d’out le résultat.

| ]

6.10

Comme U est unimodulaire, on voit que Z, est, a une constante strictement positive
prés, donnée par la formule

z, = Z/Vp(yg“tv) dv,

cec

ou dv est une mesure de Haar sur V et ou p désigne le caractere additif non trivial
de M,,(F) donné par (m;;) — 1 (m,,). Puisque Z, n’est pas nul, on voit que y( est
orthogonal (pour la dualité définie par p) a *B, pour au moins un choix de ¢ € C.
Puisque B est un n-module, on en déduit que yo est orthogonal a ‘8. Lapplication
a — p(ya) de F dans C* est un caractére additif de F, trivial sur p puisque p C B, et
Z, vaut, a une constante strictement positive pres, Z(ec p(y¢). Comme on sait que
Z,, est strictement négatif, on en déduit que a — p(ya) n’est pas trivial sur o.
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6.11

Remplagons maintenant W, par W'. On obtient

Zon = —2u > x o Ngc(x™ F(Op(x0),
¢ecC

otonaposéx =ej,e€ F*,je€ J'. Si x est non ramifié, on obtient

Zyp = _ZMX(NE/K(E)) s
d’ou
e(m xm',s,)

e(m X %,5,9) X (Ng/x(@wi ') -

Si x est ramifié, on obtient

[E:K]

Zx,,u = 7ZIU.X(NE/K(6)) q% G(X ap)7

ott G(xFK] | p) est la somme de Gauss

GO, p) = % > x EQpx0),

¢ec

d’ou Pon tire
e(mxn' s, )

e(m x 7,5,9) X(Nejx(@) a2 G, p).

Soit a € Uk tel que p(x¢) = ¥ (aCFX)) pour ¢ € C (en notant que [E : K] est une
puissance de p). Si x est ramifié, on a

1 1
— > x Qv
V4 CZE; X

- é 3 B (g (¢
¢ecC

= x B () G(xFX, ),

e(x,s, ) =

ete(lg,s, ¥x) = qs_%, d’ou

06 YK) 1o (e [EK]
e~ 1T X ()G, p),
5(7'(' X 7T/a57¢) _ €(Xa57 wK)
e(m x #t,5,) X ONE/K(e/a)dlK,S, k)
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Si x est non ramifié, on a

e, 5, ¥x) = ¢ 2 x(wk) 7,
E(Xv S, ¢K)

_ —1
E(IKasa wK) X(WK) ’
5(7‘- X 7T/»5a7/)) _ oN (E) €(X7$7 wK)
emx sy T s )
_ o E(X,S, ¢1<)
X NE/K(E/a)e(lKasa wK)’

puisque o est une unité.

Formulaire Explicitons la construction des éléments cg (m, 7, 9), c(m, 7, 1)) de 6.1.
Nous supposons que 1 soit de niveau 1. On commence par un élément x € J de
valuation

v(detx) = —p = f(r x ,¢) + 1,

et qui entrelace le caracteére 3. On pose x = ej, pour e € EX et j € J'. On note
y =w,'x7L.

Soit p le caractere additif (ml- j) — 1(my,). Le caractere a — p(ay) de F est trivial
sur p, non sur o. Il existe donc o € Up = CUL tel que p(zy) = i (az!FK)) pour

z€0.0na

(6.11.1) cx(m, 7t,) = NE/K(ea_l) (mod U}<),
c(m,7t,) = NE/F(ea_l) (mod U}:).

6.12

Terminons en justifiant la remarque 2 de 6.2. Soit 1 un quasicaractére modéré de K*,
et remplacons A par 7/, ot 7 est le caractére de ] = E* J' défini, a partir de 7, dans
le théoreme. Notons m, la représentation de GL,(F) induite compacte de 4. Alors
ona

CK(T"na (777])Va 7/)) = cx(m, T, ¢) (mod UII()

En effet on constate aussitdt en reprenant les raisonnements précédents que les fac-
teurs Erx s €t Ex, s OU 7'’ est I'induite compacte de (xn~!)"A" sont calculés par
les mémes intégrales, donc sont égaux, quel que soit le quasicaractére modéré n de
K*. On adonc

e(m x ',s,9) _ e(my X 7'’ s, 1)
e(m x 7,s,)  elmy X 7y, s,9)

e (7, 7t,9) = ex(my, 7y, 4) (mod Ug).
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7 Facteurs epsilon de paires et changement de base modéré
7.1

Dans ce paragraphe, nous prouvons que la quantité c(m, 7, ) est invariante par
changement de base modéré, comme annoncé en 6.2.

Théoréeme Soit m une représentation irréductible supercuspidale sauvagement ramifiée

de GL,(F) (ot n est une puissance de p). Soient K une extension finie modérée de

F, galoisienne ou non, et g la représentation irréductible supercuspidale sauvagement

ramifiée de GL,(K) obtenue a partir de , par le changement de base modéré.
Supposons, quand F est de caractéristique p, que p 1 [K:F]. Alorson a

C(7TK7 ’ﬁ-Kv wK) = C(7T7 7\1/—7 w) (mOd Ull()

Corollaire Supposons F de caractéristique nulle, et K cyclique sur F. Si 7}, est la
représentation lisse irréductible de GL,(K) obtenue a partir de 7 par le changement
de base cyclique, alors , est supercuspidale sauvagement ramifiée et on a

C(Trl/(a 7%]/0 wK) = C(7T7 7\1/—7 w) (mOd U}()

En effet on sait [5] 1.8 Lemma qu'on a m = X7k pour un caractére non ramifié
x de K*. Le corollaire découle alors du théoréme et de 6.12.

Pour la démonstration du théoréme, on peut supposer par transitivité que U'exten-
sion K/F est de premier degré ¢. Considérons le cas ot £ = p. Lextension K/F
est donc non ramifiée; d’apres 6.2(2), on peut remplacer 7 par la représentation
obtenue, a partir de 7, par changement de base cyclique. Le résultat découle alors des
raisonnements de 5.2.

Nous supposons désormais ¢ différent de p. Nous supposons aussi que v est de
niveau 1, ce qui est loisible d’apres 3.9.

7.2

Comme en 5.3 choisissons un caractére simple 6 apparaissant dans 7, attaché a une
strate simple [, 1, 0, 5], oit E = F[[3] est une extension totalement ramifiée de degré
n de F. Comme la quantité ¢(m, 7, %) ne change pas si 'on tord 7 par un quasi-
caractére modéré de F*, on voit que c(7k, 7k, ¥x) ne dépend de mx qua travers
le changement de base g du caractere simple 6 (qui, par les constructions de [5],
apparait dans 7g); par suite, les constructions de [4] suffisent a notre propos.

7.3

La premiére étape est de vérifier que c(7g, 7k, ¥k ) et ¢(m, 7, 1) ont méme valuation
dans K.

Lemme On a UK(C(TI'K,ﬁ'K,l/)K)) = e(K|F)Up(c(7T,ﬂ',¢)), our e(K|F) désigne
Pindice de ramification de Pextension K /F.
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Démonstration D’apres la preuve du théoréme 6.1, et en particulier 6.11, on a

v (e(m, 7, 1)) = flm x #t,9) + 1,

et le résultat découle de [5] Theorem 1.7(ii). [ |

7.4

Pour aller plus loin, il nous faut maintenant rappeler de [4] section 11 la construction
du caractere simple 0 a partir de 6.

Notons L le corps K @ E, considéré comme F-espace vectoriel, et notons U I'ordre
principal de End (L) qui stabilise la chaine de o-réseaux ¢’ ot q est I'idéal maximal de
Panneau des entiers du corps L. On dispose alors des sous-groupes H' = H'(3, ) et
J' = JY(B,A) de Autp(L). Le caractere simple 6 se transfere en un caractere simple 0
de A" attaché a la strate [, re(K|F), 0, 3] dans Endr(L). Posons € = A N Endg(L).
Lobjet [€,re(K|F),0, ] est une strate simple sur K; en posant Hy = H'(3,€),
Jt = J'(3,6), ona

Hy = H' NAutg(L), Jg = J' NAutg(L),

et le changement de base 0 de @ est donné par la restriction de 6 a Hy.

En identifiant Endg (L) = K ®f Endg(E), on peut regarder Autp(E) = GL,(F)
comme un sous-groupe de Autg (L) (voir [4] sections 10, 11 pour les détails) de sorte
que H' = H-NGL,(F), J' = Jx NGL,(F) et x|H' = 6. On remarque que la strate
(A, 1,0, £3] est simple, quon a H' (¢3,A) = H', et que le caractere §° est simple,
attaché a [, 1,0, £3].

Lensemble {1,8,...,3" !} définit un sous-groupe unipotent maximal U de
Autg (L) (¢f. [6]), et on a Ux N GL,(F) = U. On peut comme en 5.5 former le
groupe Ux = (Ux N J§) - Hy et le caractere Ok 3 de Ux donné par Ok sur Hy et par
1+4x > g o tr(Bx) pour 14+x € Ug N Jx.

Le point crucial est la propriété suivante, qui sera prouvée en 7.6 et au section 8.

Proposition Soit x € E* J' qui entrelace le caractere 05 de U. Alors 1 ® x, vu comme
élément de L™ ]110 entrelace le caractere Ok 5 de Ux.

7.5

Admettons ce résultat pour l'instant. On calcule Pélément c(7, 7, 1)) en suivant le
formulaire de 6.11, (en notant que, dans la notation du section 6, le corps K est
devenu F). D’apres le lemme 7.4, on peut commencer le calcul de c(mg, 7k, ¥k ) par
le méme élément x. On a donc des racines de 'unité o, ax dans F, d’ordre premier a
p, telles que

c(m, 7, 1) = det(a™'e),  c(mg, Fx, Yx) = det(age),

ou x = ej comme ci-dessus. On veut prouver ax = a. Si px désigne le caractere
(m;j) = Y (my,) de M, (K) il suffit de vérifier que 'on a px(x() = Yx(a") pour
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toute racine de I'unité ¢ d’ordre premier a p dans K. Mais on a
(TrK/F O = TFK/F(C“) (mod p)

parce que # est une puissance de p, d’ou

Yr(af") = w(OéTrK/F(Cn)) = ¢(aTrK/F(C)n)

et cette derniére quantité vaut, par le choix de «,

P(X(TTK/F C)) = px(xC).

On a doncbien ax = et
(g, 7, Yx) = Nyjx(a/e) = c(m, 7, 1),

comme voulu. [ |

7.6

Commengons la démonstration de la proposition 7.4. Rappelons que I'extension
K/F est de degré premier £ # p. Il'y a deux cas, suivant que extension est cyclique
ou non.

Dans le premier cas, nous supposons que K/F est cyclique, et posons I =
Gal(K/F). (Lautre cas sera traité au section 8.) Le groupe I agit sur Ji et le groupe
des points fixes est J' [4] 11.6. On a également (Hx)' = H'. De plus, I stabilise Uy
etUL =U.

Lemmel OnalUL =U.

Démonstration Bien str on a UL = Ug N J' D U. Le quotient J'/H!' est un p-
groupe abélien élémentaire, muni de la forme alternée (a, b) — 0% (aba='b~ 1), qui est
non dégénérée [12] 3.4.1. Le sous-espace défini par Ux N J! est totalement isotrope,
et contient celui défini par U. Mais le sous-espace défini par U est totalement isotrope
maximal [6] 3.4, donc Ux N J' = U. [ ]

Notons que la restriction a U de 8k g est le caractere Qé quon obtient a partir du
caractere simple 6 attaché a la strate simple [, 7, 0, £3], en I'étendant par le caractere
non dégénéré 13 de U.

Soit Vi un sous-groupe fermé de J), contenant Hy, stabilisé par I', et tel que
Vi / Ker 0 soit abélien. Posons V. = Vg N J' = V.

Lemme 2 Lapplication xx — Xx = Xk|V donne une bijection entre les ensembles
suivants:

(1) Pensemble Sk des caracteres xx de Vi, stabilisés par I', et tels que xx|Hy = 0x;
(2) Pensemble S des caracteres x de V tels que x|H' = 6°.
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Démonstration Lapplication canonique H' / Ker 8 — H}./ Ker 0k est bijective (cf.
[4] 11.8). Le quotient Vi /HL est un p-groupe fini abélien, et p ne divise pas 'ordre
¢ de I', donc ’ensemble Sk n’est pas vide. De plus, I'application canonique V /H' —
Vi /Hy induit des isomorphismes

V/H' = (Vi /Hy)', V/Hg = (Vx/Hy)r,

ou (Vi /Hy)r est le plus grand quotient de Vi /Hy sur lequel I" agit trivialement.
Lapplication Sk — S, xx — xx|V, est donc bijective. [ |

Supposons que x € J entrelace le caractere 63 de U. Il entrelace donc le caractere
Hf;, C’est-a-dire que les caracteres Hf;, (Hf,)" ont la méme restriction ¥ a UNx~'Ux. Le
lemme 2 donne un caractere 7 de Ux Nx~ Uy, stabilisé par I', tel que 7|UNx~Ux =
Y. Mais 7 s’é¢tend en le caractere I'-stable 0k 3 de Uk et en 6% 5 surx ~1Ugx. Ces deux
caracteres coincident sur UNx~ 1 Ux, qui est égal a Ug Nx™ lqum J!, par le lemme 1.
D’aprés le lemme 2, ils sont égaux sur Ug N x~ ' Ugx, et 'élément x entrelace donc
91(75. |

8 Entrelacement et changement de base
8.1

Nous prouvons maintenant la proposition 7.4 sous I’hypotheése que I'extension K/F
est totalement ramifiée de degré ¢ # 2: cela inclut tous les cas ot K/F n’est pas
cyclique.

Choisissons une représentation lisse irréductible (A, W) de J qui contient 3.
Alors A est un type central, A € CC(5,U). Le caractere O3 intervient dans A avec
multiplicité un [6] 3.1, et de méme pour (A, 6). On en déduit:

Lemme La représentation A admet un unique coefficient -y tel que
y(1) =1,
(8.1.1) y(kigks) = O5(kik)v(g), ki €U, g €.
Soit x € J; si y(x) # 0, alors x entrelace 6. Inversement:

Proposition Supposons que I'élément x de ] entrelace 0. Alors y(x) # 0.

Démonstration Soit (G, 03) I'algebre des fonctions f: G — C, de support com-
pact, telles que f(kigks) = 035(kik,) " f(g), pour g € Getk; € U. Un élémentx € G
entrelace 63 si et seulement si il existe f € JH(G, 03) telle que f(x) # 0. Donc le
support de H(G, 63) est contenu dans J.

Soit 7) la représentation de J' induite par 6; elle est irréductible [6] 3.4 et seq.; en
fait 7 est la seule représentation irréductible de J', a isomorphisme prés, qui contient
6. 1l existe un isomorphisme d’algebres

H(G, 03) — H(G,n),
fe=fo

https://doi.org/10.4153/CJM-2001-043-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2001-043-0

Facteurs epsilon de paires 1171

tel que supp(fx) = supp(f)J' (¢f. [12] Chapter 4). Puisque le support de I'algebre
H(G, n) est contenu dans J qui normalise J!, on voit qu’une fonction f € H(G,n) a
support xJ! est inversible. Par suite, une fonction f € H(G, 65) de support UxU est
inversible.

Lespace isotypique W est de dimension 1, et est un 3((G, 63)-module. L’algebre
H(G, 03) agit donc sur I'espace I" des coefficients qui satisfont a (8.1.1), par I'action
(f,8) — f*0, f € H(G,03),6 € T',ou f: g — f(g~'). Par suite il existe un
homomorphisme x4 d’algebres de H(G, 83) dans C tel que fx v = x4(f)7.

Supposons que x € J entrelace 03; alors x~! 'entrelace aussi. Soit f € H(G, 63)
de support Ux~'U. Puisque f est inversible, on a x 4(f) # 0. Considérons la convo-
lution

frryx) = /f(xy")v(y) dy.
J

Si Iélément y € J contribue a P'intégrale, on a xy~' € UxU C xJ' dou y € J'. De
plus, il entrelace 63, donc y € U. Onaalors fxy(x) = kf(x), pour k > 0. On déduit

Y(x) = xa())"kf(x) # 0,

comme voulu. [ |

8.2

On peut former la représentation A de J. A isomorphisme pres, elle est déterminée
par la relation des caracteres

tr A(x) = tr A(xY), x€]J.

La restriction de A% a2 H! est un multiple de 0% le caractere 6% est simple, attaché a la
strate simple [, 7, 0, £3]. De plus, A’ est irréductible, d’ott A* € CC(£3, N).

Comme en 8.1, la représentation A’ admet un unique coefficient v* tel que
yi(1) = 1 ety (kyxk,) = Hé(klkz)’yz(x), pour x € Jetk; € U. On a aisément:

Lemme Soit x € J. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) x entrelace 0g;
(2) x entrelace 6%;

(3) 7'(x) # 0.
8.3

La représentation A ci-dessus est un type central, A € CC(5,A). En [5], on a défini
le changement de base Ax de A. On a Ax € CC(F, €) (notation de 7.4). (Sim est
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I'induite a GL,(F) de A, alors 'induite a GL,,(K) de Ak est le changement de base de
m.) La représentation Ax admet un unique coefficient yx analogue a .
On a [5] Proposition 10.4:
Ag|) = A%
Le caractere 0k 3 intervient dans Ag avec multiplicité 1, de méme pour t‘)é dans A°.
On a donc v = ~k|J, et la proposition 7.4 découle du lemme 8.2. ]
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