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SYMBOLE HOLOMORPHE
A. MERIL

Introduction. Soit 7' un endomorphisme continu de 5#”’(C"), nous
montrons qu'il existe une fonction entiére S sur C* X C" telle que { —
S(x, ¢) soit de type exponential sur C" avec croissance controlée uniformé-
ment lorsque x parcourt un compact de C*, de telle sorte que pour

w €7 (C*) on ait
FT(W) ) = (un S(x, £)e=?)

(& désigne la transformée de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analyti-
que). Une telle fonction S sera dite un symbole holomorphe sur C".
Réciproquement nous montrons que si S est une fonctionnelle analytique,
la formule précédente permet de définir un endomorphisme continu
(encore noté S) de #”(C").

Nous montrons que ces symboles holomorphes sont un peu l'analogue
dans le cadre des fonctionnelles analytiques des opérateurs pseudo-
différentiels et prouvons pour ces opérateurs le théoréme de Leibnitz-
Hormander:

THEOREME. Sotent Sy et S deux symboles holomorphes sur CG". La série

1 a a
20— 0581w, )8 Sa(x, ©)

a

converge et définit un symbole holomorphe que nous noterons Sy o Ss. De plus
pour toute fonctionnelle analytique p on a (S10 Ss) (u) = S1(Sen).

0. Notations et rappels. Elles sont classiques. L'espace vectoriel
topologiques#’(C") est I’espace des fonctions entiéres muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de C" qui en fait un
Fréchet nucléaire. Son dual for #”’(C") est l'espace des fonctionnelles
analytiques.

Pour un compact K de C”, nous noterons Hx sa fonction d’appui
définie par

Hy(z) = Sup Re (z, {).
{334

L’espace des fonctions entiéres de type exponentiel est 'espace du type
L. F suivant

Exp (C") = {f € S#£(C")| 3 K compact de C”" sup,ccn |f(z)e~H&®)|
< 4+ ©}.

Regu le 25 septembre 1981 et sous forme revisée le 12 mars 1982.
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La topologie se définit aussi de la maniére suivante (cf. [4]): Pour 4 > 0,
soit I'espace de Banach

Ba = {f € A (CM)|limy 1 | f(2)e~171| = 0}.
On a
Exp (C") = Uo B,

et la topologie naturelle de Exp (C") est celle de limite inductive des
espaces de Banach B,.
La transformation de Fourier-Borel est

F " (C") — Exp (C)
p—— <F-21 e”)'

0.1. THEOREME ([1], [2], [3]). La transformation de Fourier-Borel établit
un isomorphisme d’e.l.c. entre ' (C") et Exp (C").

Dans toute la suite « = (ay, ..., a,) sera un multi indice de N",
] = a1 + ... 4+ a, sera sa longueur et a! = a;! ... a,!. Alors D> sera
alal
ax{" .o ax,[’" '

Pour f € A (C") et u € ' (C") les fonctionnelles analytiques fu et D*u
seront définies par: V g € . (C")

(fu, g) = (w, fg) et (Dow, g) = (1)1 (u, Dg).
1. Symboles holomorphes. Nous noterons (x, {) I’élément générique
de C* X C* = G,

1.1. Definition. Soit S € #(C?") nous dirons que .S est un symbole
holomorphe sur C” s'il existe deux fonctions a et C de C” dans R majorées
sur tout compact et telles que pour tout (x, {) on ait

1S(x, £)| = C(x)e @1,

Nous noterons Symb (C") I’espace vectoriel des symboles holomorphes
sur C".
Remarquons que pour u € 7 (C*) et .S € Symb (C") la fonction
L(S) (u) : & = (a, S(x, £)el=8),
est élément de Exp (C"). Nous noterons Su la fonctionnelle analytique
FUL(S) (w)-
1.2. THEOREME. Soit S € Symb (C"), l'application linéaire T suivante
est continue:
T : 57 (C) — " (C)
uw— Su.
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Preuve. Immédiate compte tenu du lemme bien connu suivant.

LeEMME ([11]). Soit (Fi)ren une suite de fonctions entiéres de type exponen-
tiel. Cette suite converge vers zéro dans Exp (C") si, et seulement si, 1l existe
a > 0 tel que

limy, 4o, Suprecn | Fi(¢)e=¥1| = 0.

Example de symbole holomorphe. Soit m € N et une suite finie (2a)|ajsm
de fonctions entiéres. Alors

S, §) = ]Z (—1)"*aq (x)¢"

aj=m

est un symbole holomorphe tel que pour u € 5’ (C") on ait

Su = 2 D*(aan).

la|sm

Autrement dit S est un ‘“‘opérateur différentiel”’. Cet exemple se généralise
de la maniére suivante.

1.3. THEOREME. Sott S un symbole holomorphe sur C*. Soit
S, §) = 2 fal®)

son développement en série par rapport & la variable {. Alors pour toute
fonctionnelle anlaytique u, la série

2 (=) D*(fun)
converge dans ' (C") vers Su.

Nous aurons besoin du

1.4. LEMME. Soit S € Symb (C*). Soient C et a deux fonctions de C*
dans R, majorées sur tout compact et telles que

IS(x, )| £ Cx)er® 8!
pour tout (x, t) € C™. Pour k € N, notons

Pu(SG),6) = T, 7 87S(, 08"

al=k

et

-Pk(S(xy : )1 g-)l
[ik '

Soit K un compact de C*, 1l existe une constante A" (K) > 0 et ko(K) € N

Ui, = Sup
¢
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tels que pour tout b = ko(K) et x € K on ait
E (0 < 47&)

(ou e est la base de I exponentielle).
Preuve. Ce lemme se déduit aisément du Lemme 5 de Martineau ([4]).

Preuve de 1.3. 1l suffit de montrer que la série

P r(0.)

a

converge vers L(S)(u) dans Exp (C*). Comme p € #”(C"), il existe un
compact K et une constante C = 0 tels que

[{u, /)] = C Supyex |f(x)]

pour toute f € 3 (C*). Notons dx = diam (K) et soit A’ > A" (K) + dxg.
Pour £ = ko(K) on a

Y AIIK k Y )
Po(S(, - ) ) |é 7181 < (e__k( )) LI

Ce qui donne

” &
IP(S(x, - ); £)] e“@x™ 81 < <j4 _(-Kd)K) ‘

Par suite la série
; <F‘z; PL(S(.')C, . ); g—) e(r,;‘)>

converge dans Exp (C") (elle converge aussi ponctuellement). Repré-
sentons u par une mesure de Radon (cf (3], [5]), le théoréme de con-
vergence dominée de Lebesgue prouve que

2 (s Pa(SCe, )5 6) €5) = (o, S, €) €7,

1.5. THEOREME. (Formule de Leibnitz-Hormander). Sotent Sy et S,
deux symboles holomorphes sur C*. La série

Z—a'l_! aIaSI(xy g‘)afaSZ(xy f)

a

converge et définit un symbole holomorphe que nous noterons Sy 0 Ss. De plus
pour toute fonctionnelle analytique pon a

(S10.8:) (1) = S1(Sam).

Preuve. Soient pour j = 1, 2 C, et a; des fonctions de C" a valeurs dans
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R, majorées sur tout compact et telles que
[Si(x, £)| = Cy(x)eri @18

pour j = 1,2 et (x, {) € C¥ Soient {o € C*et? = (r/, ..., 1) €
(R, %)™, notons P (¢, ') le polydisque

P(to, ) ={z € C|Vil 1= nifor — 2 <71/}
Pour ¢ € P (¢, 7') il existe M > 0 tel que
e = M@ + ...+ 1) + [5l,
la formule intégrale de Cauchy prouve alors que
" exp (as(xo) M7,)
=1 (ry)"

En prenant le maximum de la fonction

18;Sa(x0, $0)| < @!Ca(xo)

exp (az(xo) My)
—_——
y 7
et en appliquant la formule de Stirling on voit aisément qu'il existe M’ >
0 tel que

I(');“Sg(xo, g‘o)l § (xM’)n(zﬂ')n/ZCQ(IX,‘o) (oq e C(,L)I/Z(ZQ(QCQ)

Y

olar...on= [] a; et a1...0,=1 sia; = OVj.
jlaj=0

Soient xg € C"etr = (r1,...,7,) € (R4, *)*, notons
C(x0,7) = SUPzep,.n C1(x) et
a(xo, 7) = SUPye P(zy,7) ai(x).

La formule intégrale de Cauchy et I'inégalité que l'on vient de montrer
prouve qu'il existe M"" > 0 tel que

% 8.7 S1(x0, $0) 0" Sa (%o, $o) | = (M) Ca(x0) C (0, 7)

lal
, 12 (a2(x0) M
X e(a2(10)+a(zo r))l{l<a1 o aﬂ) / ( ( r)_& )
ou r* = r* ...
Quitte a augmenter la fonction a,, on peut supposer qu’elle ne s’annule
pas. Pour r¢ = (2a2(x0) M, ..., 2as(x0) M), les fonctions suivantes sont

positives et majorées sur tout compact

(a...a)"”

C(xo) = (M”)n( Z o= )Cz(xo)C(xo, To)

et a(OCo) = (Lz(xo) + (l(xo, 70).
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La série

1,4 o
20— 0551(x, )97 Salx, §)

a

converge normalement sur tout compact de C?* de plus la majoration

2 i‘; 9551, £)9:7Sa(x, §) | = Clx) @I

prouve que cette série définit un symbole holomorphe.
D’aprés Martineau ([4]) le sous-espace vectoriel de #”(C") engendré
par la famille (8,)qccn y est dense. Il est clair que pour tout ¢ € C* on a

S1(S28.) = (S1052)(8a)-
Par 1.2 on voit que pour tout u € #”’(C") on a
S1(Sam) = (510 52) (w).
Nous prouvons la réciproque de 1.2.

1.6. PROPOSITION. Soit T € &, (C*), "' (C")) il existe un unique
symbole holomorphe S tel que T = S.

Preuve. Soit Si(a, {) = F (T6,)(¢). 1l existe deux constantes positives
C(a) et B(a) tels que
|F(T(8a) ()| £ Cla)e? @i,
Soit K un compact de C*, I'ensemble {& (8,)|a € K} est un borné de

Exp (C*), donc I'’ensemble {6,Ja € K} est borné dans#”(C"). Par suite
{T8,Ja € K} et { & (T6,)|a € K} sont des ensembles bornés. Cela prouve

N

qu’on peut définir des fonctions C et B de C" & valeurs dans R, majorées
sur tout compact et tel que

|F (T8:) (£)] = Cla)e? @,
Il est clair que
S, §) = Salx, )e=0
est un symbole holomorphe tel que 7'(x) = Su pour tout u € J’(C").

Remarque. 1°) Cette proposition ne fait que réexprimer le théoréme
des noyaux de L. Schwartz ([5]).
2°) Soit u € H#’(C*), on note SA(u) I'ensemble des zéros de I'idéal

I = {f €A (C|fu = 0}

(cf [6]). Un endomorphisme continu 7" de J#”(C") est un opérateur
différentiel si et seulement si pour tout u € S#/(C") on a SA(Twr) C
SA(u). (La preuve est évidente en utilisant le théoréme de Baire et le
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fait que S4 (1) = a si et seulement si

B= 2 G, (@€ C) (cf[6]).

|| =m
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