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SYSTEMES DYNAMIQUES DANS LES ESPACES
ULTRAMETRIQUES COMPACTS

THOMAS KIVENTIDIS

We give a definition of any discrete dynamical system in

compact ultrametric space and we study the behaviour of its
trajectories.

1. Introduction - Définitions

On considére 1l'espace ultramétrique compact (X,d). On rappelle
qu'une ultramétrique dans un ensemble X est une application de X x X

dans l'ensemble Rt = {x €R : x 2 0}, qui satisfait les conditions:

(1)  d(zx,y)

0 si et seulement si z=y

(2) d(z,y)

dly,xz) , va,y € X

(3) d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)} , Vz,y,2 € X.
On démontre, aisément, que
d(z,y) = max{d(x,z),d(z,y)} , si d(z,z) # d(z,y) et
d(x,y) < max{d(xz,z),d(z,y)} , si d(x,z) = d(a,y) .

Quelques propriétés charactéristiques d'un espace ultramétrique (qui
est non-Archimédien) sont [1]:

(i) chaque boule (ouverte ou fermée) B(z,r) est 2 la fois un ensemble
ouvert et fermé, et B(xz,r) = B(y,r) , Vy € B(z,r) , »r >0 ,
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(ii) si deux boules de l'espace (X,d) ont un point commun, alors l'une

est contenue dans 1l'autre,

(iii) la distance entre deux points, de deux boules sans point commun, dans
l'espace (X,d) est indépendante de l'option des points sur chacune
d'elles, et pour ga peut s'appeler, simplement, distance entre les

deux boules.
Il se démontre [2, Théoréme 3]:

LEMME. Soit (X,d) wn espace ultramétrique compact. Alors
L'ensemble de toutes les valeurs non-zéro de la métrique d(x,y) est soit
fini, soit forme une suite monotone décroissante Py >ry > ... > >,

r >0, qui converge vers le zéro.

DEFINITION 1. soit (X,d) un espace ultramétrique compact. On dit

systéme dynamique discret dans X , une application
6 : X x {r} =+ 2X s n =1
n
qui se definit comme suit
a(x,rn) = S(x,rn) ={y €X : dlx,y) = rn}

ol {rn} est la suite du lemme ci-dessus.
Pour r=r =constante, on écrit ar(x) = S(z,»r).
DEFINITION 2. Une trajectoire d'un systéme dynamique discret a

est une suite de points xl,xz,...,xn,..., telle que

X

S =
_ S(xn,rn) ,n=1,2,...

ol S(xn,rn) est la sphere de centre xn et de rayon rn .
A. Rubinov [3] a donné une définition similaire de la Définition 2.

2. Propositions

PROPOSITION 1. Pour chaque trajectoire {xn} , NEN nous avons
A = {xi 1 >n}cC S(xn,rn)

n

pour chaque n = 1,2,... .
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Démonstration. En effet, si x, € S(xz,rl) s X3 € S(:cg,rz) , alors

d(xl,x3) = max{d(xl,xg),d(xg,xs)} =r, >r,

' I €
c'est-a-dire zg S(xl,rl).

En général, si z, € S(xl,rl) s T3p1 € S(xk,rk) NSRS alors

d(xl,x ) = max{d(xz,xk),d(xk,xk+1)} =r,

k+1

c'est-a-dire L01 Sﬂxl,rl).

Par conséquent, tous les points xn , n 21 se trouvent sur la

sphére S(xl,rl). Si nous considérions z, € S(xx,rx) S

+1

x € S(x ) , alors

A+2 A1 Tar1

JY=r >r

) s dlz AT Tt

d(xx, ) = max{d(xl,

Ty T+l A1 Tar2

etc, donc, nous aurions Ak = {xi 1>} cC S(xA’PA) s A 22,

o«

PROPOSITION 2. Ona n Zn = {xo} une seule valeur d'adhérence
n=1

de la trajectoire {:cn} s différent des éléments z, 5N € m.
Démonstration. Nous avons An C S(xn,rn) qui entraine
Zﬁ = S(xn,rn) » parce que la sphére S(xn,rn) est un ensemble fermé.

«©
Puisque l'espace X est compact nous avons FlZg # ¢ (toute suite
n=1

infinie dans un espace compact a au moins un valeur d'adhérence [1]).
Si un element de la suite {xn} , soit le xk , etait une valeur

> X tel que Vn2n

d'adhérence, il faudrait Ve > 0, 3n d(xn,xx) < e

0 0°
Mais AA c S(xl,rx) , donc, pour € < r, nous aboutissons i une
absurdité.
Si nous avions deux valeurs d'adhérence xo # xé s alors il existera

e >0 tel que B(xo,s) N B(xé,s) =d.
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Donc, il existera une sous-suite {xn } - T, dés lors, apres

k
: : : I > i .
certain indice m s .'x:nk B(xo, e) , Yk m , avec I’nk + 0 (puisque r, > 0)
Par conséquent, il existe un voisinage E(xn T, ) € B(:co,e) , cequi
A A
entraine S(:cn s, ) C B(xo, €).
A A
: = ] C P
Mais An)‘ {xi T 1> n}‘} S(xn)‘,rnx) (Proposition 1), alors la

boule B(:x:o', €) contient, seulement, au plus un nombre fini des éléments de

la suite {.'x:n}. ]

REMARQUES. (a) Le point :co est une valeur 4'adhérence pour tous

An = {xi : 7 > n} sur les sphéres S(xn,rn) s m=1,2,... .

(B) Le point initial z, peut croire comme "centre" de la trajectoire,
parce que tous les éléments x, s N 2 2 , se trouvent sur la sphére
S r.).

(x,57,)

(v) Si par le méme point z, on considere, successivement, les suites

{rn} sn 21, 1=1,2,... se construisent des trajectoires sur les

sphéres S(xl,ri) , L =1,2,... avec le méme "centre"”. U

Dans le cas particulier o, : X > X S ar(x) = S(x,r) , latrajectoire

{xn} se fait =z € S(:cn,r) s, n=0,1,2,... .

n+l

|
3

Nous avons d(xo,xg) < max{d(xo,xl),d(xl,xz)} =

d(xo,xg) = max{d(xo,xz),d(xz,xs)} =r

car d(xo,xz) = d(xl,xz) =r et d(xo,xg) < d(acz,xg) r, et, en général,
les éléments de la trajectoire {:z:n} s avec un indice pair, se trouvent
dans la boule ouverte B(:z:o,r) , Cc'est-a-dire Lo € B(xo,r) s k=1,2,...

tandis que, avec un indice impair, sur la sphére S(:x:o,r') s C'est-a-dire

Torel (S S(:z:o,r') , k=0,1,2,... .
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Puisque les deux ensembles B(:x:o,r) et S(:z:o,r) sont fermés de
1l'espace compact X , les suites {xzk} et {x2k+1} ont des valeurs
d'adhérence {(au moins une) dans ces ensembles, respectivement.

Par conséquent, la trajectoire initial {xn} a au moins deux valeurs
d'adhérence. En outre, puisque d(xl,xs) < max{d(xl,xz),d(xz,xs)} =r,
car d(xl,xz) = d(xz,xg) = r, s'entraine x3€ B(xl,r) et, en général,

Toreg € B(xl,r') , k=1,2,... . Nous avons, aussi, d(xl,x4) =

= max{d(xl,xs),d(xg,x4)} =» , car d(acz,xs) < d(xs,:r:4) = r et, en général,

Lo € S(xl,r) , k=1,2,...
On trouve, d'une manigre similaire, que Loy € B(:z:2,r) s k=2,3,...
et Ly . € S(xz,r) , k=2,3,... .
Par conséquent, nous avons
] =
T sl (S S(:z:o,r) B(xlr) R kaE B(xo,r) N S(xl,r) k=1,2,...
tandis que
B(xo,r) = B(:z:Z,r) =, = B(xz)\,r') = ...
B(xz,r) = B(:z:g,r) =.,. = B(xz)\”,r) = ...

et B(xo,r) N B(xl,r) =4d.

Puisque E(xo,r) (boule fermée) = §(x1,r) et B(:z:o,r) - E(xo,r),
B(:cz,r) c E(xo,r) , nous observons que, en ce cas, la trajectoire {:x:n}
se trouve dans la boule fermée B(xo,r) , avec kaG B(xo,r),x2k+1 EB(xZ,P),
k=1,2,...

Si nous avons r1 > r2 > ... > Pm (nombre fini), on peur definir la

trajectoire {xn} comme il suit

€ €
z, S(xl,rl) s g S(xz,rz) s eee s T ES(xm_l,rm_z)

et x € S5(

-~ xm+p-1’rm) s, 21, pE€W.
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On voit, donc, qu'aprés l'indice m 1la trajectoire {xn} se

comporte comme une trajectoire de ar systéme dynamique (comme si-dessus).

m

3. Magistraux Ensembles

L'espace compact X , évidemment, il s'écrira

= U— = hd - - -
X Bm(ym,rn) s T, const., J(rn) indtces finis
m&J
i.e. pour r, = const., soit m=1,2,...,k , alors

=_ URg N — . .
X Bz(yl,r)\) U, .. Bk(yk,rx) > Bi Bj g, 1#J .

Dés lors, si la trajectoire commence par ry > Ty .1 > >rn >0,

X 21, c'est-3-dire z, g € S(xn,rn) » m = Xx,A1,... nous voyons que, si

x, € Eﬁ(yj’PA) , Jd €1{1,2,...,k}, alors
=y = ) . N C o
B(xx,r)\) Bj(yj,rx) qui entraine S(xx,rx) Bj(yj,r)\).

Or, la trajectoire reste (Proposition 2) dans la boule 53 de la

~-séparation de X, ol il appartient le premier élément Ty s A=21.

r
by
Par conséquent, chaque trajectoire xn , aprés un nombre fini no >
s'enferme dans une boule fermée de X , de rayon aussi petit que nous le

voulons car rn > 0.

En outre, si nous considérions la rx—séparation de l'espace compact

X, X = Bl(yl,rk) U... UBk(yk’r)\) s alors si x € Bj(yj,r)\)’ nous aurions
S(x_,rx) = S(yj,rx).

Par conséquent, l'ensemble M = S(y,,r.JU ...uU S(y,,r.)cC X
ry I°7 A k7
est l'ensemble qui contient toutes les trajectoires de o systéme dynamique

qui ont un indice plus grand que A + I.
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bans le cas de la @, systéme dynamique, puisque l'espace X est
compact il y a une r-séparation X = Bl(yl,lﬁ u... L’Bk(yk,r).

Alors, si la trajectoire commence par certain voisinage

x € = B.(y. . i
=, Bj(yj,r) on a B(xo,r) BJ(yJ,r) Egalement, le x, appartient a
une autre boule qui a une distance »r par la boule Bj(yj,r) et, par

conséquent, est coincidente avec la boule B(xl,r).

On observe, donc, en ce cas, que chaque trajectoire de ., systéme
dynamique balance entre les deux boules de la r-séparation de X qui ont
une distance entre eux r et ils sont contenus dans la boule fermée
Blx_,r) , ob z, est le point initial.

Comme pour tous X € Bj(yj,r) , Slx,r) = S(yj,r), 1'ensemble
M, = S(yl,r) U... LJS(yk,P) contient toutes les trajectoires de a,
systéme dynamique, moins peut étre les points initiaux.

Note. On considére Pc(X) la collection des tous les ensembles
compacts de l'espace X muni de la distance de Hausdorff, [11.

On dit qu'un point x* € X est Poisson stable si pour chaque ¢ > 0
il existe une trajectoire {xn} C X telle que x, =%, 1im d(xn,x) < e. (4]
71>

On dénote tous les points qui sont Poisson stable par Ha et le plus

petit ensemble fermé de X qui contient les points limites des toutes les

trajectoires du syst@me dynamique o : X -+ Pc(X) se dénote par M.

On sait que [4] s'il est une application continue telle que
pla(x), aly)) <d(x,y), Yo,y €X
a

alors, on a Ha =M .

On observe que (§2) dans le systéme dynamique a (§1, Définition 1)

nous n'avons pas de points Poisson stable, c'est-a-dire “a =4 .
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Par conséquent, si on avait

p(S(x,TK), S(y,TA)) < d(l',y), any €X

K # X, kK,A =1,2,..., alors il n'existerait pas de points limites,

c'est-a-dire M = ¢ qui est absurde (52, Proposition 2).
Mais, dans le cas particulier aT(§2) puisque Lo € B(xo,r) ,

(xo le point initial), on peut avoir Lim d(ng,xo) <g, Ve > 0,
K—>0o

c'est-a-dire, en général, I, # 4.

Donc, en ce cas, on peut avoir opo(S(x,t), S(y,t)) < d(z,y), Vx,y € X.

References
[1] J. Dieudonné, Eléments d'Analyse:Tome 1, (Gauthier-villars, Paris,
1969) .
[2] V.Z. Feinberg, "Compact ultrametric spaces", Soviet Math. DoklL.

15 (1974), 324-329.

[3] A.M. Rubinov, "Dynamical system and preorders", Soviet Math. DokL.
23 (1981), 80-82.

[4] A.Y. Zasiavskii, "Magistral sets of continuous transformations in

compact metric spaces", Sitberian Math. J. 23 (1982), 198-203.

Département de Mathematiques,
Université de Thessaloniki,
Thessaloniki,

Grace.

https://doi.org/10.1017/5S0004972700021444 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700021444

