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HOMÉOMORPHISMES UNIFORMES ENTRE 
LES SPHÈRES UNITÉ DES ESPACES D'INTERPOLATION 

MOHAMAD DAHER 

RÉSUMÉ. Si (AQ,A\) est un couple d'interpolation et si A$ est uniformément con­
vexe on montre que pour tous 9\, #2 G ]0,1 [ il existe un homéomorphisme uniforme 
entre la sphère unité de (AQ,A\ )Q] et la sphère unité de (AQ, A\ )g2. 

Introduction. Soient(^o,^i)uncoupled'interpolation(c/ [2])et#i,02 £ ]0, l[;on 
montre dans cet article, lorsque A$ est uniformément convexe, l'existence d'un homéo­
morphisme uniforme entre la sphère unité de l'espace d'interpolation complexe AQ1 = 
(Ao,A\)sl et la sphère unité dê 6>2 (c'est le théorème de cet article); une application de ce 
théorème est le résultat de E. Odell et Th. Schlumprecht (cf. [15]) généralisé par F. Chaatit 
(cf. [5]); Odell et Schlumprecht ont montré que si X est un espace à base inconditionnelle 
ne contenant pas uniformément les espaces ££°, n > 1, alors la sphère unité S(X) de X est 
uniformément homéomorphe à la sphère unité de t2 (inversement, l'existence d'une suite 
de sous-espaces de X, uniformément isomorphes aux espaces ££°, est une obstruction à 
l'existence d'un homéomorphisme uniforme entre la sphère unité de X et celle de £2, 
cf. [9]); Chaatit a montré que si X est un treillis de Banach (de dimension infinie) avec 
une unité faible et si Xne contient pas les l™ uniformément alors il existe un espace de 
probabilité (Q, ^F, /1) et un homéomorphisme uniforme U: S(X) —-> S^L1 (//)). Rappelons 
la caractérisation due à B. Maurey et G. Pisier: un espace de Banach X ne contient pas 
les ££° uniformément si et seulement si X est de cotype fini (cf. [14]). La partie la plus 
délicate du travail d'Odell-Schlumprecht ou de Chaatit consiste à démontrer le résultat 
dans le cas où le treillis Xest supposé de plus uniformément convexe. C'est cette partie 
que nous retrouvons dans cet article en utilisant l'interpolation complexe (le cas général 
résulte du cas des treillis uniformément convexes par une technique de convexification, 
comme l'ont montré Odell et Schlumprecht). 

Signalons que N. J. Kalton a trouvé notre résultat par le même argument [12]. 
L'espace d'interpolation complexe est défini habituellement au moyen des fonctions 

holomorphes sur So = {z G C ; 0 < !Rz < 1} et qui sont continues et bornées sur 
S — {z G C ; 0 < Uz < 1}; on peut aussi définir l'espace d'interpolation complexe par 
les fonctions holomorphes sur So mais en remplaçant la continuité sur S par une condition 
d'intégrabilité If, ou une condition L°° au bord (Proposition 2). Ceci permet de trouver 
sous certaines hypothèses une représentation minimale pour chaque point de l'espace 
d'interpolation; c'est le cas en particulier lorsque Aj est un espace de Banach réflexif, 
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ESPACES D'INTERPOLATION 287 

j = 0,1 ; de plus la représentation est unique si AQ (ou A \ ) est strictement convexe. Etant 
donnés 0\9 02 € ]0,1[, nous étudions l'application U qui associe à chaque vecteur a de 
la sphère unité S(AQX) de AQX la valeur de sa représentation minimale au point 02. Nous 
montrons dans le cas où AQ est uniformément convexe que U est un homéomorphisme 
uniforme entre les sphères unité de AQX et AQ2 (voir le théorème plus loin). Dans le cas 
d'un treillis uniformément convexe X, un théorème d'extrapolation de Pisier permet de 
considérer X comme un élément d'une échelle d'interpolation complexe contenant un 
espace de Hilbert H. On déduit alors des résultats précédents que S{X) et S(H) sont uni­
formément homéomorphes (Corollaire 1). 

REMERCIEMENTS. Je remercie chaleureusement Monsieur le Professeur Bernard 
Maurey pour m'avoir donné l'ensemble des moyens nécessaires à la réalisation de ce 
travail; ses conseils et suggestions permanents m'ont permis de progresser constamment; 
qu'il trouve ici l'expression de toute ma profonde gratitude. 

Soit X un espace de Banach complexe, X* son dual; on note par B(X) la boule unité 
(fermée) de Xet par S(X) la sphère unité de X. Pour tout x E l e t pour tout x* G X* 
on note (JC,JC*) = x*(x). Soit À = (AQ9A\) un couple d'interpolation; on note par !F(Â) 
l'espace des fonctions F: S —» AQ + A\9 F continue bornée sur S, holomorphe sur So, 
telle que r —» F(j + ir) soit continue de R à valeurs dans Aj et \\F(j + ir)\\Aj —> 0 quand 
\T\ -* +oo, (j = 0,1). 

Si F G J ( i )onpose 

\\F\\m = max(sup||F(/r)|U,sup||F(l +/r)|U1). 

On pose 

!Fo(À)={Fi3n>l9F=jriFk®xk\, 
1 k=\ ] 

oùFk G ̂ F(C), xk G AQ DA\ pour k — 1,...,«. D'après le lemme 4.2.3 de [2] l'espace 
%{Â) est dense dans !F(Â). 

Pour tout 0 G ]0,1 [ on définit l'espace d'interpolation AQ par 

Ao = {FW,FeT(Â)}9 

si a G AQ on pose ||tf | |^ = inf{||F|| « ^ ; F{0) = a}; avec cette norme AQ est un espace 
de Banach (cf. [2]). 

Pour tout s + it G So et pour tout r G R on définit 

e - * ^ sin(7T5) 
Qj(s + it9r) = — j> ^ = °' L 

sin2(xs) + (COS(TT )̂ - e/to-tlr-f)} 

Posons diizj(t) = Qj(z9t)dt\ pour tout/? G [l,+oo] soit 7Q(Â) l'espace des fonctions 
F: S —* AQ + A i, F holomorphe sur £o, telle que r —> F(/ + z'r) soit (Bochner) mesurable 
à valeurs dans v4y (/ = 0,1), 

iiFii^>=L | |F ( i '0 | |*« ^ o ( 0 + L | | F ( 1 + ^ i f r ^ (/) < + o ° ' 
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et 

F(z) = J F(it) dnZto(t) + f F(l + it) djiZyX (t) pour tout z G So 

(sip = +00, ||F|| joo(ii) = maxy=o,i (\\F(j + /(.))IU~(4))). 

On définit l ' espace^ = {F(0) ; F G J ^ 4 ) } ; si a G ^ on pose 

|H|^ = inf{||F||^ ) ;F(0) = a}, 

^ est un espace de Banach. 

Soient D le disque unité ouvert de C, T le tore (T = R/2-KT) et m la mesure de 
Lebesgue normalisée sur T. 

Pour tout r G ]0,1 [ et pour tout ip G T on note 

1 - r 2 

r2 — 2rcos(p + 1 

si z = rë* G Z) on pose Pz(0 = Pr(<p - t). 

On note Io = {t el ;0 < t < %}\J{t el ; % < t < 2TT}, /! = T\/0; si t G 70 on 
pose v4, = y4o et si t G 7i on pose At = A\ (on considère que T = [0,2ir]). 

Pour tout zo G £> posons di/Zo(t) = PZo(t) dm(t) sur T. On note 9{(Â) l'espace des fonc­
tions g:D—*Ao+A\,g holomorphe sur D, continue bornée sur D, telle que l'application 
t —-> g(e") soit continue de ïj à valeurs dans Aj,j = 0,1 et g(/) = g(—/) = 0, 

llslltftf) = ^x(sup||g(ez7)|U.). 

Pour tout z0 G Z) on définit l'espace BZo par BZo = {g(zo) ; g G 9{(À)}. Pour tout 
/? G [l,+oo], soit ?Q(Â) l'espace des fonctions g:D —> Ao+A\,g holomorphe sur D 
telle que t —> g(elt) soit mesurable de Ij à valeurs Aj (j = 0,1), g(z) = Sjg(elt)di/Z(t) 
pour tout z G Z) et 

(si/7 = +00, HgHtfoô ) - max/=0,i(||g|U«(/y^))). Posons # 0 - {g(z0) ; g G ^ ( i ) } . 
On peut facilement définir les normes sur BZo et sur Bp

Zo comme dans le cas précédent. 
On définit la transformation conforme A: SQ —-> D par 

A(z) = : , 
v f i + e,7rz 

pour tout z ES (cette transformation donne A(l /2) = 0). On peut voir que l'application 
g —» go A est une isométrie de !H(À) sur ^F(4), et si A(0) = zo, c'est aussi une isométrie 
de ?(%(À) sur !FQ(Â); on en déduit que AQ = BZo et Ap

e = BP
ZQ (avec égalité de normes, 

/>€[!,+00]). 
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PROPOSITION 1. Soient (Ao,A\) un couple d'interpolation, 0 G ]0,1[ etzo = A(0); 
pour toutp G [1, +oo[ et pour tout a G B™ = A™ on a 

IMIJÇ = inf{ll^ll^(i) ; g € 9%<Â) etg(z0) = a}. 

PREUVE. Il est clair que 

i n f { | | g | | ^ ) ; g G !H*<4) etg(z0) = a} < \\a\\^. 

Inversement, soitg G fH£(À) avec g(z0) = a ^ 0, on sait que JT log ||g(el7)IUo+ î dm(f) > 
—oo; d'autre part on a pour tout t G Ij, ||g(e")IU0+^i ^ ll&(e'0IU> P a r conséquent on en 
déduit que JT log ||g(e")||A, dm(t) > — oo; il existe donc une fonction extérieure G G 
IPÇf) telle que \G(eiï)\ = ||g(e/r)|U pour presque tout t G T; posons H = G(z0)%, il est 
clair que H G fC°°(Â)9 H(z0) = a et 

\\mP^(À) < \G(zo)\p < /T \G{e<)fdvZQ{t) = /T | |g(e^) | ia^0(0 = l l g ^ , 

et on en déduit l'inégalité cherchée. 

PROPOSITION 2. Soit À = (Ao,A\) un couple d'interpolation; pour tout 0 G ]0,1[ 
on a A™ = AQ, avec égalité des normes. 

On utilise le lemme classique suivant: 

LEMME. SoientX un espace de Banach muni d'une norme \ \. \ \ \ et Y un sous-espace 
deXmuni d'une norme ||. ||2 telle que (7, ||. H2) soit un espace de Banach; on suppose 
que\\x\\x < ||x||2, VJCG Y; si B(Y) est dense dans B(X) alors X = Yet\\.\\i = ||.||2. 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. D'après le lemme il suffit de montrer que 
B(AQ) est dense dans B(Af3). Soit (Kn)n>o une suite de fonctions dans Ll(R) à support 
compact, telle que (Kn)n>o forme une approximation de l'identité dans Ll(R) et 
supw>0 ||£/I||L1(R) = 1; supposons que a G A™ avec ||a||̂ oo < 1, il existe F G ^F°°(Â) tel 
que F(9) = a et ||F|| joo^) < 1 ; pour tout n > 1 et pour tout z G S soit 

Fn(z) = e ^ - 1 ^ JKn{i)F{z - ii)dt ; 
JR 

on voit que Fn G 7(Â) donc an = Fn{6) G AQ\ il est facile de voir que ||F„|| j ^ < 
||F|| joo^) < 1, cela implique que an G B(Ae), d'autre part Fn(j + it) —> F(j + it) dans Aj 
presque-partout (j = 0,1); en appliquant le théorème de Lebesgue on obtient 

jf \\Fn(it) - F(it)\\Ao dN,0(t) + JR \\Fn(l + it) - F(l + it)\\Al dm(t) - 0, 

on déduit d'après la proposition 1 que \\an — a\\A°° —» 0, d'où le résultat. 
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PROPOSITION 3. Soient (Ao,A\)un couple d'interpolation et 0 < 0 < 1; on suppose 
queAoDA\ est dense dans AQ et dans A\, et que les espaces A$ etA\ sontréflexifs; posons 
z0 = A(0), et Se = S(Ae); on a 

I- Pour tout a e S9 il existe g G 9{°°(Â) tel que g(z0) = a et ||g(e'0|U = 1 pour 
presque tout t G T; on a donc \\a\\Ae = \\g\\^(oo^y 

II- Si de plus AQ est strictement convexe alors pour tout a G SQ et pour tout p G 

]l,+oo[ // existe un unique ga G ?Q(À) tel que ga(zo) = a et \\ga\\^P(Â) ~ *> (^ en 

résulte que ga est indépendant de p, et que ||ga(e")|U = 1 pour presque tout t G 1). 
III- SiAo etA\ sont uniformément convexes alors l'application Y\ SQ —•» 9{%(Â) définie 

par T{a) — ga est uniformément continue (\ < p < +00/ 

REMARQUE. En utilisant la transformation conforme A on obtient immédiatement 
les mêmes résultats pour l'existence d'une représentation minimale dans ^(À), ou sur 
la continuité de l'application T, considérée de SQ dans !FQ(Â). 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3. 

DÉMONSTRATION DE I. Soit a G Se et soit/? G ]l,+oo[. Comme Aj est réflexif et 
1 < p < +00, l'espace 9^{À) est réflexif. L'ensemble Fa des éléments h G H%(Â) tels 
que h(zo) — a est un sous-ensemble convexe fermé de ^{^(Â). Il existe donc un élément 
g G Fa de norme minimale, c'est à dire tel que 

1 = IMU = WSW^ÂY 

Montrons maintenant que ||g(e")IU — IMU» = 1 pour presque tout £ G T. Comme 
précédemment il existe une fonction extérieure G G IF(J) telle que |G(e")| = ||g(e'0IU 
pour presque tout t G T; soit ga = G(zo)§ ; il est évident que ga G 9f°°{Â) et ga(zo) = CL, 
on déduit que ||gfl||#oo(iî) = |G(z0)| < 1 mais JT ||ga(e'')lk di/Zo(t) > \\a\\Ae = 1, donc 
|G(z0)| = ||gfl(e/0|i^ = 1 pour presque tout t G Ï . Alors | | G | | ^ = |G(z0)| = 1. Cela 
entraîne que G est constante (on se ramène à G(zo) = 1, et on utilise |G(e")| > KG(ez/) 
pour déduire que G est réelle, donc constante), donc ||g(e/r)|U = 1 pour presque tout 
tel. 

DÉMONSTRATION DE II. Soit a G SQ; montrons que la fonction ga G Fa trouvée dans 
I est l'unique représentant de norme minimale dans 9{%(Â); sinon soit g\ G ?Q(Â) une 
fonction telle quegi(z0) = a, \\g\\\^{Â) = 1 etgi ^ ga, ce qui entraîne ga ^ g} p.p 
sur T, donc ga ^ g\ p.p sur I0; posons Ày = J}. ||gi(e")||^. di/Zo(t); si AQ est strictement 
convexe, l'espace//7 (A), ^ 0 ' ^o) est strictement convexe (dans le cas 1 < p < +00) donc 

[ \\gaK V dv^f) <(l-0)/2 + \o/2 
Il z l u 0 

d'autre part 

/ , 
|&(e'') + g l ( e ' ' ) r ^ W £ ( , / 2 + A ] / 2 

h II 2 IU 
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ce qui entraîne l'inégalité \\(ga +g i ) /2 | | ^ ( i 4 ) < 1, mais (ga(z0) + gi(z0))/2 = a par 

conséquent ||(gfl
 + g i ) / 2 | | ^ ( ^ ) > ||tf|U = 1, ce qui est impossible; cela implique que 

ga=gl-

DÉMONSTRATION DE III. Si AQQ\A\ sont uniformément convexes ils sont réflexifs 
et strictement convexes. De plus, si 1 < p < oo alors LP{IQ, i/Zo,v4o) et LP(I\ ,i/ZQ9A\) sont 
uniformément convexes (cf. [10]—[13]); notons par <5o le module de convexité de LP(AQ\ 

8\ le module de convexité de LP(A\) et S = min(6o,<$i); soient a, b G S ,̂ gi = T(a) et 
g2 = T(b% on a alors 

gl + g2 r < 1 11*1 IIV)+ 2 H^I^W " * ' " & l l ^ > ) ' y' = °'l 

donc 

cela impli 

g l + g 2 
1 2 
que que 

\p 

\*%(Â) < 2^ 'H^) + 2^2H^)_ 5(2 l | g l ~g2|k<^)) 

a + è II? 
< 1 •«(jlki-ftll^)) 

donc 

a-b 
> 1 -

a + Z> 

> i-[^b8l-gM*\))l,P ^lpih^-gM^) 
et nous avons montré que F est uniformément continue. 

REMARQUE. Si Ao est uniformément convexe alors AQ est uniformément convexe 
pour tout 9 G]0,1[. 

En effet, d'après le théorème de réitération on peut supposer que A\ est réflexif (si 
Ao est réflexif Ap est réflexif pour tout (3 G ]0,1[, cf. [4]). Soient a,b G Se et e > 0 
tels que ||a — Z?||̂  > e; d'après la proposition 3,1 il existe gi,g2 G ?Q(Â) tels que 
||gi(e/7)lk = ||g2(e/0|U/ = 1 pour presque tout t G T , gi(z0) = a et g2(z0) = b, comme 

||« - b\\Ae < ( T - ^ / o ||g,(e") - g2W
t)\\l dVit(t)) 

(ljjs^i')-S2^')\\2Ald^(t))9/2 

alors \\gl - g2\\h(l0yaM > (e2/]-$)(2-9/l-e), où da = dujl - 0; il est facile de voir 
que 

1 I 2 IL > ( l - ô ) ( l -
gl + g 2 | 2 

£2(/o,<Mo) 

où ^2(/0 a^0) est le module de convexité de L2(Io, CX,AQ). 
Ce qui précède est un résultat de M. Cwikel et S. Reisner [7]; ils ont montré que si Ao 

est uniformément convexe alors AQ est uniformément convexe et ̂ ( e ) > C6AO(£1^1~0)', 

ils ont aussi montré que s i ^ c ^ i sont uniformément convexes alors 6A6(£) > CS(é) où S 
est la fonction inverse de (S^)l~e(8^)e. 
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THÉORÈME. Soient(A0,A\)uncoupled'interpolationet9\,92 G ]0,1 [, avecA0HA\ 
dense dans AQ et A\; si on suppose que A$ est uniformément convexe alors il existe un 
homéomorphisme uniforme U:Sgl —» Sg2; plus précisément, dans le cas où A$ et A\ 
sont uniformément convexes, on peut poser U(a) = T(a)(92), où F est l'application de 
la sphère unité de AQX dans yroo(À) qui associe à chaque a G S(Agl) sa représentation 
minimale T(a). 

PREUVE. Par le théorème de réitération (cf. [2], [6]) et le théorème de M. Cwikel 
et S. Reisner [7] on peut supposer que AQ et A\ sont uniformément convexes car on a 
(isométriquement) Ag = (AQ9A^\ OÙ 9 = f3r] et 77,/? G ]0,1[. D'après la remarque sui­
vant l'énoncé de la proposition 3 on peut considérer que T est à valeurs dans F00(À); 
On définit U:Sgl —• Sg2 par U(à) = T(a)(92); posons T(a) = F et F(92) = b\ mon­
trons que \D\AQ = 1, pour cela soit a* G S(A%) tel que (a,a*) = 1; on sait que le 
dual AQ est égal à (Al,A\)gx. D'après I de la proposition 3 il existe F* G 7gx(%) (où 
Xj = AJJ = 0,1) tel que F*(9X) = a* et H F Ï I ^ = 1. Posons G(z) = (F(z\F*(z)) 
pour tout z G So; en utilisant la suite d'approximation (Kn)n>o et le lemme 4.2.4 de 
[2] on peut approximer F dans J^ (À) par une suite (Fn)„>o dans %(Â) par conséquent 
G(z) = limw_*+00(Fw(z),F*(z)) uniformément sur tout compact de 5o; pour chaque n G N 
l'application z —• (F„(z),F*(zf) est holomorphe donc G est holomorphe. 

Pour tout z G So, \G(z)\ < 1 et G(9\) — 1; par le principe de maximum des fonctions 
holomorphes on a G(z) = 1 pour tout z G SQ en particulier G(92) = 1; cela implique que 
\\F(92)\\Ae2 > 1 mais on sait que ||F(^2)|U2 < 1. On déduit que | | i | | ^ = \\U(a)\\Aei = 1. 

Il est clair que U est bijective, son inverse étant simplement l'application analogue 
V qui associe à chaque b G Sg2 la valeur en 9\ de sa représentation minimale; par la 
proposition 3,111 les applications U et V sont uniformément continues, donc U est un 
homéomorphisme uniforme, d'où le théorème. 

DÉFINITION. Soit E un treillis de Banach; on dit que E estp-convexe (1 < p < +oo) 
s'il existe une constante M > 0 telle que pour tout entier n > 0 et pour tous JCO, . . . , xn G E 
on ait 

Il / A , ln\l/P\\ / A n lln\l/P 
(a) ( E W T \\<Mz\\xi\\p) 
on note par W{X) la plus petite constante M qui vérifie (a), voir [13]. 

On dit que E est ^-concave (1 < q < +oo) s'il existe une constante M > 0 telle que 
pour tout entier n > 0 et pour tous JCO, . . . , xn G E on ait 

(*) (Êiwi^^^HKè^i*)1^" 
v/=o J " v/=o y 

on note par Mq(X) la plus petite constante M qui vérifie (b). 
COROLLAIRE 1. Soit X un treillis de Banach p-convexe et q-concave (\ <p < q < 

+oo,); // existe un espace de HilbertL et un homéomorphisme uniforme U: S(X) —+ S(L). 

PREUVE. Supposons d'abord le treillis ^complexe. D'après la proposition 1 .d.8 de 
[13] on peut renormer le treillis Xde façon que MP(X) = Mq(X) — 1. Par cette opération 
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la sphère unité de X est modifiée, mais il est clair que la nouvelle sphère est uniformément 
homéomorphe à l'ancienne. Par le théorème de G. Pisier (cf. [16]) il existe 9 £ ]0,1[, 
un espace de probabilité (Q,Z,/i) et un treillis de fonctions Y (que l'on peut supposer 
uniformément convexe) tels queZ^/i) Ç 7 C L°°(p) etX = (Y,L)Q oùL = L2(/i); 
comme (Y, Y*)i/2 = L (cf. [4]) alors X = (Y, Y*)e/2 (le théorème de réitération), en 
utilisant le théorème on déduit qu'il existe un homéomorphisme uniforme U: S(X) —> 
S(L). 

Dans le cas où le treillis est réel, on peut commencer par le complexifier de la façon 
usuelle; on remarque ensuite que l'application U construite dans le théorème transforme 
les fonctions réelles en fonctions réelles. En effet, s i / est un élément réel de Sgl et F sa 
représentation minimale, G(z) = F(z) est une autre représentation minimale, donc G = F 

et F(02) est une fonction réelle. 

COROLLAIRE 2 (F. CHAATIT [5]). Soit X un treillis de Banach avec une unité faible; si 
Xne contient pas les ££° uniformément alors il existe un espace de probabilité (Q, ^F, ji) 
et un homéomorphisme uniforme U: S(X) —> S(L1(/J,)\ 

Rappelons très brièvement le principe de la démonstration de Chaatit pour ce corol­
laire: on considère le treillis convexifié^?) pour lequel le corollaire 1 s'applique, et on 
montre ensuite que les sphères de X et X^ sont uniformément homéomorphes par une 
généralisation de l'application de Mazur. 
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