Canad. Math. Bull.Vol. 34 (4), 1991 pp. 485491

SIMILARITE ENTRE CERTAINS QUOTIENTS DE A*
ET DES QUOTIENTS D’ ALGEBRES UNIFORMES

KONIN KOUA

RESUME.  Let A(D) be the usual disc algebra, and let A* be the subalgebra of A(D)
consisting in those f € A(D) which have an absolutely convergent series of Taylor
coefficients. Set m; = {f € A(D) | f(1) = 0}, m = m; N A*, let G be the function

zHexp(fi—'l), I, =Gmyand K = A*N 1.

We show that the quotient algebras m; /I and m/ K are similar in the sense of
J. Esterle.

1. Introduction. Soient A(D) I’algeébre du disque unité usuelle, A* la sous-algébre
de A(D) formée des fonctionsf ayant une série de Taylor absolument convergente. A* est
une algébre de Banach pour la norme ||f||; = ¥, |f(n)|, oit les f(n) sont les coefficients
de Fourier de f € A*. On note respectivement M, (et M) I’idéal fermé de A(D) (de A*)
formé des fonctions nullesen z = 1.

Soit Ay I’ensemble des fonctions f définies et continues sur le demi-plan droit fermé,
analytiques dans le demi-plan droit ouvert et tendant vers zéro a I’infini. Ag est une
algebre de Banach commutative, uniforme et séparable pour la norme ||f|lec =
SupPge >0 [f @], f € Ao, et Ag est isométriquement isomorphe 2 M. Soit I I'idéal fermé
de Ag de la forme I = e ?Ag. On désigne par V 1’algebre de Volterra L1(0, 1) des (classes
de) fonctions a valeurs complexes absolument intégrables sur [0, 1]. Selon le point de vue
choisi, on peut identifier V soit a un sous-espace de L'(R*) en posant f|(j +0o = O pour
toutf € V, soitaL!(R*) /Jou L'(R*) est ’algebre de Banach des (classes de) fonctions
a valeurs complexes, Lebesgue intégrables sur R* et J 1’idéal fermé de L!(R *) formé
des fonctions nulles presque partout sur [0, 1].

Deux algebres de Banach commutatives sont dites similaires s’il existe une algebre de
Banach commutative D qui posséde un idéal principal dense et deux homomorphismes
injectifs continus ¢ de D dans A et ¢ de D dans B tels que p(D) est un idéal de A
dense dans A et ¥ (D) un idéal de B dense dans B. A et B étant similaires, on dira qu’un
homomorphisme continu # de A dans B est un s-homomorphisme si le diagramme:

» Y. B
ol S0 est commutatif ([2], p. 116 et 123).
A
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Soit G la fonction intérieure définie sur D\ { 1} par G(z) = exp(zzi—l[). G ¢ A(D),
mais G est continue sur D\ {1} (et bornée par 1). Posons I, = GM,, alors ; est un
idéal fermé de A(D) strictement contenu dans M;. On pose K = A* N I;. C’est un idéal
de A* contenu dans M.

On montre dans cet article que M / K et M, /I, sont similaires (théoréme 5). On en
déduit alors que M / K et V sont similaires puisque V et Ay / I le sont ([5] théoreme III-8),
que Ao/ I est isométriquement isomorphe a M,/ I; et que la similarité est une relation
transitive ([2] proposition 7-5).

La structure des idéaux fermés de A* reste trés mal connue. Les idéaux [/ tels que
h(l) = {z € D | f(z) = OVf € I} est réduit a un point zo du cercle ont été caractérisés
par Kahane [4]. Ces idéaux sont de la forme JM A* ou J est un idéal fermé de A(D) défini
de maniere analogue a /;. Des modifications évidentes de la démonstration du théoreme 5
(cf. remarque 7) montrent que dans ce cas les algebres quotients M, /I et M ,,/J on
M, et M, ,, sont les analogues de M et M, sont similaires.

Bennett et Gilbert [1] ont montré plus généralement que si A(/) = S est dénombrable
il existe un idéal fermé J de A(D) tel que I = A* M J. L’étude des éventuelles similarités
entre M;/Iet M,/ J (od My, = {f € ADD) | f =O0surS} et M; = A* N M, ) sera
abordée dans un travail ultérieur.

Je remercie J. Esterle pour sa constante disponsibilitéet ses fructueux conseils pendant
la réalisation de ce travail.

2. Un resultat de similarité. Soita'(z) = exp(tzzi—ll), t € R.Pourtoutt > 0, a’ est
une fonction holomorphe et bornée dans D = {z € C | |z| < 1}, continue sur D\ { 1}
et de module 1 en z pour [z| = 1,z # 1.

Soit ¢ I’application qui a tout f € L' (R *) associe ¢ (f) définie par:

$(F)(2) = [*°f(na'(z)dt size D\{1}
0

siz=1
On a la proposition suivante:
PROPOSITION 1. ¢ est un homomorphisme d’algébre de L'(R*) dans M,.

PREUVE. Pourtoutz € D\{1},ona

Re( 11 izz) > 0et ¢(f)(2) = /Omf(z)e’fi—i dt
- /0 " ftye S dr

donc ¢ (f)(z) = L(f )( Lz ), ou L est la transformée de Laplace. Donc I’intégrale a un

1-z

sens pour tout z € D\ { 1} et ¢ (f) est analytique dans D et continue sur D\ {1}.On a
évidemment ¢ (f * g) = ¢ (f) - ¢(g),f,g € L'(R*). Puisque L(f)( l“‘Z) tend vers zéro

i 1—z
quand z — 1, ¢ (f) est continue sur D, et la proposition est démontrée.
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Posons, pour f € M;, Rez > 0, p(f)(z) = f(zz:_ll) Alors p(f) € Ap et p est un
isomorphisme isométrique de M sur A,. L’ isomorphisme réciproque p ! est donné pour

F € Ay par la formule:

F(I'{—Zz) size D\ {1}

0 siz=1

P (F)2) = {

Onaalors¢ =p loLetL=pog.

Pour tout f € LY(R*) tel que [§™¢|f(t)|dt < +00, il est facile de voir que
I’application g définie sur le produit cartésien R} X (D\ { 1} ) par g(t, z) = f(£)a'(z) vérifie
toutes les conditions de dérivation d’une intégrale dépendant d’un parametre. On a donc:

+00 0
o= [ ~Stad
2

= —m /O+Ootg(t,Z)dt

2 +00
=17 /0 1f(Ha'(z) dt.

Par suite | (z—1)2¢ (f)/(z)| <2 Jg t|f(#)] < +00 (x). Ceci montre que ¢ (f) est dérivable
sur D\ { 1} et que (z — 1)’¢ (f) € H™.

Soit maintenant u 1’application t — e~', ¢ > 0. On note u? pour ¥*2. On a le résultat
suivant:

PROPOSITION 2. Soitf € L'(R*). Si [§™ t|f(t)| dt < +00 alors ¢ (u* x f) € M et
@ <nlh < (4 + Z) Il + 27 e r@ldr oo,

1
1+x

llizz)_ I 1—z~

PREUVE. Comme L(u)(x) = pour Rex > 0, on a:

T+l 2
-2

L(u)(

Donc ¢ (u)(z) = 5%, z € D\ { 1}. Par suite

¢ *f)2) = () - $(N)2)
a1- Z)2 Iym +
= 79N, (fEL'RY).
1l s’ensuit que ¢ (4 * £Y(2) = 51 (@) + Y52L ¢ (£)/(2). Donc si J§> 1 f(1)] dt < +oo,
ona ¢ (U2 xf) € H*N C(D\ {1} ). On sait d’aprés un résultat classique que sif € A(D),
f' € H® alors f € A*. Plus précisément, si f(z) = 22 anz" on a pour r < 1 d’apres
Kahane ([3], p. 56)

. R
3 lanl” < laol + [1”_2 [} reenizaf
™

\/gllf lloo

<|fO)| +
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dob |Iflh = Tim—1 T2glaal" < [f(0) + F|lf'llw- Done si f € L'(R*) vérifie
L2 tf(n)| dt < +o0, on a

! :
1662 flloo < ll§ Dot 7 800 2 = D ¢

<o Plloo + % fo “Hf () dr (d apres I'inégalité (x))
1 rt+oo
<llh+5 [ df)ar

On obtient que ¢ (u> xf) € A*N M; = M etona

™ ™ +00
I8 <l < 1662 N+ Zlfll + 52 [ fl dr.

Par suite || ¢ (u? * )| < (% + —\}E) 1A+ NG I3 t|f (1) dt, d’ou 1a proposition.

Soit 8, la surjection canonique de M, sur M, / I;. Comme M C M etK = M N1,
on peut identifier M/ K a 8;(M). Pour f € L'(R*) tel que J§*° #|f(r)| dt < +00, on a
01(¢ (L f)) € M/ K d’apres la proposition 2.

Soit V I’algebre de Volterra munie du produit de convolution

(%)) = [ for—ng(a,

0 < x < 1,f,g € V. On identifie isométriquement V 2 un sous-espace de L'(R*) en
posant f|[1 +00] = O pour toutf € V.Onaalorsf ¥ g—f*xg = 0pp sur [0, 1] pourf,g €
V. Notons r I’application restriction f — f|0,1) de sorte que r est un homomorphisme
surjectif de L'(R *) sur V.

Posons I = e7*Ag. Alors I = p(I;) et il existe un isomorphisme isométrique 5 de
M,/ I sur Ao/ I tel que le diagramme suivant (ol 6 est la surjection canonique de Ag

sur Ao/ I) soit commutatif:
0

M — M/

pl lﬁ

A() —9—> A()/ 1
On a alors § 0 8; o ¢! = §. On déduit de la proposition 2 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. Soient§ = 8, o ¢|y et v = u*|jo1}. Posonsk = } + 237"3. Alors

dor=0,0¢ etd est un homomorphisme continude V dans M,/ 1. De plus§ (v ¥ V) C
M/K et |64 *%Pllag/x < Kllfll1 pour toutf € V.

PREUVE. Soitf € L'(R*). Alors f — r(f) = 0 sur [0, 1], donc L(f — r(f)) € I (voir
par exemple [6] lemme 4-4). Ainsi

d()— (o) =(p o LY)—(p~" o Lon(f)
=p (L~ Lon) ep”' D=1
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Par suite (6,09 )(f) = (8 0 or)(f), (f € L'(R*)). Doncé or = 010¢.Soientf,g € V.

Ona
b(f*g) =@ onN(fxg)=(0100)f *g)
=(0100)(f)- (B10¢)g)
=6()-6(s),
etd est un homomorphisme qui est évidemment continu.
Sif eV,ona

507 f) =6 (r <) = 010 )04 xf)
= 0(o *f)) € M/ K dapres la proposition 2.

Comme [|6(v % fllag/x = |(B108)@**)llag/x < |6 (@ *£)]|1, on ad’apres I'inégalité

)
~ 1 T ™ 1
160 #Nllagzu < (3+ 2 )+ 572 [ Aol ar
1 3
< (Z + ﬁ)”f”l

ce qui montre bien que
160 % Nllag/x < FIfIL

pour tout f € V, d’otl le corollaire.
Soit p = ¢ (u) I’application z — 1—55, z € D. Alors les polyndmes en y sans terme
constant sont denses dans M, et dans M etona [p* M1~ = M et [u* M)~ = M.
Posons D; = 6;(u*)(M;/ I). Alors D est un idéal dense de M, / I; et de méme que
dans ([5] proposition III-4), on voit que D, est une algebre de Banach pour la norme

10:(u*Hw|p, = ”W“M./l.’ w € M,/ I et que 8;(u°)Dy est dense dans (Dy, || - ||p,)-

LEMME4. D C M /K et linjection canonique (D1, || - ||p,) — (M/ K, || - lag/x)
est continue.

PREUVE. Posons (3(z) = ((‘l“:T)f), (Rez > 0), de sorte que § = L(u?) et posons
D = 6(B)(Ao/ D). Alors d’apres ([5] proposition III-4) D est une algeébre de Banach
pour la norme |8 (B)w|lp = |[wllay1» w € Ao/ 1 Soit L = 0 o L|y. D’apres ([5]
proposition I1I-6) il existe un homomorphisme injectif continu ¢: (D, || - ||p) — V tel
que Lo ¢ =Idy.

Ona g(Dy) C D.Donci = § oy o(f|p,) est un homomorphisme bien défini de D,
dans M, / I;. Comme L(v) = 6(B), on a

(Lo@)(0(B%)-w)=0(8%)-w
=0(3)(0(B)-w)

W (Zop)(0)-w))

E(v;¢(e(ﬂ)-w)).

e
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Donc <p(0(ﬂ2) : w) = vicp(() @B)- w) pour tout w € Ao/Icarﬁ est injectif ([5] remar-
que 11-4).
Soitu; € M, /1;.On aﬁ(f)(u“) . ul) = 0(32)p(u;). Donc
i(6y(uhur) = 6 0 ¢ 0 plp) (01 () - ur)
=5 (¢(08%5))
=5(vp(68)5w)).
D’apres le corollaire 3, i(91(u4) . ul) € M/Ket

1i(01(u*) - ur)llagy x < Kl @10 Bl < ke |l 116 (B)awD)| o
<kllel 18Il = kel [l
= kel 16 (u*yullp,-
Ainsi i(D)) C M / K et i est continu. Montrons pour conclure que i = Idp,. Onag o
6io¢ =pobio(p'oL)y=0oL.Doncjod =80oL|y= L Parsuited =5 'oL.

Yo(Loy)og|p, = ' oldpop|p, = Idp,. Ceci acheve
la preuve du Lemme. On a alors le théoréme suivant.

Dodi=6o0poplp =4

THEOREME 5.  Les algébres quotients M | K et M,/ I sont similaires et I’injection
naturelle j: M | K — M,/ I, est un s-homomorphisme.

PREUVE. OnaD; D 6i(p*)(M/K) = 6;(p*M) qui est dense dans M / K puisque
p*M est dense dans M. Donc D; est dense dans M / K. Comme D; posséde un idéal
principal dense et est dense dans M, / I le théoréme résulte immédiatement du lemme 4.

REMARQUE 6. Comme A/ I est isomorphe a M, / I, et comme la similarité est une
relation transitive ([2] proposition 7-5), il résulte du théoréme 5 que les algebres M/ K,
M, / I, et V sont similaires entre elles puisque Ag / I est similaire a V ([5] théoréme III-8).

En fait le double diagramme commutatif suivant (ou i, i; etj sont les injections canon-
iques) fait apparaitre directement les similarités entre M /K, M, /I, et ’algébre de

Volterra V: s j
Vv — M/, «— M/K
s Tia S
D

En effet, comme 5(Dy) = 0(8)D, ona (¢ o j)D1) = ¢(0(B)D) = v £ ¢(D).
Donc (p o g)(D;) est un idéal dense de V puisque ¢ (D) est un idéal de V dense dans
V ([5] preuve du théoreme I1I-8). Le double diagramme fait donc bien apparaitre, grace
a Dy, les trois relations de similarité. Notons également que 6:V — M, / I, est un s-
homomorphisme.

REMARQUE 7. Kahane a montré [4] que si / est un idéal fermé de A* tel que h(I) =
{z0} avec |z9| = 1,alors I = JN A* ou J = G,,, - M, ,, pour un certain r > 0, avec
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M, = {f €AD | f(z0) = 0} et G5, (z) = exp(tz%%). I est clair que la démonstration
du théoreme 5, qui correspond au cas zp = ¢t = 1, s’étend trivialement au cas général.

Si h(I) = {20}, |z0|] < 1, alors il est immédiat que I = {f € A* | f(z0) = --- =
f®(z9) = 0} pour un certain k > 1 et A*/I est évidemment isomorphe a A(D)/ J o
J est I’idéal défini de maniére analogue dans A(D). On a donc toujours similarité entre
M,/ I et M,/ J pour un cetain idéal fermé J de A(D) si h(I) est un singleton {zo} et
M, = A" N M.
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