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UNE GENERALISATION D'UNE FORMULE 
DE MEIXNER-TRICOMI 

FRANCOIS BATOLA 

0. Introduction. Dans [11] (page 32 formule (5)), Tricomi donne la 
formule suivante: 

LJL
l (t>*(a,c;y)dy = ( - l ) w r ( l - a)xc+n~l*(c - a,c;x) 

o x + y 
(n = 0, 1, 2, . . . , — Re c < n < 1 — Re a, |arg x\ < w). 

Dans [8] (page 704, formule 36) Meixner donne une formule analogue. 
La formule (0.1) peut donc être considérée comme la formule de 

Meixner-Tricomi, la formule de Meixner citée étant antérieure, semble-
t-il, à celle de Tricomi. 

L'objet de ce travail est de généraliser le résultat (0.1) qui sera con­
sidéré comme la formule de Meixner-Tricomi. 

Pour cela, on va considérer l'équation différentielle ordinaire suivante: 

(0.2) xy" + {1 + a - fix - 2x2)yf 

+ { (y - 2 - a)x - i[6 + 0(1 + a)]\y = 0. 

Cette équation est connue comme étant l'équation biconfluente de 
l'équation de Heun. Elle est à l'équation de Heun [6] ce que l'équation 
confluente de Kummer [11], [9], [10], [6] est à l'équation hypergéomé-
trique de Gauss [10], [11], [9]. 

Ses propriétés ont été étudiées d'abord dans [7], puis dans [4], [2], 
[3] et en détails dans [1]. 

Rappelons brièvement quelques propriétés de l'équation biconfluente 
de l'équation de Heun dont nous aurons besoin dans ce travail. 

1. Quelques rappels. 

1.1. Equation canonique. Généralement considérée comme l'équation 
canonique de la classe (0, 1, I4), l'équation (0.2) admet dans le voisinage 
de l'origine deux solutions linéairement indépendantes, lorsque a n'est 
pas un entier relatif. 

(1.1) yi(x) = N(a,0,y,à;x) 

y2(x) = x-" N(-a, 0, T, à; x). 

Reçu le 19 novembre, 1980. 
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La fonction N(a, j8, 7, 5; x) est une fonction entière qu'il est commode 
de mettre sous la forme classique: 

(1.2) N(a, 0, y, S; x) = £ ), J_ V T 
w.0 U + <X)x "! 

avec 

(1.3) 4o(a,j8,7,8) = V.Atfafry.ô) = |[ô + 0(1 + a)} 

Ae+1(a,0,y,ô) = (i//3 + i[8 + 0(l + « ) U , ( a , 0, 7, «) 

- „(" + a) (7 - 2 - a - 2{v - l ) ) 4 _ i ( a , 0, 7, J ) , ^ l 

et avec: 

r ( a + i>) )«(« + ! ) . . . ( « + v - l ) , = 1 , 2 , 3 , . . 
<L4> ( a ) ' = r(a) " I l , = 0. 

Lorsque a n'est pas un entier négatif, la fonction N(a, 0, 7, ô; x) 
vérifie les identités suivantes: 

(1.5) N(a, 0,y,ô;x) = iV(a, - i /3 , - 7 , ^ ; -*'x) é^+*2 

#(« , 0, 7, 5; x) = iV(a, - 0 , 7, - « ; - x ) . 

1.2. Comportement asymptotique. La fonction iV(a, /3, 7, ô; x) admet au 
voisinage de l'infini le comportement asymptotique suivant: 

(1.6) N(a, j8, 7, ôî x) ~ #2 (a, 0, 7, ô)^*+*2
 x-1 / 2^+2 + a ) x -» 00 

où i£2(a, 0, 7, 5) représente une constante non élémentaire dépendant 
seulement des paramètres a, 0, 7, 8 et qui est définie par: 

r(i +a) 
(1.7) K2(a, 0, 7, à) = —, S—t "—T 

r ( ^ ) r ( 1 + « _ ± v ) 

avec 

(1.8) J(a, 13, 7, ô) = \ xae~^x~x2N(a, /3, 7, ô; *)^x 
J 0 

abolument convergente pour Re a > 0 et Re (7 — a) > 0. 
La constante J(a, /3, 7, ô) peut être commodément exprimée à l'aide 

de l'intégrale de Faxen [5] souvent notée Ft{a, X;x) mais que nous 
noterons r*(a, X;x) pour rappeler la fonction eulérienne Gamma, et 
qui s'écrit: 

(1.9) T*(a, X;x) = e-^-'f-'dt. 
/ ; 
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Cette fonction vérifie la relation de récurrence à trois termes: 

(1.10) xT*(a, X; x) = \aT*(a, X, x + a) + T*(a, X; x + 1). 

On vérifie aisément que pour X = 0, on a: 

(1.11) xr*(a, 0; x) = F* (a, 0; x + 1) 

qui est la relation vérifiée par la fonction eulérienne Gamma. Ainsi, à 
l'aide de l'intégrale de Faxen (1.9) la constante J(a, 0, y, b) peut s'écrire: 

En introduisant la fonction non élémentaire 

(1.13) />*(«, 0, T, ô;cr, /, X;c;x) = g ( c ) / V ' ; ~ 2 ~ 7 JH 

qui est une généralisation de la fonction hypergéométrique de Gauss 
mais dont l'étude reste encore à faire, on a: 

(1.14) J(a, 0, 7 , ô) = *F*(a, 0, 7, ô; è, j8, 1 + a; 1 + a; 1). 

L'équation (0.2) admet aussi dans le voisinage de l'infini, entre autres, 
deux solutions linéairement indépendantes, notées B+(a, /3, 7, 5; x) et 
H+(a, f$, y, ô;x) dans le demi-plan de droite et deux autres solutions 
linéairement indépendantes notées B~(a, 0, y, à; x) et H~{a, @, 7, ô; x) 
dans le demi-plan de gauche. 

Ces solutions possèdent le comportement asymptotique suivant au 
voisinage de l'infini 

(1.15) 5+(a, 0, 7, <5; x) ~ x
1/2^~2~^ x -> 00 

# + ( « , 0, 7 , 5; X) ~ X~l/2(7+2+a) ^*+*2
 X-+O0 

avec 

~ ^ - + e ^ a r g x ^ 3 - - e 

au voisinage de l'origine 
2 l + ( « - 7 ) / 2 r ^ ) 2 - a 

(1.16) B (a90,y,8;x)~—/ T" 

(a — 7)/2 non entier relatif x —> 0 où la constante 2£2(a, £> 7, b) est celle 
définie en (1.6) et (1.7) 

H+(a, {3,yfô;x) = 0(x-°) x -> 0. 

Nous n'explicitons pas plus ce dernier comportement car nous n'en 
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aurons pas besoin. Une étude détaillée de ces questions figure dans 

[1] et [î]. 
Entre 5 + (a , 0, 7, ô; x) et B~(a, 0, 7, ô; x) on a la relation de passage: 

(1.17) 5"(a, 0, 7, 5; x) = 5+(a, - 0 , 7, ~<5; - x ) Re x < 0. 

1.3. Equation transformée. Par la transformation élémentaire suivante: 

(1.18) y(x) = x-V*+*2w(x) 

l'équation canonique (0.2) se transforme en l'équation suivante: 

(1.19) xu" + u'{l-a + 0x + 2x2\ 

+ u{ (7 + 2 - a)x - J[ô - /3(1 - a)]} = 0 

qui admet la solution suivante: 

(1.20) u(x) = 3C"e-f>x-x*y(a, 0, 7, 5; x) 

où ;>>(«, 0, 7, Ô; X) désigne une solution de l'équation canonique (0.2). 

1.4. Cas particuliers. Dans le cas particulier où 0 = ô = 0 on a: 

(1.21) JY(«, 0 ,7 ,0 ;x ) = <ft(a + ^ ~ ^ , l + f ;x2) 

où <t>(a, c; x) est la fonction confluente de Kummer souvent notée aussi 
iFi(a, c;x). 

L'équation bien connue de Kummer est un cas particulier de l'équation 
(0.2). 

Pour les autres solutions on a les résultats suivants: 

(1.22) £ + ( a , 0 , 7 , 0 ; x ) = l ( a + ^ ~ 7 , l + | ; x 2 ) Re x > 0 

où ^(a, c) x) est la fonction de Tricomi ([11] page 17) 

(1.23) fl*(a, 0, 7, 0; x) = 9 ( t t + ^ ~ 7 , 1 + | ; x2] Re x > 0 

où H (a, c; x) est la fonction que j 'ai introduite dans [1] et qui est liée à 
la fonction %F2(a,c;x) de Meixner [8] comme est liée la fonction 
\l/(a, c; x) de Tricomi [11] à la fonction \F\(ay c; x) de Meixner [8]. 

On a aussi les cas particuliers su vants ([1], [3]) 

(1.24) K%(a, 0 ,7 ,0) 
• M 

r 

(1.25) y (a, 0, 7, 0) = 
2 V ? r («+!+,) 
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2. Une relation intégrale. 

2.1. Quelques relations préliminaires. Considérons les trois intégrales 
suivantes: 

a't ~"2 'î,2 N(f*,0,y,B;t)dt 
a+2n+l -fit-t* 

T+7 

/

'oo M+2n -0t-t2 

-~~1—N(a^,y,5; 
0 5 — Z£ 

t)dt 

*oo ,«+2n e~0t- t 2 

V2(s) = V*(a,0,y,à;s) = I j-r— N(a, 0, T , «; 0 * . 

Ces trois intégrales convergent absolument si 

(2.2) - (1 + Rea ) /2 < n < (1 + Re (7 - a))/2. 

Entre ces trois intégrales on a la relation évidente: 

(2.3) 2iW(s) = 7 I ( J ) - Vt(s). 

Intéressons-nous d'abord à Vi(s). Pour cela considérons l'intégrale 
double: 

/
'oo | o o 

0 «^ 0 

où l'on a posé 

(2.5) u{t) = tae~^-t2N(a, 0, y, 5; /). 

On a: 

/

oo 1 00 1 00 J 00 

0 * ^ 0 *^ 0 v 0 

avec Re 5 > 0. L'application 

(2.7) (/,*) ^ r ^ * 8 ^ / * 1 ! ^ ) ! 

est continue sur [0, 00 [X [0, 00 [e t donc mesurable. 
On peut donc appliquer le théorème de Fubini et on a: 

Res 
(2.8) ] ) \e-(s-mxt2nu (t) \dtdx S ] e-<Re s)xdx f " t%n\u (t) \dt 

J 0 J 0 J 0 J 0 

où M est une constante ne dépendant pas de 5. Donc l'intégrale double 
(2.4) converge absolument si Re s > 0. On a donc: 

(2.9) Vi(s) = J °° * - " ( J °° * t e l /% (*)*)<& avec Re 5 > 0. 
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Posons 

(2.10) S(x) = I eix'u(t)dt x € R 
J 0 

où u(t) est définie en (2.5). Cette intégrale est absolument convergente si 

(2.11) Re a > - 1 et Re (y - a)/2 > 0. 

On peut donc dériver sous le signe somme et on a: 

/ • 
«^ 0 

ixt.2n^/,\i, / 1 \n & 
{In 

elxrnu(t)dt= ( - l ) w - ^ S ( x ) . 

d2n 

D'où 

7i(s) = ( - i r j o
œ ^ T ^ 5 ( x M x . 

En intégrant plusieurs fois par parties on a: 

Viis) = ( - l ) V n I °° S(x)e'8Xdx avec Re s > 0. 
^ o 

Si l'on pose: 

(2.12) T(s) = I °° S(x)ér(ar)<£x; avec Re 5 > 0 
•̂  o 

où S(x) est définie en (2.10) alors on a: 

7X(5) = (-l)ns2nT(s). 

Cette relation nous sera très utile dans la suite de ce travail. 

2.2. Equation différentielle vérifiée par T(s). On va maintenant établir 
l'équation différentielle ordinaire vérifiée par T(s). Pour cela on a besoin 
de connaître celle vérifiée par S(x). 

Pour cela considérons l'intégrale (2.10) qui définit S(x). 
L'équation différentielle ordinaire vérifiée par u(x) est donnée par 

(1.19) que l'on ré-écrit par souci de commodité: 

(1.19) tu" + u'{l - a + /3t + 2t2} 

+ u{ (y + 2 - a)t - è[ô + 0(a - 1)]} = 0. 

Observons tout d'abord que les intégrales de Fourier unilatérales des 
fonctions suivantes: 

u(t) \tu(i)\u'(t)\ tu' (t) ; / V (/) ; tu" (t) 

qui rentrent dans l'expression de l'équation (1.19) convergent absolu­
ment si on a: 

(2.13) R e a > 0 et Re (y - a)/2 > 1 avec x £ R. 
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Ainsi en prenant la transformée de Fourier unilatérale de (1.19) telle 
qu'elle est définie en (2.10) on obtiendra l'équation différentielle ordinaire 
suivante vérifiée par S(x) : 

(2.14) 2ixS" + S'{ix2 - px - (y - 2 - a)i\ 

+ S{(l+a)ix- i[« + 0 ( l + « ) ] } - 0. 

Considérons maintenant l'intégrale (2.12) qui définit T(s) à savoir: 

(2.16) T(s) = I e~sxS{x)dx avec Re s > 0. 
J o 

Cette intégrale converge absolument, ainsi que celles de T* (s) et de 
T"(s). 

On peut donc prendre la transformée de Laplace de l'équation (2.14) 
et on a: 

(2.17) sT" + T'{ - 2 s 2 - i$s + 1 ~ a) 

+ r { - ( 7 + 2 - a)s + i[iè + i0(a - 1)]} = 0. 

C'est une équation de la forme (0.2) qui admet une solution du type 
y (à, j5, y, ô; s) avec 

(2.18) à = -a; (} = ip; y = -y; S = -iô 

de sorte que pour Vi(s) on a l'expression suivante: 

(2.19) 7x(5) = ( - l ) V ^ ( â , ^ , 7 , ô ; 5 ) . 

Pour préciser la nature de la fonction y(â, 0, y, S; s) on va étudier le 
comportement asymptotique de Vi(s). 

2.3. Comportement asymptotique de Vi(s). On a besoin du lemme 
suivant: 

LEMME 1. 

-.—.— dx = - exp I — I . 
o t + x sin 7TÏ̂  \ 2 / 

Preuve. Par la méthode classique des résidus. 

COROLLAIRE 1. 

/ ; 
i _ d * = ^ i - JE_^« ) /2 . 

o 1 — iff s i n 7TJ> 

Preuve. Evidente. 

On a aussi besoin du lemme suivant 
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LEMME 2. 

/

'oo ,2» / A <(T)/4(7 +2-a)2n+d-l/2(7+24-d) 

0 ^ — 

^ - & ~ (- l ) n i^ 2 (a , /3 ,7 ,ô) i -
sin ~ (7 + 2 - a) 

S —-> GO 

awec w(i) = PerV-%*N{a, 0, 7, ô; 0 ^ ^a(a, /3, 7, 5) déjà définie en (1.7) 
rt (1.8). 

Preuve. On écrit l'intégrale sous la forme 

(2.20) f - H ^ ^ - p ^ ^ + f - ^ A . 
J 0 5 — ^ •/ o 5 — ^ J s S — it 

Considérons la 1ère intégrale du second membre. On a: 

(2.21) I - A ^ - T - d * ~ l w . dt 5->oo. 

Posons t = sx; on a: 

/

'oo / . \ i2n /*oo «+2n 

o s — it J o 1 — ix 
avec Ï/(X) = e~0x~x2N(a} j8, 7, ô; x). On a donc: 

/

'00 «+2tt 
~ — T - w(53c)dx - X2(a, /S, 7, ô)r1 / 2 ( 7 + 2 + a ) 

0 1 — ix 

/

'00 2n-1/2 (7+2-0) 
_ Jx 5 _> 00 . 

0 1 — ix 
Et (2.22) devient 

(2.24) T ^ - ^ A ~ K2(a, P, 7, ô)^+«-1/2(^2+a) 

J 0 s • it 

/
'°° x2w_1 

0 ~T 

Et donc en tenant compte du Corollaire 1 on a: 

/2(7+2-a) 
^ I ^ . fa S —> CO . 

0 1 — i x 

2n+a—l/2(7+2+a) 
7T5 

(2.25) fœ^^^-(-i)K2(a,^7,ô)^ f9 w , 9 xi 
•/ 0 s — ^ sin 7r[2n — §{y + 2 — a)\ 

c'est à dire 

v . gf(T)/2[2n-l/2(7+2-a)] ^ __> ^ 

•/ 0 s — it 
(2.26) - ^ * - ( - l)"ÎK2(a, |8, 7, à) 

sin ~ (7 + 2 - a) 

-i(7r)/4(7+2-a) 2n+a-l/2(7+2+a) __^ ^ 
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On peut montrer que la 2ème intégrale du second membre de (2.20) 
est négligeable par rapport à la 1ère intégrale du même membre. 

2.4. Notre résultat principal. Les fonctions B+(a, 0, 7, ô; s) et H+(a, 0, 
y,ô;s) constituent un système fondamental de l'équation canonique 
(0.2) dans le demi-plan de droite. On peut donc écrire la fonction 
y(à, /?, 7, 5; s) de (2.19) sous la forme: 

(2.27) y(â, & 7, t\ s) = nB+ià, j9f, 7, à; s) + r2tf+(â, $, 7, S; s) 

où ri et r2 sont deux constantes. 
On a donc en revenant à (2.19) 

(2.28) 7x(s) = ( - 1 ) V { T I B + ( 5 , ft 7, S; 5) + r2#+(<*, 0, f, *; 5)} 

ce que Ton peut aussi écrire: 

(2.29) Vi(s) = (""l)w52re+«{r1^+(a, # , - 7 , -ià; s) 

+ r2H
+(a1 i/3, —7, — iô; 5)}. 

Le premier membre de (2.29), d'après le Lemme 2, a un comportement 
asymptotique polynomial au voisinage de l'infini, alors que le second 
d'après (1.15) a un comportement exponentiel au voisinage de l'infini. Il 
en résulte r2 = 0. D'où: 

(2.30) Vi(s) = ( - l J V ^ r i B + f o i j S , -y,iè;s). 

En comparant maintenant le comportement asymptotique des deux 
membres de (2.30) au voisinage de l'infini on obtient: 

(2.31) ri = iK*(a, 0, 7, à) ë 
sin - | (7 + 2 - a) 

-i(r)/4(T+2-a) 

et donc 

-i(7r)/4(7-f2-a) 

(2.32) 7i(s) = ( - i r ^ 2 ( a , ^ , 7 , ô ) 
7T 

sin - (7 + 2 - a) 

De la même manière on obtiendra: 

i0O/4(7+2-a) 

(2.32) 72(s) = ( - i r ( - ^ 2 ( a , ^ 7 , 5 ) 
sin ~ (7 + 2 - a) 

Xsln+aB+(a, -ip, -y,iè;s). 
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Il en résulte: 

(2.34) 2iW(s) = 7i(s) - V,(s) = (-l)niK2(a, 0,7, S) 
sin - (y + 2 - a) 

+ eiM,tl7+%-")B+(a, -i(i,-y,i6;s)}. 

On a donc obtenu le résultat important suivant: 

THÉORÈME. Entre la fonction B+(a, 0, 7, <5; x) ^ /a fonction N(a, 0, 7, 
ô; #) on a la relation intégrale suivante: 

*J 0 
(2.35) ^ . " r " ' " ^ - ^ ^ ^ . ^ . ) , » 

•^ 0 S -f- £ 

2»+a 

X ^ { ^ W ' ^ ^ B + C * , *0, - 7 , - Î8; s) 
sin ~ (7 + 2 - a) 

+ ei{T)/Hy+2-a)B+(a, -if3, - 7 , ià; s)} 

valable pour: 

\args\ < TT/2; Re a > 0; Re (7 - a ) /2 > 1 

- ( 1 + R e a ) / 2 < n < (1 + Re (7 - a ) / 2 ) / 2 ; n = 0, 1, 2, . . . 

Ceci est notre résultat principal qui généralise le résultat deTricomi [11] 
qui a été rappelé en (0.1) de notre introduction. Notre méthode peut 
donner aussi le résultat de Meixner [8] (formule 36 page 704). On va 
maintenant étudier le cas particulier de ce résultat. 

3. Cas particulier important. 

COROLLARIE 2. 

(3.1) f ' ^ ' ^ ^ ^ = ( - D ^ d - «K+n_V(C - a,c;z) 

|args| < TT/2; Re c > l ; R e a < 0 ; è — R e c < w < l - R e a 

n entier naturel avec 

4>*(at c;x) = —r-r <j>(a, c\x). 

Preuve. Considérons la relation (2.35) de notre théorème. Prenons 
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= S = 0; on a: 

t2"+°+1e-' V ( « ± | ^ f l + | : ^ 
(3.2) / — i d , = 

7 r ç 2 n + a 

è ( - l ) ^ 2 ( a , 0, 7, 0) -
7T 

sin — (7 + 2 - a) 

X (e-
i(n)/i(y+2-a) _L ^(7r)/4(T+2-a)w|û! + 2 + 7 ] l " 2 

\ 4fc ^ 

|arg$| < TT/2; Rea > 0; Re (7 - a) /2 > 1; 

- (1 + Rea ) /2 < « < (1 + Re (7 - a)/2)/2). 

Ce que l'on écrit aussi: 

t2n+a+1e --^(^4^,1+|;^) 
2 • -g a £ = 

^ + t 

TS2n+a 

(~l)nK2(a, 0 ,7 ,0) 
sin ~ (7 + 2 - a) 

v. fi" , . / a + 2 + 7 a 2\ 
X cos ~ (7 + 2 - a ) ^ , 1 + - ; 5 J 

\args\ < TT/2; Re a > 0; Re (7 - a) /2 > 1; 

- (1 + Rea ) /2 < n < (1 + Re (7 - a) /2) /2 . 

D'où: 

,2W+a+l - / 2 /<*_+_2 — 7 
r 

/a + 2 - 7 ! , a 2\ 

f 0 / + /2 * = 

n \ 2/ 7T 5 

( ~ }
 p / a + 2 - 7 \ 2 T ~ T T T 

r \ 4 / sin - (7 + 2 - a) 

/a + 2 + 7 a 2\ 
x * \ 4 ' 1 + 2 ; V 

|arg s2| < TT; Rea > 0; Re (7 - a) /2 > 1; 

- (1 + Rea ) /2 < n < (1 + Re (7 - a ) /2) /2 . 
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On pose (a + 2 - T ) / 4 = a; 1 + a/2 = c et on a: 

J o / + / 2 l ~ } r ( a ) 2 sin TT(1 - a) 

X ^(c — a, c; s2) 

|arg s2\ < 7r; Re c > 1; Re a < 0; \ — Re c < n < 1 — Re a. 

On pose ensuite s2 = s, /2 = x et on utilise la formule du complément 
pour 7r/sin ira et on a: 

/

' co C+W— 1 —X , / \ 

X e <P{(l,C-X)dx = (^^njr^r^ _ ay+n-l 

o s + x 
X ^(c — a, c; z) 

|args| < TT; Rec > 1; R e a < 0; | - Rec < w < 1 - Rea . 

Ensuite en posant 
4>*(a, c; x) = ~ r r 0(a, c; x) 

on obtient le résultat cherché. 

On a ainsi retrouvé le résultat de Tricomi ([11] page 32, formule 5). Le 
résultat de Meixner ([8] page 704, formule 36) analogue au résultat de 
Tricomi s'obtient de la même manière. 
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