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UNE GENERALISATION D’UNE FORMULE
DE MEIXNER-TRICOMI

FRANCOIS BATOLA

0. Introduction. Dans [11] (page 32 formule (5)), Tricomi donne la
formule suivante:

0.1) fwf_yym_l 6*(a, ¢;9)dy = (—1Y'T(1 — @)™ "Y(c — a, ¢; x)
. o x +y , 7y y b ,

(n=20/1,2,...,— Rec <72 <1—Rea,largx| < ).

Dans [8] (page 704, formule 36) Meixner donne une formule analogue.

La formule (0.1) peut donc étre considérée comme la formule de
Meixner-Tricomi, la formule de Meixner citée étant antérieure, semble-
t-il, a celle de Tricomi.

L’objet de ce travail est de généraliser le résultat (0.1) qui sera con-
sidéré comme la formule de Meixner-Tricomi.

Pour cela, on va considérer I'équation différentielle ordinaire suivante:

0.2)  xy" 4+ {1 +a — Bx — 2x2}y’
+{(r —2—a)x — 36+ 801 +a)lly = 0.

Cette équation est connue comme étant 1'équation biconfluente de
I'équation de Heun. Elle est a 'équation de Heun [6] ce que 1'équation
confluente de Kummer [11], [9], [10], [6] est & I’équation hypergéomé-
trique de Gauss [10], [11], [9].

Ses propriétés ont été étudiées d’abord dans [7], puis dans [4], [2],
[3] et en détails dans [1].

Rappelons briévement quelques propriétés de I'équation biconfluente
de I'équation de Heun dont nous aurons besoin dans ce travail.

1. Quelques rappels.

1.1. Equation canonique. Généralement considérée comme 1'équation
canonique de la classe (0, 1, 1,), 'équation (0.2) admet dans le voisinage
de l'origine deux solutions linéairement indépendantes, lorsque o n’est
pas un entier relatif.

(1'1) yl(x) = N<a1 B, "/,5;3(3)
y2(x) = x> N(—e, B, v, 8; x).

Regu le 19 novembre, 1980.
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La fonction N(a, 8, v, 6; x) est une fonction entiére qu'il est commode
de mettre sous la forme classique:

< A.p ) ) 76 !
(12) N g7, 5iw) = 3 A L

avec

(1.3) Ao, B,7,6) =1; 41(e, B,v,6) = 3[6 + B(1 + a)]
A, B,7,8) = W8+ 36 + B0 4+ )] 4.(er, B, v, 6)
—vr+a)(y —2—a—20v —1))4,_1(a,8,7v,06), v = 1

et avec:

14) (), = I‘(?(;Sﬁ:{';(a‘f‘l%u(a-l-v—1) ::(1),2,3

Lorsque « n'est pas un entier négatif, la fonction N(e, 8, v, §; x)
vérifie les identités suivantes:

(1'5) N(av 67 Y 6;x) = N(a, —lﬂ, -, 1,6; —zx) eﬂz‘f'z"?
N(ay ﬁy’Y,5§x) = N(av —Br Y, —6r —.’)C)

1.2. Comportement asymptotique. La fonction N(a, 8, v, §; x) admet au
voisinage de I'infini le comportement asymptotique suivant:

(16) N(C!, By Y, 6; x) ~ K2(a7 69 Y, 6)CBI+Z2 x‘””"“*‘” X — O

ou K.(a, B, v,0) représente une constante non élémentaire dépendant
seulement des paramétres «, 8, v, § et qui est définie par:

I'(l + a)
R

4 1

a+y 3a — vy Y —«
x (= 8250 54 5(15))

&

(1‘7) KZ(ay By Y, 6) = (
r

avec

(1.8) J(a,6,7,5)=f e N(a, B, v, 8; x)dx
0

abolument convergente pour Rea > 0 et Re (y — a) > 0.

La constante J(a, B8, v, 6) peut étre commodément exprimée a l'aide
de l'intégrale de Faxen [5] souvent notée F,(a, \;x) mais que nous
noterons I'*(a, \; x) pour rappeler la fonction eulérienne Gamma, et
qui s’écrit:

(1.9)  T*(a, A\; %) =f e
0
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Cette fonction vérifie la relation de récurrence a trois termes:
(1.10) xT*(@, \;x) = Mal*(o, A, x + a) + T*(a, \;x + 1).
On vérifie aisément que pour A = 0, on a:

(1.11) xT*(e, 0;x) = T™(a, 0;x + 1)

qui est la relation vérifiée par la fonction eulérienne Gamma. Ainsi, a
I'aide de I'intégrale de Faxen (1.9) la constante J (e, 8, v, §) peut s’écrire:

13 Aile, 8,7, 8) (1 ,a+k+1_)
22 (Lt okl T2 BT :

En introduisant la fonction non élémentaire

© k
(1.13)  F*(a, B, 7, 8;0,t,\;¢;%x) = ZM P*(a, t; At k) ﬁ,
k=0 (©)x 2 k!

qui est une généralisation de la fonction hypergéométrique de Gauss
mais dont I’étude reste encore a faire, on a:

(1.14) J(o,B,7v,6) = 3F*(, 8,7, 6; 3,8, 1 + ;1 + a; 1).

L’équation (0.2) admet aussi dans le voisinage de I'infini, entre autres,
deux solutions linéairement indépendantes, notées Bt(e, 8, v, 8; x) et
H*(a, B, v, 0;x) dans le demi-plan de droite et deux autres solutions
linéairement indépendantes notées B—(a, 8, v, d;x) et H (a, B, v, 8; x)
dans le demi-plan de gauche.

Ces solutions possédent le comportement asymptotique suivant au
voisinage de l'infini

(1.15) B"‘(a, B, v, 8;x) ~ x/20—2=0  x 00
HH(a, B, v, 8; x) ~ x~1/20#k24a) gbr+z® 5 o0

(1.12) J(e, B, 7,8) =

avec

™
—;)—+e§argx§3 — €

I

au voisinage de l'origine

(11()) B (ay 8, ’Y,(S,.’Xf) ~ _—
I‘(l +a . ’Y)

P4

><K2(“;7,6,—3"‘;7,6+3(——“’§°‘))x‘“

(e — v)/2 non entier relatif x — 0 ol la constante K,(«, 8, v, 8) est celle
définie en (1.6) et (1.7)

H*(a, 8,7,8;x) = O(x™) x—0.

Nous n’explicitons pas plus ce dernier comportement car nous n’en
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aurons pas besoin. Une étude détaillée de ces questions figure dans
(1] et [3].

Entre Bt(a, 8, v, 8; x) et B—(, 8, v, 8;x) on a la relation de passage:
1.17) B~(e, B,7v,0;x) = B*(a, —B,7v, —0; —x) Rex < 0.

1.3. Equation transformée. Par la transformation élémentaire suivante:
(1.18) y(x) = x—=ef*t*"y(x)
I'équation canonique (0.2) se transforme en l'équation suivante:
(1.19) xu' + u'{1 — a + Bx + 2x%}

+ul(y +2—a)x — 36 - BA —a)]} =

qui admet la solution suivante:
(1.20) u(x) = x*eP""y(a, B, v, 8; x)
ot y(e, B, v, 8; x) désigne une solution de "équation canonique (0.2).

1.4. Cas particuliers. Dans le cas particulier od 8 = 6 = 0 on a:

(121) NG 0,7, 000 = o(2 T2 112 )

ol ¢(a, c; x) est la fonction confluente de Kummer souvent notée aussi
1Fi(a, ¢; x).

L’équation bien connue de Kummer est un cas particulier de I’équation
0.2).

Pour les autres solutions on a les résultats suivants:

(1.22) B*(a, 0,7, 0;x) = \//(9‘—+—i—‘—7,1+§;x2) Rex > 0

ou ¥ (a, ¢; x) est la fonction de Tricomi ([11] page 17)

(1.23) 117““(a,0,7,o;x)=e(‘i‘—“i%——7 1+2,x) Rex > 0

ou H(a, ¢; x) est la fonction que j’ai introduite dans [1] et qui est liée a
la fonction 3Fs(a,c;x) de Meixner [8] comme est liée la fonction
¥(a, ¢; x) de Tricomi [11] 4 la fonction 1Fi(a, c; x) de Meixner [8].

On a aussi les cas particuliers su vants ([1], [3])

ey

(1.24) Ks(e,0,7,0) = ( at2— .,)

o959

«+2+ﬁ

(1.25) J(a,0,v,0) = 7;

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-027-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1982-027-9

UNE FORMULE DE MEIXNER-TRICOMI 415

2. Une relation intégrale.

2.1. Quelques relations préliminaires. Considérons les trois intégrales
suivantes:

2n+1 —B1—12
wta+n+eﬁt

2.1) W) = Wi, 8,7, 9;5) =f N(e, B, v, 8; t)dt

0 sS4t
o ta+2ne-ﬁ t—12
V1(s) = Vile, 8,7, 8; 5) =f ﬁ"N(a, B, v, 8; t)dt
. —

2n —Bi1—12
mfjneﬁtt
0 S+’lt

Ces trois intégrales convergent absolument si

V2(S) = V2(a7 61 Y, 81 S) =

N(a, 8,7, 8; t)dt.

(2.2) —(1+Rea)/2<n<(1+Re(y—a))/2
Entre ces trois intégrales on a la relation évidente:

Intéressons-nous d’abord & Vi(s). Pour cela considérons l'intégrale
double:

(2.4) f f e~ I0RN (1) dtdx
0 0

ol I'on a posé
(2.5) u(t) = tet="N(a, B, 7, 8; t).
On

a.
(2.6) f i} f " ey () b < f f T e ®e I (4 | i
0 0 0 0

avec Re s > 0. L'application
(2.7)  (t, x) > em®eO7 (1)

est continue sur [0, 00 [X [0, © [ et donc mesurable.
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini et on a:

(2.8) f f le——(s—it)xt%u(t)ldtdx éf e—(Re s)zdxf t2n[u (t) idl < __.'Zu_
0o Jo 0 0 Res

ol M est une constante ne dépendant pas de s. Donc 'intégrale double
(2.4) converge absolument si Re s > 0. On a donc:

[eo]

2.9) Vi(s) =f e"”( f e”’tz"u(t)dt)dx avec Res > 0.
0 0
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Posons

(2.10) S(x) = f: e“'u(t)dt x € R

ol u(t) est définie en (2.5). Cette intégrale est absolument convergente si
(2.11) Rea > —letRe(y —a)/2 > 0.

On peut donc dériver sous le signe somme et on a:
fm T ()dt = (—1)" a S(x)
. a2 .
D’ou

n ® —ST d2"
e = 1| e L swas

En intégrant plusieurs fois par parties on a:

Vi(s) = (——1)”s2nf S(x)e “dx avecRes > 0.
0

Si 'on pose:

(2.12) T(s) =f Sx)e *Pdx avecRes > 0
0

ol S(x) est définie en (2.10) alors on a:
Vi(s) = (—=1)"s2T'(s).
Cette relation nous sera trés utile dans la suite de ce travail.

2.2. Equation différentielle vérifiée par T'(s). On va maintenant établir
I'équation différentielle ordinaire vérifiée par 7' (s). Pour cela on a besoin
de connaitre celle vérifiée par S(x).

Pour cela considérons l'intégrale (2.10) qui définit S(x).

L’équation différentielle ordinaire vérifiée par u(x) est donnée par
(1.19) que l'on ré-écrit par souci de commodité:

(1.19) tw” + w'{1 — o + Bt + 2%}
+ul(vy +2 —a)t — 36+ B — 1]} =0.

Observons tout d’abord que les intégrales de Fourier unilatérales des
fonctions suivantes:

w(t); tu(t); w (t); t (8); 20’ (8); tw'” (2)

qui rentrent dans I'expression de I’équation (1.19) convergent absolu-
ment si on a:

(213) Rea>0 etRe(y —a)/2>1 avec x € R.
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Ainsi en prenant la transformée de Fourier unilatérale de (1.19) telle
qu'elle est définie en (2.10) on obtiendra I'équation différentielle ordinaire
suivante vérifiée par S(x):

(2.14) 2ixS" + S'fix? — Bx — (v — 2 — a)il
+ S{(1 +a)ix — 3[6 + B(1 + )]} = 0.

Considérons maintenant l'intégrale (2.12) qui définit 7°(s) & savoir:

(2.16) T(s) =fw e **S(x)dx avec Res > 0.
0

Cette intégrale converge absolument, ainsi que celles de 77(s) et de
T (s).

On peut donc prendre la transformée de Laplace de I'équation (2.14)
et on a:

(2.17) T + T'{—2s* — iBs + 1 — a
+ T{—=(y+ 2 —a)s + 3[t6 + i — 1)]} = 0.

C’est une équation de la forme (0.2) qui admet une solution du type
y(a, B, ¥, 8; s) avec

(218) a= —a;B=18;7 = —v;6 = —16
de sorte que pour Vi(s) on a l'expression suivante:
(2.19) Vi(s) = (=1)"s™y(q, B, ¥, §; s).

Pour préciser la nature de la fonction y(&, 8, ¥, §; s) on va étudier le
comportement asymptotique de V(s).

2.3. Comportement asymptotique de Vi(s). On a besoin du lemme
suivant:

LEMME 1.

fm—xy-dx—— T ex (L’"Z)
0 1+ x - sin v p 2 )"

Preuve. Par la méthode classique des résidus.

COROLLAIRE 1.

© v
f Yo = —f e
o 1 —ax sin v

Preuve. Evidente.

On a aussi besoin du lemme suivant:

https://doi.org/10.4153/CJM-1982-027-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1982-027-9

418 FRANCOIS BATOLA

LEMME 2.
w 2 —i(®) [4(r+2—a) I+ d—1/2(v+2+)
f E2O) gy~ (=17 K 8,7, 8)i T
0 sin7—r2— vy+2—a)
§— 0
avec u(t) = t¢*f~>N(a, B8, 7v,08;t) et Kaola,B,7,0) déja définie en (1.7)
et (1.8).

Preuve. On écrit I'intégrale sous la forme

(2.20) fo “(t)tu fo ’S‘(t_)t” +f “(‘)’2"dt

Considérons la 1ére intégrale du second membre. On a:

s 2n o) 2n
(2.21) fl@l.—dmf “O 3y s oo
0 S — 1 0

s — it

Posons ¢t = sx; on a:

wu(t)tm _ a+2nfm xa+2n
(2.22) fo p— dt = s L 1o ixv(sx)dx

avec v(x) = e #***N(a, 8, v, 6;x). On a donc:

© a+2n
(2.23) f lx —v(sx)dx ~ Kale, B, 7, 8)s 1)
o 1 —

oy 2n=1/20+2-a)
X ——dx s-— 0.
0 1 —x

Et (2.22) devient

. * u(t)tQ_" Onta—1/2(v+2+a)
(2.24) fo p— dt ~ Ks(e, B, 7, 6)s

L)
X ——————dx $§— 0.
0 1 —x
Et donc en tenant compte du Corollaire 1 on a:
52n+a—1 12(v+2+a)

sin 7[2n — 3 (v + 2 — )]

(225) f:o '1:—(_4‘:‘“'”1: dl ~ (_i)K2(ar 51 Y, 5)

X ei(ﬂ) /2[2n—1/2(v+2—a)]

S$—> 0
c'est a dire
© 2n
(2.26) f wOL 3y~ (1)K, B, v, ) u
0o S — 1l .
sin 5 Y+2—a)
X e—i(r)/4(7+2—a)s2n+a—l/2(7+2+a) §—00.
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On peut montrer que la 2éme intégrale du second membre de (2.20)
est négligeable par rapport a la lére intégrale du méme membre.

2.4. Notre résultat principal. Les fonctions Bt(a, 8, v, 8; 5) et Ht(a, 8,
v, 8;s) constituent un systéme fondamental de I'équation canonique
(0.2) dans le demi-plan de droite. On peut donc écrire la fonction
y(a, B, 7, 8; s) de (2.19) sous la forme:

(2.27) y(& B, 7, 8;s) = 1Bt (& B, 7, 8; s) + 1.H (& B, 7, 8; 5)

ol 7; et 74 sont deux constantes.
On a donc en revenant a (2.19)

(228) VI(S) = (__1)”527;{7.1B+(&‘ 57 ')71 8) S) + 72H+(&v Ey ')79 51 S)}
ce que l'on peut aussi écrire:
(2.29) Vi(s) = (—=1)rs?e{r Bt (a, 18, —7, —18; s)
+ T2H+(av 161 e -161 S)}

Le premier membre de (2.29), d’aprés le Lemme 2, a un comportement
asymptotique polynémial au voisinage de l'infini, alors que le second
d’aprés (1.15) a un comportement exponentiel au voisinage de U'infini. Il
en résulte 7, = 0. D’out:

(2.30) Vi(s) = (—1)*ster; B+ (e, 18, —7, 18, 5).

En comparant maintenant le comportement asymptotique des deux
membres de (2.30) au voisinage de I'infini on obtient:

(2.31) 71 = iKs(a, B, 7, 9) T i 142
sing (v +2 — a)
et donc

re i(m) /4(r+2—a)

sin—;-r('y—I—Z——a)

(2.32) Vi(s) = (—=1)"iKs(a, 8,7, 9)

2 . .
X s Bt(a, 18, —vy, —18; 5).
De la méme maniére on obtiendra:

i(m) [4(v+2—a)

(2.32) Va(s) = (—1)"(—1)Ka(a, B, 7, 8) ’:f
sin 5 Y+2—a)

X S2n+aB+(a1 —iﬂ’ g ’La; S)-
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Il en résulte:

(2.34) 2iW(s) = Va(s) = Vals) = (=1)"iKs(e 8,7,8) —— T
sin 5 (y+2—a)

X 82n+vt{e—i(ﬂr)/4(7+2~—a)B+(a’ 1[3’ —, -’L5, S)
+ "W IOTORY (4, —iB, — v, 18; 5)} .
On a donc obtenu le résultat important suivant:

TutorEME. Entre la fonction Bt(a, 8, v, 8;x) et la fonction N(a, 8, v,
8;x) on a la relation intégrale suivante:

w jat2nt+l —Bi1—12 .
s [T N bl gy 1yKye 8,1,0)

s2+t2

7rs2n+a

X — {7 P OB (0, 48, —, —18; 5)
sin 3 ry+2—a

+ ei(”)/4(7+2_")B+(a, —1’67 - 16! S)}
valable pour:
largs| < 7/2; Rea > 0; Re (y —a)/2 > 1
—(1+Rea)/2<n<(1+Re(y—a)/2)/2;n=0,1,2,...

Ceci est notre résultat principal qui généralise le résultat de Tricomi [11]
qui a été rappelé en (0.1) de notre introduction. Notre méthode peut
donner aussi le résultat de Meixner {8] (formule 36 page 704). On va
maintenant étudier le cas particulier de ce résultat.

3. Cas particulier important.

COROLLARIE 2.

o ctn—1 —r % .
(3.1) f X ez i ia, ¢ %) dx = (=1)'TA — a)z™" Y(c — a,c;2)
0

largz| < 7/2; Rec > 1;Rea < 0;1 — Rec<n<1— Rea
n entier naturel avec

L

¢(a, c; x).

Preuve. Considérons la relation (2.35) de notre théoréme. Prenons
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B =6 =0;0na:

t2n+a+le—l2¢(c_¥__-_‘__i_.—_’y s 1 _|_ g ; tz)
(3.2) e -
0 s+t

dt =

2n+a

1(—1)"Ks (e, 0, v, 0) l
sin‘lE v+2—-0a

X (i@ Ao ei(r)/4(‘y+2—a))¢(a + i + v 1+ % ;52)

larg s| < 7/2; Rea > 0; Re (v — a)/2 > 1;
— (1+Rea)/2<n< 1+ Re(y —a)/2)/2).

Ce que l'on écrit aussi:

/ t2n+a+le—l2¢(g__’__i_:l s 1 + %‘ ) t2)

0 52+t2 dt=

2n+a

(—-l)nK2(a7 01 Y O) =
sin;—r r+2—a)

2
Xcos§(7+2—a)¢(‘iJ—“—4ﬂ, 1 +§;s2)
larg s| < 7/2; Rea > 0; Re (y — a)/2 > 1;

— (1 4+ Rea)/2<n< (14 Re(y —a)/2)/2.

® ontatl -2, (@ + 2 — v @ 2)
/ ¢ e ¢(—-“‘—4 ,1+2,t
0

sS4 =
a
( l)n F(l + 5) z s2n+a
r(“———+ 2;1) Zsin T (v +2—a)

a+ 2+ v c_x.z)
Xxlf(—-——4 135
larg s} < 7; Rea > 0; Re (y — a)/2 > 1;

— (14 Rea)/2 <n< (14 Re(y—a)/2)/2.
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Onpose (@+2 —%)/4=a;1 4+ a/2 =cetona:

foo t2n+2c—1e—12¢(a’ ¢ t2)
0 52 -+ t2

P(C) T s2n+2c——2
T'(a) 2 sin (1 — a)

X ¥(c —a,c;s)
larg sl < 7; Rec¢ > 1;Rea < 0;3 — Rec <n <1— Rea.

dt = (—1)

On pose ensuite s? = gz, {2 = x et on utilise la formule du complément
p ) p
pour /sin wa et on a:

oox0+n—le—z¢(a C'x) B
1 y &y — (—1)"L _ c+n—1
3 fo i dx = (—1)AT ()1 — a)z
X ‘P(C - a,C;Z)
largz| < 7;Rec¢ > 1;Rea <0;3 — Rec<n<1— Rea.

Ensuite en posant

1
I'(c)

on obtient le résultat cherché.

¢*(a,c;x) = o(a,c;x)

On a ainsi retrouvé le résultat de Tricomi ([11] page 32, formule 5). Le
résultat de Meixner ([8] page 704, formule 36) analogue au résultat de
Tricomi s'obtient de la méme maniére.
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