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Abstract. We give a generic estimation of trigonometric sums defined over closed sub-schemes
with semi-stable reduction of the standard affine scheme mogltl: > 2). We use Greenberg
realisation to reduce to trigopnometric sums defined over smooths sub-schemes of a finite product of
Witt vectors over the finite field gp elements. Using the cohomological interpretation of this sums
over a finite field, the sum is directly related to the Fourier—Deligne transformation of the dual pairs
of Witt vectors. We deduce the estimation from the properties of the Fourier—Deligne transformation
on simple perverse sheaves and pure sheaves.
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Introduction

A chaque schéma affing, de type fini, purement de dimension relative> 0
sur 'anneau des vecteurs de Witf, (k) ou k est un corps fini de caractéritique
petf = (f...,[f) des fonctions suk qui définissent une immersion fermé
sur I'espace afflne&w w St Vnit Wyk) — Q,Z un caractere additif fidele sur
W, (k) ol £ est un nombre premier quelconque différentdesi k¥ O k est une
extension finie dé et v, ;- le caractére d&, (k") induit pary, , pour toutr-uple
(ay, ...,a.) € (W,(k'))", on peut former la somme trigonométrique:

S@y,...,a) =Y Yaw Zaf](X) ,

xeX (W, (k")

ou(aj,...,a,) € (W,(k'))".

Dans cet article, on donne une estimation génériqgue de ses sommes trigono-
métriques dans le cas o esta réduction semi-stablsur W, (k) pourn > 2 (cf.
Théoréme 2.2): il existe un polyndme non mdly1.0, - - - Yin—1s«-«» Yr0s - - -

Yrn—-1) € k[Y1.05---s Yin-1,--+>Vr0, ---» Yrn—1l (nr variables) et un entieg
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dépendant que d& et def tels que:|S(a;, ..., al)| < xq™"/? pour toute valeur
absolue archimédienri¢ deQ,, des quday, ..., a,) € (W, (k'))" satisfait

Flajg,---,a1, 15540550, 1) #0
(al{ = (a:,LO’ AR ] ag]_’n_l) € W‘t (k/)’ C]/ = Cardk/))

Pour cela, on utilise la réalisation de Greenberg pour se ramener a des sommes
trigonométriques définies sur dessous-schémalissesd’un produit fini (W, ;)"

de schémas en groupes unipotents des vecteurs de Witt sur le corasGndice

a l'interprétation cohomologique des sommes trigonométriques sur un corps fini,
la somme est directement reliée a la transformation de Fourier—Deligne pour la
paire duale unipotente admissilglév, )", (W, )", A*(L,)) ([6] 1.5.4.2). On dé-

duit I'estimation, des propriétées de la transformation de Fourier-Deligne sur les
groupes unipotents [6].

0. Notations-rappels

Dans tout ce qui suit, on fixe un nombre premigrun corps parfaik de carac-
téristique p et une cldture algébrique de k. Si ¢ est une puissance de on
désignera pafF, 'unique sous corps & éléments dé&. De plus on fixe un nombre
premier¢ différent dep et une clture algébriqu®, du corpsQ, des nombres
¢-adiques.

On fixe aussi un caractére fideles:Q,/Z, < @Q,. On noteray,:
p L7 — @Z le caractére additif fidéle restriction dea p™"Z/Z — Q,/Z, =
lim p™Z/Z.
T

Si X est un schéma de type fini siar nous dironsQ,-faisceaux sutX pour
Q,-faisceaux constructibles. Nous noteraR(X, Q,) la catégorie dérivée des
faisceaux¢-adiques ([2] (1.1.2) et (1.1.3) i est fini ou algébriguement clos,

[3] (6.3) sik est parfait). La catégorie abélienne artinienne et noethérienne des
Q,-faisceaux pervers sW¥ sera notée Perx( Q,).

Pourn € N*, on noteW, ; le schéma affine en anneaux des vecteurs de Witt de
longueurn surk.

Pourr € N*, on considére la paire duale admissitl®/,, )", (W, x)", A*(L,))
[6](1.5.4.2) our*(L,) est la bi-extension universelle d&, ;)" x (W, )" par
Q,/Z, donnee par.L, est le torseur de Lang s, ; et est lek-morphisme:

Wai)” X kW) = Wk, (60, 5)) = D % - i

i=1

On rappele que la transformation de Fourier-Deligne [6](2.2.2) o, )",
(W)™, A*(L,)) est le foncteur:

Fow,or i DE((W, 0", Qp) — D2((W,.0)", Qp),
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Fow,or 1(K) = Rpi(pr*K @ A" (L) ¥)[nr],

ou pr: (W )" X1 (W, )" — (W )" €tpr's (W, )" xx (W, 1) — (W, 1)" sontles
projections canoniques gt(L, )y est leQ,-faisceau lisse de rang 1 stW,, )" x
(W, )" obtenu en tordant 1, /Z,-torseurr*(L,,) par le caractére .

On a le résultat suivant:

THEOREME 0.1 ([5], [6]). (1)Le foncteurFy, .1 induit une équivalence de
categories abeliennes de PeiW, 1)", Q,) sur Perv((W, )", Q,), et transforme
lesQ,-faisceaux pervers simples s(W, ;)" enQ,-faisceaux pervers simples sur
(Wn,k)

(2) SiK est un objet deD’(W,,1)", Q,) pur de poidsn, alors Fw, o 1(K) est
un objet deD?((W,,..)", Q,) pur de poidsn + nr.

Preuve.(1) C’est le Corollaire (3.2.2) de [6].

(2) Méme preuve que le Théoréme (2.2.1) de [5] car le morphisme d'oubli
des supports Ripr*K @ A*(L,)y)[nr] — Rpr(pr*K & A*(L,)y)[nr] est un
isomorphisme ([6] Theoreme 3.2.0) et le fonctey, .- commute a la dualité
de Verdier ([6] Corollaire 3.2.1). O

1. Réalisation de Greenberd[1, 4])

1.1. SoientX; un k-schéma et un entier strictement positif. Le préfaiscedlu—
W, (Ox(U)) est un faisceau d'anneaux, qu’on notéva(@«). L'espace annelé
(X, W,(O«)) sera aussi notd&,, X.

On ar'(X, W,(0x)) = Mor-sch(X, W, ) avec la structure d’algébre induite
par celle deW, ;. Pour tout pointt € X, on a un isomorphisme canonique d’an-
neaux locauxW,(Ox), — W,(Ox.) car le foncteurW, commute aux limites
inductives filtrantes.

Si A est unek-algébre, W,SpecA) s'identifie canoniquement au schéma
SpecW,(A)). On voit alors quéV, X est unW,, (k)-schéma.

DEFINITION 1.2. SoitX un W, (k)-schéma.

Considérons le foncteur GiX) suivant:

Gr,(X): (k-schémas — (ensembles
Z +— Homwn(k)(WnZ, X)=XW,2).

On appelle réalisation de GreenbergXeun k-schémaX qui représente le fonc-
teur G (X), X (W,Z) = X(Z) pour toutk-schémaz.

Une réalisation de Greenberg desur k est donc urk-schémaX, muni d'un
W, (k)-morphismeiy: W, X — X vérifiant la propriété universelle suivante:
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Pour toutk-schémay et tout W, (k)-morphismeg: W, 4 — X, il existe un
uniquek-morphismeg: Y — X tel que I'on ait le diagramme commutatif:

Wa(®)

En d'autre terme, I'applicatiory — ix o W,(g) définit une bijection entre
X(Y) et X (W, Y). En particulier les points rationnels &ea valeur dans I'anneau
W, (k) sont réalisés comme des points rationnels a valeur dans le kodos
k-schémax;.

Remarque et Exemple3. (1) Par définition la réalisation de GreenbergXde
est unigue a unique isomorphisme pres si elle existe .

(2) Six = Ay b alorsX = (W, ;)" et le morphismeiy est donné sur les
anneaux de fonctions régulieres par:

W,([T1, ..., T,1 — MOrg-sen((Wy )", Wi i)

I — m
our; est lai-eéme projection déW, ;)" surW, .

THEOREME 1.4 ([4] [1]).

(i) SoitX un W, (k)-schéma localement de type fini.

Alors X admet une réalisation de GreenbeXggui est unk-schéma localement
de type fini.

(i) La réalisation de Greenberg transforme les immersions ouvertes (resp. fer-
mées) entreéW, (k)-schémas localement de type fini en immersions ouvertes
(resp. fermées).

(iii) Elle respecte les produits fibrés.

(iv) SoientX etY deux W, (k)-schémas de types fini gt X — Y un W, (k)-
morphisme lisse (resp. étale). Alorsdlenorphismef: X — Y est lisse (resp.
étale).

Preuve.La propriété (iii) se voit directement sur le foncteur,Gf). Montrons
la propriété (ii).

Sii:Y — X est une immersion fermée définie par un idéat Oy et si X
admet une réalisation de Greenbéd§, Ax), on définit un idéall de © de la ma-
niere suivante: sf' est une section locale deon poser’ (f) = (fo, ..., fu—1) €
W,(Ox) ou fo, ..., f,_1 sont des sections locales dg; et 4 est I'idéal de®y
engendré par legy, ..., f,—1 quand f parcourt les sections locales dieAlors,

comp4225.tex; 8/04/1999; 9:54; p.4

https://doi.org/10.1023/A:1000877727301 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000877727301

MAJORATION DE SOMMES TRIGONONETRIQUES MODULOp" 315

sii:Y — X I'immersion fermée défini paf C O«, il est clair query (W, Y) C
Y C X etque(Y, Lx|W,Y) est une réalisation de Greenbergitie

Si j:U — X est une immersion ouverta,;l(U) C W,X est un ouvert et
commeX et W, X ont méme espace sous-jacem;,l(U) définit une immersion
ouvertej: U — X. Alors, il est clair que(U, Ax|W,U) est une réalisation de
Greenberg dé/.

Maintenant, pour montrer la propriété (i), on se raméne aisément au cas affine
(compte-tenu de (ii)).

Si X = Spec(W,(k)[T,...,T,]) on a vu en 1.3 (2) que sa réalisation de
Greenberg est donné pa = Speck[Ty,, ..., T1, 4.-., Ty, ..., T, ,] €t par
Me(T) = (Tiy, ..., Ti, ) € W,(H(X, Ox)). SiY C X est un sous-schéma

fermé défini par des équations composafite= --- = f; = 0 (f1,..., fs €
W, (k)[Ty, ..., T], il résulte de (ii) que sa réalisation de Greenberg existe et est
donnée par le sous-schéma ferfpec X defini par les équationg;, = --- =
Jro="=foo=""= [y =0,000naposey(f;) = (fip:---. fj,.1) €

W, (HO(X, Ox)(j =1,...,5), et parky = Ax|W,Y.

(iv) On utilise le critére des prolongements infinitésimaux. Soienn anneau
artinien, I un idéal de carré nul> = 0, et Spe¢A) — Y un morphisme de
schémas.

Pour montrer que l&-morphismef: X — Y est lisse (resp. étale) on doit
montrer que I'application naturelle Mp{SpecA), (X)— Mory (Spec€A/I), (X)
est surjective (resp. bijective). Or on a un carré commutatif évident

Mory (SpecA), X) Mory (Spec¢A/I), X)

J J

Mory (SpecW, (A)), X) — Mory (SpecW, (A/D)), X)

et W, (A) est un anneau artinien &t,(A/I) = W,(A)/I'oul’ =" W, (I)” est un
idéal de carré nul. D’ou la conclusion. O

Remarquel.5. SiX est unW, (k)-schéma en groupes localement de type fini, il
en est de méme pow et la bijection de 1.2. est un isomorphisme de groupes.

DEFINITION 1.6. SoitX un W, (k)-schémas localement de type fini.

Soitx un point deX. On dit queX est a réduction semi-stable ers'il existe un
k-schémal’, des entiers ets avec 1< s < r et desk-morphismes étales

U

X SpecW, (K)[Ty, ..., T,1/(Ty - To-- - Ty — p)

tel quex € a(U).
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On dit queX est a réduction semi-stable s'il I'est erpour tout pointx de X.

THEOREME 1.7 Supposons > 2. Alors, pour toutW, (k)-schémax localement
de type fini a réduction semi-stabl¥, est unk-schéma lisse.

Preuve D'apres 1.4 (iv), il suffit de montrer que, pour tout entigl < s < r),
la réalisation de Greenberg de SpEQk)[T1, ..., T,1/(T1-T> - - - Ty — p) est lisse.

Laréalisation de Greenberg de= Sped, (k)[T1, ..., T,1/(T1-To--- Ty — p)
est obtenue comme suit: Pour toukOi < n — 1, on définit les polynébmeg; =
Pi(Ty,....Tj,...T,,) L < j < 5,0 <k <iparlarelation(Ty, ..., Ty, ,) -
(Togs -, T2, 1) -+ (Tyy, ..., Ty, ) = (Po, P, ..., P,—1) (produit de vecteurs de
Witt). OnapPy = Ty, ..., Ty,.

Or I'équation de vecteurs de WitPg, Py, ..., P,_1) = (0,1, ...,0) est équi-
valente aPp =P, — 1= P, =--- = P,_, = 0. Donc la réalisation de Greenberg
de X est donné par:

X = SpECk[T]_O, N Tln—l’ oo T

ros +*

O] Tr,,_j_]/(POa Pl - l’ PZ’ DRI R‘t—l)‘

Pour montrer quéc est lisse, nous allons utiliser le critere Jacobien, pour cela nous
ordonnons les variables comme suit:

Tlo, Tlla--~aT1,,_1; "';T'SO’ 7"31,---77} --;TroaTr17~--7Tr,,_1~

n—1°°

Nous allons montrer par récurrence sgue pour chaque= 1, ..., n—1le poly-
nOmePi_ secrit P, = 25T (Tyy - - Tj-15-Tjt1p - - - T,,)” + termes independants
des variabledy,, 7o, ..., T;,.

Pours = 1, c’est trivial.

Supposons que le résultat est vrai pour 1.

Considérons le produit(Ty,, ..., Th, ).(Toy, ..., T2, ) ... (Tyy, ..., Ty, ;)
= (P, ..., P,_1). Ce dernier peut s'écriréRo, ..., R,—1).(Tyy, .... I5, ;) =
(Po, ..., P,_1) ou les polynbmesR; (0 < i < n — 1) vérifient la propriété ci-
dessus par hypothése de récurrence. En utilisant les composantes fadtdiass
polynémesP, pour 0< k < i sont alors donnés par la relatio; (Rg, ..., R;).
®(Tyy. ..., T,) = Di(Po, ..., P), d'ol

[(Ro)” + p(R)? "+ -+ P RANT) + p(T,)? "+ -+ piTy]
=[(Po)" + p(P)? " +---+ p'Pi].

En tenant compte du fait que lé% et R, (k < i — 1) ne dépendent pas des
variablesT,, T,,, ..., T,, et que le polyndbmeR; vérifie 'hypothese de récurrence,
en divisant parp’ et ensuite en réduisant modutg on voit que le polyndme;
satisfait la propriété demandée.

De cette propriété de;, on déduit:

(Thy...Tjy... Ty)? pourl< j<setk=i

OP;/0T;, =

NN

pourl< j<retk>i+1,
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ou le chapeau signifie que la variable est omise.
De ces considérations, on en déduit que la matrice jacobienne

(0P; /0T ;) (0<i<n—1,1<j<r1<k<n—1)

est de rang maximaid si et seulement si au plus une des varialfigsTy,, . . ., Ty,
est nulle. Or, sk > 2 et si parmi les variablesTy, Ty, . .., Ty, deux au moins
sont_nulles, on a; = 0 ca,rP1\: Ejlejl(Tlo ... Tj, ... Tyy)?, ce qui contredit la
relation P, = 1. D'ou le théoréme. O

2. Sommes trigonométriques

On suppose quk est un corps fini & éléments.

2.1. SoitX un schéma affine, de type fir, réduction semi-stablpurement de
dimension relativen > 0 sur SpetW, (k))(n > 2),etsoitf = (f1,..., fr): X —
Ay, des fonctions suk qui définissent une immersion fermé vers I'espace affine
A -
Soity, x: W, (k) — Q, le caractére additif suW, (k) induit pary, définie par

W () \ .
W, (k) ——— W,(F,) = p™"Z/Z LN Qt outr:k — F, estla trace dé. Pour

chaquer-uple(ay, ..., a,) € (W,(k))", on peut former la somme trigonométrique:

r

S(Lll, ceasAp) = Z lzyn,k Zajfj(x)

xeX (Wu(k)) Jj=1

Plus généralement, &f D k est une extension finie &t le caractére dév, (k")
induit pary,, pour toutr-uple (ay, ..., a.) € (W,(k"))", on peut former la somme
trigonométrique:

Sy, ...,a) = Z (/WY Za}fj(-x)
1

XEX (Wa(k')) Jj=
On a alors le résultat suivant:

THEOREME 2.2.Pour tout W, (k)-morphisme f: X — A}, ., comme ci-
dessus, il existe un polyndme non #ly1.0, - - -, Yin—1s -« s Yr.0s -« - s Yrn—1) €

k[Y1.05 -+ s Yin—1s -+ Yr0s---» Yrn—1l (nr variableg et un entier x dépen-
dant que deX et de f tels que:|S(ay, ..., a)| < xq"™/2, pour toute valeur
absolue archimédienn¢| de Q,, dés que(ay, ...,a.) € (W,(k"))" satisfait
F(a/l’o, e a/l’nfl, e a;)o, e a;)nfl) # 0 (a] = (a/l’o, e a’l)nfl) e W,k

etqg’ = cardk’)).
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2.3. Pour montrer ce théoréme, on va utiliser la méme méthode que celle.de
Pour cela, on va se ramener a une situation ou tout est défink.sur

Soit X la réalisation de Greenberg dg d’aprés 1.4 (i) et 1.7X est un schéma
de type fini,lisse (n > 2), purement de dimension relativen > 0 surk. Soit
f=f.... f):% — (W,,)" lesfonctions suf déduite de celles dg, d’aprés
1.4 (i) f est une immersion fermé.

D’apres 1.2, la somme trigonométriq¥éa, ..., a.) sur X peut s’interpréeter
comme une somme trigonométrique SGr

r

S(as,...,a) =Y VYuw | D d;fix

xeX (k') j=1

Considéronsk = f.Q,[mn] € obD”((W,,)", Q,). C’est unQ,-faisceau pervers
et pur de poidsnn. SoitL = Fy, . (K) le transformé de Fourier-Deligne de
associée a la paire duale canoniqu&,, )", (W,.x)", A*(L,)).

D’aprés ce qui précéde et la formule des traces de Grothendieck, on a:

tr(ay,...,a)=D""S@,, ..., a),
out, estlatrace d@,-faisceau pervers.
Comme dans [5], on déduit le Théoreme 2.2 d’un énoncé cohomologique.

THEOREME 2.4.1l existe un ouvert dens& de (W, )" tel que le complexe
Fw, o (K)w soit concentré en degrénr et # " (F, . ,(K))y Soit unQ,-
faisceau lisse pur de poidsn. '

Preuve.D’aprés (0.1),Fw, ,,(K) est unQ,-faisceau pervers et pur de poids
mn + nr. On déduit alors le résultat en prenant pa@drl'ouvert de lissité de
Fw, o, (K). m

Preuve du Théorem22. Il suffit de prendre pouF un polynéme non nul qui
s’annule suW, ;)" — U.

Poura’ = (ay, ..., a.) € (W, (k")) satisfaisantF(a/lo, e a/lH, e,
a, ) #0etdona’ € U(k") ona:

W v (@ - @) = T(FrOB", (Fow, 1, (K))a)

= (=D tr(Frob", (X" (Fiw, .y, (K))a')
d’ou

2
|tf¢(wn,k>’,su<> @, ... anl < xqg"™"
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ou x = dimg, (X" (Fw,,r (K)o est indépendant de/’ e U car
H " (Fw,,r, (K)) est unQ,-faisceau lisse suy. O
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