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INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE LOGARITHMES EN
CARACTERISTIQUE P

LAURENT DENIS

Let k be the rational function field over the field with q elements with characteristic
p. Since the work of Carlitz we know in this situation the function £ analog of the
Riemann zeta function and the function Log^ analog of the usual logarithm. We will
show two main results. Firstly, if f denotes the fundamental period of Carlitz module,
we prove that £, ((1) , . . . , C(p — 2) are algebraically independent over k. Secondly if
oi , . . . ,an are rational elements (of degree less than q/(q — 1) to ensure convergence
of the logarithm) such that Log^ a,\,..., Log^ an are linearly independent over A: then
they are algebraically independent over k. The point is to find suitable functions
taking these values and for which Mahler's method can be used.

1. RESULTATS ET SITUATION

Soit A — Fq[T] l'anneau des polynomes a coefficients dans le corps a q elements Fq

dont on note p la caracteristique et A; = Fq{T) son corps des fractions. L'oppose du degre
munit k d'une valuation v = - deg, on notera kx = F 7 ( ( l /T)) le complete de k pour
cette valuation. La valuation v se prolonge de maniere unique a la cloture algebrique fcoo
de k et a son complete C qui reste un corps algebriquement clos. On notera |x| = qde^x)
la valeur absolue d'un element x de C avec la convention deg(O) = —oo. On designe
aussi par A; le corps des elements de C qui sont algebriques sur k et on les appellera plus
simplement nombres algebriques.

DEFINITION 1.1: Le module de Carlitz est la donnee du groupe additif Ga et de
l'homomorphisme F,-lineaire et injectif d'anneaux $ : A —¥ End(G0) defini par:

4>{T) = TF° + F,

ou F est le Frobenius relatif a q.

II existe alors une unique fonction exponentielle e^ caracterisee par les proprietes:

(1) e,(0) = 0, d/dz{e*(z)) = 1;

(2) pour tout zeC : e^Tz) = <£(T) (e^(z)) = Te^z) + e0(z)«.

Received 27th June, 2006

Copyright Clearance Centre, Inc. Serial-fee code: 0004-9727/06 $A2.00+0.00.

461

https://doi.org/10.1017/S0004972700040508 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700040508


462 L. Denis [2]

Rappelons (voir [3]) que cette exponentielle est F,-lineaire, qu'il existe un element TT
de feoo tel que kere^ = A(T — T*)1^*"1^ et qu'elle admet une bijection reciproque dans
le disque deg(z) < q/{q - 1) note Log^.

DEFINITION 1.2: Pour tout entier naturel h > 0, on pose: [h] = Tqh - T et
[0] = 1 et on definit par recurrence les suites Dh et L/, par Do = 1 = Lo et pour h ^ 1,
Dh = \h\[ph-Cf et Lh = [h]Lh-i.

L'equation fonctionnelle de l'exponentielle conduit alors a (voir [3]):

e+(z) =

pour tout z dans C et Log^z) = ^2 {{-\)hz^)ILh pour tout z de degre < q/(q — 1).

Rappelons enfin que la fonction zeta de Carlitz, analogue de la fonction zeta usuelle
est definie pour tout s entier naturel > 0 par: £(s) = J2 Va* (ou ^ + designe l'ensemble

des elements unitaires de A) et qu'elle verifie pour 1 ̂  s < p,

((-i)h'/(Lhy)

(voir [3]).
Les derniers resultats connus sur la transcendance des valeurs de la fonction zeta sont

obtenus en 1997 par Yu (voir [13]). II demontre que les seules relations de dependance
lineaire sur k entre les IT" (0 ^ s < oo) et les £(s) (1 ^ s ^ oo) proviennent des
relations C(s)/(7r)s S k pour s multiple de p — 1. Notons aussi qu'en 1994 de Mathan
(voir [10]) a prouve que certains polynomes (de degres petits) a p - 1 variables evalues
en (C(l), • • -1 C(P ~ 2), 1/T) etaient transcendants. Nous allons prouver ici le theoreme
suivant:

THEOREME 1 . 3 . Les p — 1 nombres C(s) (1 ^ s < p — 1) sont algebriquemeat
independants sur k.

REMARQUES. (a) Le Theoreme 1 revient a dire que -n et les £(s) (1 < s < p - 2) sont
algebriquement independants sur k.

(b) La limitation aux valeurs £(s) pour (1 ^ s ^ p - 1) est legitime puisque
= C(l)p- Cependant le fait que la formule

c(s) = £ {(-i)h*)/{(Lhy)

ne s'etende pas aux valeurs de s > p ne nous a pas permis d'obtenir le degre de tran-
scendance du corps faisant intervenir ces valeurs (remarquons qu'une extension de cette
formule au cas s > p, a ete etablie par Damamme et Hellegouarch (formule (48) de [9])
mais qu'elle comporte des termes en Dh ce qui nous semble interdire l'usage de notre
methode).
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Pour ce qui est des valeurs du logarithme en des points algebriques, on connait
l'analogue du theoreme de Baker qui affirme l'independance lineaire sur A; de 1 et de
logarithmes de nombres algebriques lineairement independants sur k (voir [4, 5, 14] ou
[13] pour des preuves differentes).

Nous allons etablir l'enonce suivant:

THEOREME 1 . 4 . Soit e un entier naturel non nul et a\, •.., an des elements de

Fq{Tlle) qu'on suppose tous de degre < q/(q — 1).

Si Log^(ai) , . . . , Log0(an) sont lineairement independants sur k alors Us sont

algebriquement independants sur k.

REMARQUE. II s'agit done d'une version un peu plus generate que le "cas rationnel" de
la conjecture d'independance algebrique des logarithmes pour le module de Carlitz.

Contrairement aux resultats precedemment cites sur ces questions qui utilisaient
la theorie de la transcendance sur les t-modules, la methode consiste ici a trouver des
fonctions prenant les valeurs qui nous interessent en des points algebriques et verifiant
des equations fonctionnelles de type Malher. Nous avions deja utilise cette idee dans le
cas beaucoup plus particulier de IT et de ses derivees dans [6, 7].

Dans le paragraphe suivant, nous introduisons quelques fonctions satisfaisant des
equations fonctionnelles et etablissons des conditions d'independance algebrique de ces
fonctions. Enfin, dans la troisieme partie, nous en deduisons les Theoremes 1.3 et 1.4
ainsi que quelques autres enonces d'independance algebrique.

2. INDEPENDANCE DE FONCTIONS

Commenc.ons par introduire les fonctions qui vont nous servir et a etablir les
premieres proprietes qu'elles verifient.

Soit a(z) un element non nul de F , ( ( l / z ) ) , dont on note degz(a) son degre en la
variable z, a un element de k non nul et g le polynome defini par g(z) = zeq - T ou e est
un entier fixe. On considere alors pour tout entier naturel s > 0, l'expression formelle
(ou on utilise la convention qu'un produit vide vaut 1):

L E M M E 2 . 1 .

(a) Si degz(a) < seq/{q - 1), l'expression f(a,a,s)(z) deGnit une fonction
entiere dans le domaine de C delimite par la condition deg(z)

(b) Sous les conditions precedentes, les coefficients du developpement en \/z

de f(a, a, s) appartiennent a k(a) et on a l'equation fonctionnelle:
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f(a, a, s)(z«) = (g(z)'/a) [f(a, a, s){z) - a(z)}.

PREUVE: (a) et (b) pour z dans C de degre > \/{qe), le degre du terme general
de la somme est egal a /ideg(a) + qh degz(a) deg(z) - s e(q + • • • + qh) deg(z) qui tend
bien vers — oo quand h tend vers +00. On peut ensuite utiliser le developpement de a(z)
dans Fg((l/z)) (qui converge puisque deg(z) > 0) pour s'apercevoir que pour chaque
entier m, seuls un nombre fini de termes generaux de la somme apportent un coefficient
en l/zm. Enfin l'equation fonctionnelle provient du fait que a(zq) = [a(z)]? puisque les
coefiicients de a(z) sont dans Fq. D

LEMME 2 . 2 . Si a(z) est une fonction algebrique sur C(z) aiors
h(z) := f(a,a,s)(z) est une fonction transcendante sur C(z).

PREUVE: Comme a(z) est dans Fq{[\/zj), pour ientier naturel, T1^"' n'est pas
un pole de a(z). Pour tout tel i, la somme ht(z) des i premiers termes de l'expression
de h(z) (qui appartient a C(z)) n'a pas non plus de pole en Tlleq'. Comme le produit
g(z)... g{zq') est dans le denominateur de tous les termes suivants, h(z) — hi(z) a un pole
en Tlleqi sauf si c'est la fonction nulle. Done h(z) qui par la discussion precedente se
prolonge en une fonction meromorphe dans deg(z) > 0, a une infinite de poles et est done
une fonction transcendante sur C(z), pourvu que pour une infinite d'entiers h(z) — ht(z)
soit non nulle. Or h(z) — hi(z) n'est pas nulle pour i assez grand puisque le degre du
terme general est strictement decroissant pour deg(z) assez grand (voir le calcul explicite
du Lemme 2.1). Q

Passons maintenant aux proprietes d'independance de certaines de ces fonctions.
Dans la suite de ce texte, nous devrons nous restreindre au cas ou a(z) est une fraction
rationnelle non nulle appartenant a Fq(z). Nous utiliserons le lemme suivant:

LEMME 2 . 3 . Soit L(X) un polynome a coefficients dans C ayant pour seule
rac'me dans C un element a qui n'est pas dans Fq (la cloture algebrique de Fq). Si f
appartient a C{X) et veriSe: f(X")L(X) = f{X) alors f est nulle.

PREUVE: Si z est un pole de / alors pour tout entier n, zq" est un pole de / done
z appartient a Fq. Done a est un zero de / et de proche en proche pour tout n, a1/'"
egalement. Done / est nulle. Q

Donnons un enonce d'independance ou l'important est que le "s" de f(a, a, s) varie:

LEMME 2 . 4 . Etant donne oti(z),...,ap_1(z), p - 1 elements non nuls de Fq(z)
veriBant degz(ai) < ieq/(q - 1) (1 ̂  i ^ p - 1), at,..., ap_i, p - 1 elements non nuls de
k, les fonctions hi(z) := f(ai,ai,i)(z) sont algebriquement independantes sur C(z).

PREUVE: On montre l'enonce par recurrence sur 1'entier j ^ p — 1. La propriete est
vraie pour j = 1 par le Lemme 2.2. D'apres l'hypothese de recurrence si /i1(z),..., hj(z)
sont algebriquement dependantes sur C(z) il existe un polynome irreductible P €
C[X0,Xx,...,Xj\ — C[X0] engendrant l'ideal des relations de dependances des fonctions
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sur C tel que pour tout z dans le domaine de convergence on ait:

P(z,hl(z),...,hj(z))=0,

et done aussi:

() [ ]{)[( ]) = 0.

Quitte a multiplier cette relation par une puissance convenable d'un denominateur com-
mun aux cti(z), on voit qu'il existe R € C(X0)[X\,..., Xj] tel que:

) [Xx - ai(X0)],..., (g(Xoy/aj) [Xj - aj

= R{X0, Xi,..., Xj)P(Xo, Xx,..., Xj).

La comparaison des termes en Xi (1 ̂  i ^ j) prouve qu'en fait it € C(X0).
Considerons l'anneau E = \J C[XQ ] et son corps des fractions U = \J C(X^P ).

Prenons Q un polynome de E[X\,.. .,Xj] de degre total minimal et non nul tel qu'il
existe R{X0) dans U verifiant:

Q((Xo)q, (g(X0/ai)) [Xx - Ol(X0)],..., {g(Xoy/aj) [Xj - aj(X0)])

= R(Xo)Q{Xo,X1,...,XJ).

Comme la derivee de Q par rapport a Xi (1 ̂  i < j) est de degre total strictement
inferieur a celui de Q et verifie aussi la relation precedente, il s'ensuit que:

Q(X0,Xl,...,Xj)= f

ou i = (ii , . . . , ij) et les Cj, d-, sont dans E.
L'hypothese de minimalite sur le degre de Q implique qu'au moins un des Cj n'est

pas nul, appelons le Cj0. L'identification des termes en Xio dans l'equation fonctionnelle
donne cio((Xo)

q)(g(Xo)io/aio) = R(X0)d0{X0). Pareillement si d\ est un coefficient d'un
terme de degre maximal de Q avec i = ( i t ) . . . , ij) on a:

rfi((^o)9)(5W('1+2i2+-+^V&) = R(xo)di(xo),

ou b est un element de C.

D'ou on obtient l'existence d'un b' dans C tel que:

Comme i<j < P, l'exposant de g(X0) dans cette egalite est non nul. Or d\/ci0 est dans
C(X) oil X = (X0)1/pm pour m assez grand, d'apres le Lemme 2.3 e'est la fonction nulle.

https://doi.org/10.1017/S0004972700040508 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700040508


466 L. Denis [6]

Done un coefficient dominant d'un terme de degre maximal de Q est de la forme ctl, si
il ^ j 0 on a encore une contradiction, Q n'existe pas. D

Maintenant un enonce d'independance ou on se preoccupe de la dependance en a de
f(a.a, s):

LEMME 2 . 5 Soit s un entier naturel non nul. Etant donne oti(z),... ,an(z), n
elements non nuls de Fq(z) verifiant deg2(aj) < seq/(q — 1) (1 ^ i ^ n), oi , . . . ,an ,
n elements non nuls de k, si les fonctions hi(z) := f(ai,oti,s)(z) sont algebriquement
dependantes sur C(z), alors une combinaison lineaire a coefBcients dans C de ces fonctions
est une fraction rationnelle de C(z).

PREUVE: Le debut de la preuve est similaire a celle du lemme precedent. On
montre l'enonce par recurrence sur l'entier j ^ n. La propriete est vraie pour j = 1 par
le Lemme 2.2. D'apres l'hypothese de recurrence si h\{z),..., hj(z) sont algebriquement
dependantes sur C{z) il existe un polynome irreductible P € C[Xo, X\,..., Xj] — C[X0]
engendrant l'ideal des relations de dependances des fonctions sur C tel que pour tout z
dans le domaine de convergence on ait:

P(z,h1(z),...,hj(z))=0,

et done aussi:

", (g(zY/ai) [hx(z) - Ol(z)],..., (gizY/aj) [h,(z) - Oj{z)]) = 0.

Comme au lemme precedent, on voit qu'il existe R 6 C(X0) tel que:

P((XO)«, (giXoY/a,) [Xi - ai(X0)],..., (giXoY/aj) [X, - aj(X0)])

= R(X0)P(X0,Xu...,Xj).

Avec les notations U et E du lemme precedent, prenons Q un polynome de E[XX,..., Xj]
de degre total minimal et non nul tel qu'il existe R{X0) dans U verifiant:

Q((XoY, ( S W M ) [*i - <*i(Xo)],. • •, (g(x0Y/aj) [x, - aj(x0)})

= R(X0)Q(X0,X1,...,Xj).

II s'ensuit par derivation que:

Q(X0, * ! , . . . , Xj) =

ou i = (ii,. • •, ij) et les Cj, d\ sont dans E.
L'hypothese de minimalite sur le degre de Q implique qu'au moins un des Cj n'est

pas nul, appelons le Ci0. L'identification des termes en Xio dans l'equation fonctionnelle
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donne Cjo((Xo)') (g{X0)
s/aio) = R(X0)d0(Xo). Pareillement si d; est un coefficient d'un

terme de degre maximal de Q avec i = ( i j , . . . , ij) on a:

4((*o)«)($(*o)pi{ l '1+ ia+-"+i ' ) /&) = R(X0)di(X0),

ou b est un element de C.

D'oii on obtient l'existence d'un b' dans C tel que:

d'oii Ton tire encore d-, = 0. Done ici Q(Xo, X\,..., Xj) = JZ Cĵ Y + Co-

Soit Cj, un coefficient d'un terme lineaire de Q, si i\ ^ io, on obtient:

et done (ci1/ci0)((Xo)?)aio/ai1 = (ci,/ci0)(Xo) d'ou il suit que Cijcio est un element de
C, ce qui implique le resultat attendu. D

3. INDEPENDANCE DES NOMBRES

Dans ce paragraphe, on va utiliser l'analogue du theoreme d'independance algebrique
de Becker [1] sur la methode de Mahler qu'on a etabli dans [7]. Plus specialement
rappelons l'enonce du Theoreme 2 de [7] (ou de [8]) dans le cas T(z) = zq et avec le
changement de variable de z en 1/z.

THEOREM 3 . 1 . (Voir [7] ou [8].) Soit fu...,fm des fonctions de C dans C ayant
un developpement de Taylor convergeant dans un domaine \z\ > r ^ 1 et a coeffi-
cients dans une extension finie ki de k. Supposons que ces fonctions sont algebriquement
independantes sur C(z) et qu'il existe des fractions rationnelles aj(z) et 6,(2) (1 ^ i ^ m)
dans ki (z) telles que:

fi(z) = Oi(z)fi(J) + bi(z) (1 < i < m).

Alors pour tout 7 algebrique non nul tel que |7| > r, tel pour tout entier n, 7*" n'est zero
d'aucun a,i(z) et pole d'aucun bi(z), les nombres. fi(y), •.. ,/m(7) sont algebriquement
independants sur k.

P R E U V E DU T H E O R E M E 1.3: Avec les notations du paragraphe 2, on choisit g(z)

= zq-T et pour 1 < s ^ p- 1, on considere f,(z) = / ( ( - I ) 5 , 1 , s)(z). D'apres le Lemme
2.4, ces fontions sont algebriquement independantes sur C(z).

La relation £(*) = £ ( ( - l ) / l s ) / ( ( ^ ) s ) (voir [3]) montre qu'on a ft[T)

= C(s)- Les conditions du theoreme precedent sont verifiees et on a done prouve le
Theoreme 1.3. D
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PREUVE DU THEOREME 1.4: Ici on laisse g(z) = zqe -T. Si a est un element
de Fq(T

l/e), on notera a{z) l'element de Fq{z) obtenu en remplac,ant formellement T1/e

par z dans l'expression de a. Notons que si le degre dans C de a est < q/(q — 1), le
degre en z de a(z) est < eq/{q — 1). Done si a\,...,an sont des elements de Fq{Tlle)
de degre < q/{q - 1), on peut considerer /<(z) = f(-l,ai(z), l)(z) (1 ^ i ^ n). D'apres
l'expression du logarithme donnee au paragraphe 1, on a alors }i{Txle) = Log^(ai). Si on
montre l'independance algebrique des fonctions fi(z) (1 < i ^ n), on concluera encore a
l'aide du theoreme ci-dessus a l'independance algebrique des logarithmes.

D'apres le Lemme 2.5 si ces fonctions sont dependantes, une combinaison lineaire
non triviale a coefficients dans C de ces fonctions est dans C(z). Or ces fonctions ont
un developpement de Taylor a coefficients rationnels done s'il existe une combinaison
lineaire a coefficients dans C qui soit dans C(z), il en existe une a coefficients dans A
appartenant a k(z). En effet, par specialisation il y en a une algebrique, on eleve a la
puissance pf (/ suffisamment grand) pour la rendre separable, comme il y a un element
de trace non nulle dans chaque extension separable, le fait de prendre la trace amene a
une combinaison dans A non triviale entre les puissances pf des fonctions. Choisissant /
minimal, puis le degre en T de la relation egalement minimal, on deduit par derivation
par rapport a T que / = 0.

Notons cette combinaison non triviale a coefficients dans A:
hfi(z) + • • • + bnfn(z) = b(z). Comme toutes les series sont convergentes en T^e, il
s'ensuit la relation &i Log^(ai) + . . . + 6nLog^(an) = b(Tl/e). Prenant l'exponentielle
des deux termes on a que e^{b{Tlle)) est algebrique done 6 est nulle (theoreme de Wade
[12]) et d'apres l'hypothese d'independance lineaire des logarithmes, tous les bt sont nuls,
ce qui acheve la preuve du Theoreme 1.4 (notons qu'en fait la preuve donne aussi une
nouvelle demonstration du theoreme de Baker dans le cas rationnel). D

La methode ne semble pas s'appliquer aux elements a de FT{Tlle) quand Fr est une
extension finie stricte de Fq. Neanmoins on a aussi le resultat suivant:

THEOREM 3 . 3 . Soit e un Element de Fg - {0,1} et fj. une solution de l'equation
Xq~l = 1/e aiors Log^(l) et Log (̂/x) sont algebriquement independants sur k.

PREUVE: Par hypothese fi n'est pas dans Fq et pour tout entier h, n^~l = e~h. On
considere alors les deux fonctions fi(z) — /(—1,1, l)(z) et /2(z) = / ( -1 / e , 1, l)(z) avec
g(z) = zq — T. D'apres le Lemme 2.5, si ces fonctions sont algebriquement dependantes
sur C(z), il existe une relation 6i/i(z) + 62/2(2) = b(z) ou 61,62 sont dans k et b(z) est
dans k(z) d'ou Ton tire bx Log^(l) + 62 Log^(/x)//i = b(T).

D'apres le theoreme de Baker, il suffit alors de prouver que Log^(l) et Log^(/x) sont
lineairement independants sur k. Si c et d sont dans Fq[T] — {0} et verifient cLog^(l)
= dLog^(/x) alors en prenant l'image par l'exponentielle on obtient <p(c)(l) = <t>(d)((j.) ce
qui est absurde car le terme de droite n'est pas dans Fq[T\. D

Enfin notons qu'on peut aussi comparer n et les logarithmes d'elements de A;:
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THEOREM 3 . 4 . Soit a est un element de Fq(T) non nul et de degre < q/(q - 1).
Alors 7T et Log^(a) sont algebriquement independants sur k dans chacun des cas suivants

et settlement dans ces cas:

(a) p>2;

(b) q = 2 et a n'est pas un polynome de degre ^ 1;

(c) q > p = 2 et a n'appartient pas a Fq.

P R E U V E : On prend g(z) = zq — T et comme dans la preuve du Theoreme 1.4,
h(z) = f(-l,a{z),l)(z) puis /2(z) = / ( I , \,p - l)(z). Si p est different de 2, alors le
Lemme 2.4 donne l'independance algebrique des deux fonctions et la specialisation en
z = T fournit le resultat puisque C(p - l ) / ^ " 1 est rationnel.

Si p = 2, et a de degre < 2, il s'agit en fait de prouver l'independance algebrique
de Log^a) et Log^(l). D'apres le Theoreme 1.4, il s'agit de prouver leur independance
lineaire sur Fq[T}. Si c et d sont dans Fq[T] — {0} et verifient cLog^(l) = dLog^(a),
on a alors $(c)( l) = <3>(d)(a). Comme le terme de droite de cette derniere egalite est
dans Fq[T] et que <j>(d)(X) est de coefficient dominant dans Fq, il suit que a appartient a
F,[T]. II ne reste alors que le cas ou le degre de a est 1. Quitte a le prendre unitaire, on
peut ecrire a = T + x ou x est dans Fq. II vient alors $(d)(T) = $(d — ci ) ( l ) , si q = 2
on prend d = T = ex. Si q est different de 2, l'examen du degre en T dans l'equation
precedente montre qu'elle n'a pas de solution. D

REMARQUES. (a) Ce resultat ameliore le Theoreme 6 de [6] ou on obtenait la transcen-
dance de quotients d'un logarithme par des puissances de IT. Notons que pour p = 2, ces
resultats sur la transcendance de quotients n'etaient pas non plus demontres y compris
par les methodes automatiques de [2].

(b) Apres que ce texte fut redige nous avons appris que Matthew A. Papaniko-
las [11] avait obtenu l'independance algebrique des logarithmes d'elements algebriques
etendant ainsi au cas general (pour le module de Carlitz) les resultats de notre Theoreme
1.4. Sa methode repose sur un developpement du formalisme des categories tannakiennes
dans le cadre des ^-modules et Z-motifs comme signale" dans notre introduction (voir aussi
[ABD] pour les fondements de ce travail). II est interessant de remarquer a ce propos qu'a
l'heure actuelle aucune des deux methodes (ni celle de Mahler ni celle des i-motifs) ne
permet d'obtenir des resultats d'independance algebrique satisfaisants en rang superieur
a 2.
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