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FONCTIONSELLIPTIQUESET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

RAQOUF CHOUIKHA

REsuME.  In this paper, we detail some results of a previous note concerning a
trigonometric expansion of the Weierstrass elliptic function {((2); 2w,2w'}. In par-
ticular, this implies its classical Fourier expansion. We use a direct integration method

of the ODE >
(4 =P(u,\)

a2z
(E) { u0) =o
Qo) =1
where P(u) is a polynomial of degree n = 2 or 3. In this case, the bifurcations of (E)

depend on one parameter only. Moreover, this global method seems not to apply to the
casesn > 3.

0. Introduction. Dans ce papier, on expose les résultats de la Note [2] concer-
nant un type de dével oppement de la fonction elliptique {((2); 2w, 2w’} de Weierstrass.
Le Lemme (1-2) permet d’exprimer les solutions périodiques complexes de I’ équation
différentielle ordinaire (2). On retrouve ainsi certaines propriétés des fonctions ellip-
tiques et, notamment les g-dével oppements trigonométriques classiques de la fonction
{p(2); 92,093} €t, lesrelations entre les coefficients de ces différentes expansions.

Par ailleurs, les bifurcations des solutions périodiques de I’ équation (2) dependent
exactement d’ un paramétre complexe, par contre pour les équations différentielles ho-
mogenes du type

d?u . R ,

i P(u,A) ou P estunpolyndmeenu, dedegrén > 4,
les bifurcations de leurs solutions périodiques dépendent d’ au moins 3 parametres
indépendants. Dans ce cas, la méthode de développement envisagée plus haut pour ces
solutions semble ne plus fonctionner.

1. Equation difféerentielle et développement trigonométrique des solutions.
Soit u(z) une fonction complexe définie sur un ouvert de C, solution de I’ équation
differentielle:
du

) (E)2:4u3—au—b abeC.
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Alors, celle-ci peut s'écrire u(z) = (z + ¢) ou g est la fonction de Weierstrass et, ¢
une constante complexe définie par les conditionsinitiales sur u. Le réseau associé étant
L = {2mw+2m'w’; m;m’ € Z} aveca = gp(L) etb = gs(L). D’une maniere plus précise
I équation difféerentielle sur R :

() u =1+s

{%+u2—u:0
do) =t

peut étre integréee au moyen de lafonction ©(z) de Weierstrass et, lorsque s et t sont tels
que: g(s,t) = gtz + 25%(2s + 3) soit comprise entre les valeurs 0 et 2, alors la solution
réelle qui est périodique peut s’ écrire u(x) = % — 6go(X+Xp) Ol Xg est défini par : p(Xo) =
—(1+29)/6¢etp'(x) = —t/6.

Par ailleurs, nous savons que la fonction g peut s exprimer au moyen de fonctions
loxodromiques, qui sont desfonction uniformesen z par la substitution (z, gz) ot le mul-
tiplicateur complexe q est tel que |g] # 1. Les points en lesquels elles prennent une
méme valeur sont situés sur des spirales logarithmiques, lorsque I’ argument de g n’est
pas multiple de r, voir Valiron [6], Lang [4].

Lafonction p(z) = Znez(ﬂ)z vérifiel’egalité p(2) = p(1/2) et lafonction n(2) =

z—q"

p(2)+(1/12) = 2%, N qn—”_l est solution de I’ équation différentielle:

@3) 2(1'@)° = 4(n@)° - a(n@) b

d'ou larelation () = —(w/m)?p(X) avec z = exp(itX/w) et q = exp(—2iw/ /w) =
expT, w étant la demi-période réelle, ' la demi-période imaginaire. Ainsi, la fonction
de Weierstrass peut s exprimer sous forme d’ un g-développement :

1 n 1 ncos(nmx/w)
E)+2n€2,\:lq”—l+[25in(7rx/2w)]2 rg, -1

@ 009 = (/o |

ou x appartient a une bande horizontale contenant un parallélogramme des périodes.
Par I'intermédiaire de la fonction 1(z), on peut déduire d’ autres expressions de p(2)
analogue a (4), par exemple:

[ /1 n 1 1
(5) @(X) - (T('/w) [ (12> +2neZN (qn _ 1) + 4 ngl sinz(%(x+ an/))}'

Nous savons par ailleurs, que la dérivée s’ annule pour les trois valeurs w, o', w + o/
avec p(w) = e, p(w+u') = & et (') = e3. Deplusapartir des expressions (4) et (5)
on peut en déduire celle des g en fonction de g.

Par une intégration directe de I’ équation (1), on peut trouver une autre expression de
la fonction g(2) analogue a (4), mais indépendamment de la fonction 1(2) précédente,
Chouikha[2].
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THEOREME (1-1). Lorsqueles coefficientsréelsap, p € N, vérifient les conditions
suivantes:

(6) (P+1)(P+2)aps2 = [p* — (w/m*(2s+ D]ap — (w/m)? 3 adpr

0<r<p
avecag = 1+s,a = ttelsque0 < s < g et |t| < tp alors les solutions réelles

2w-périodiques de I’ équation (1) peuvent s écrire:

(7) pst(X) = ap + Z‘bapsinp(frx/w) oo = 1.
p>

Pour demontrer ce théoréme, on a besoin essentiellement du lemme suivant.

LEMME (1-2). Sousles conditions du Théoréme (1-1), pour tout réel e vérifiant 0 <
€ <% L il existe 3 constantes k, s €t to de fagon que les coefficients du développement
d’'une sol ution ps¢(X) 2w-périodique satisfont I’ estimation :

lap] < —
P>~

avec0 < s< s et|t| <to.

DEMONSTRATION.  On établit I’existence de 2 constantes réellesk > Oeta > 1
telles que |ap| < % pour tout entier p strictement positif. Pour cela, on pose

wp = (B e

p \pt2
P — (1+29)(w/n)f’)(p+2)"*
mm=1—( /a) :
(p+1)p
L’inégalité suivante (w/ )%k < pw(p) g(p) entraine |ag+2| < (p+2)a. En effet, celarésulte
du fait que | Cocr<p rdp—r| < = 1a —<— et, d' aprés |la relation (6), on obtient I'inégalité
suivante )
9 — (L 2900/ AP+ o s < g

(P—1t = (p+2)*
Par ailleurs, une étude de la fonction g(p) montre que celle-ci est décroissante en p et
queg(p) > E22. Ainsi, pour & < 3 onag(p) > 0,¥p > let,sia = 3,9(p) <0a

partir d'une certaJ ne valeur po. Pour étudier lafonction w(p), posonsr = %F—Zl, lafonction

P,
dérivee 9 s'annule pour ry et  avecr; = S22 el poncs o > £, dlors

w(p) est une fonction cr0|ssante de p, €, w(p) > (5)41—“‘. Dans ces conditions, il suffit

de choisir la constante k telle que: k < (/wp)?34% olie = 3 — a. Ainsi, Vp > 1 on

ak < ( ) pw(p) g(p) car 7 < w < wp lorsque g(s,t) < g(so, to) (ce fait seraexplicité
plusloin en éudiant le cast = 0).
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En amorcant la récurrence, on déetermine enfin les bornes sy €t tg

34

2lac] = ss+ 1)(w/m) < solso + (wo/m)* < (/w03

Ainsi, 25 < —1+ 1+ (r/wo)*32%4. Par ailleurs,

Qe4¢
3G3-9°

6lag| = |1 — (1 +28)(w/m)|[t| < |(1+ 250)(wo/m)* — 1 [to] < (7/wo)?

REMARQUE. En fait, une solution du systeme (2) dépend analytiquement des
paramétres s et t lorsque la quantité g(s,t) = 3t2/2 + 2%(2s + 3) et différente de la
valeur 2 (valeur pour laquelle la période 2w devient infinie), voir Whittaker-Watson [7].

Par conséquent, en vertu du prolongement analytique la série mise en évidence par
le theoreme (1-1) est une solution réelle de (2) lorsque 0 < g(s,t) < 2; (g(s,t) = 0
correspondant a la solution triviale » = 1). En fait, cette expression est valable pour
toutes valeurs complexes des parametres.

Par ailleurs, toutes les solutions ps(X) tellesque g(s, t) = C, pour différentes valeurs
des paramétres coincident ; cela correspond a un changement d’ origine sur la courbe
intégrale; il est donc naturel de fixer I'un des deux parametres. Remarquons aussi que
lorsque e est tres petit ¢s(X) est trés proche de la solution triviale ¢ o(X) = 1.

2. Quelquespropriétésdesfonctionselliptiques.  Pour unesolution ¢ du systeme
(2), faisons le changement de fonctions suivant v(x) = ilg(x) alors cette fonction et sa
dérivée vérifient I’ équation :

dvy2 v 3t2
Y = L — U 6%g=1— " —25(3+29).
(&) -9 U 69 y ~ G2
Cette solution est périodique réelle si g vérifie la condition: —1 < 63g < 1. D’ol en
posant 63g = cos30 avec 0 < § < /3, on trouve:

dvy2 cos(4m /3 +6) cos(2r /3 +6)
(&) = 4{\’ 6 {V 6
On peut aussi determiner |a période w en fonction de 6.

Pour etudier lespropriétés de cessolutionset leursliens avec desfonctions elliptiques
classiques, on est ramené a I’ étude du systeme suivant deduit de (2) en prenant pour
parametret = 0

{v— cosé
5 |

€©) u@)=1+2

{%+u2—u:0
o) =o.

Dans ce cas, ¢s(X) = Y p=0 azp(Sin?P(mx/ Zw)) (avec oo = 1) est une solution de ce
systeme si les coefficients satisfont les conditions

(9)  (20+1)(2p+2)azper = [4p” — (2w/1)*(25+ D]agp — (2w/m)* 3 aropor

0<r<p
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et que Y p>1 |azp| convergeavecay = 1+salorscos3d = 1—2s%(3+2s) d olilacondition
sur le paramétre s pour s assurer que la solution est périodique réelle: 0 < s < % De
plus cette solution doit &tre telle que 0 < ¢s(x) < 1+ s(car tous les coefficients ag, sont
négatifs). Par ailleurs, on alarelation avec lafonction de Weierstrass ps(x) = 12204
avec p(xo) = &2 et /(o) = 0. Par conséquent xo = w’ (1a demi-période imaginaire
pure) et donc e3 = p(xo) d’ou

1
&= pX+w) = —E[1+28+2§1a2p];
p=

1
e =pWw) =—= [1 +2s+2 " agp(cosh m)z"]
avecT = —2iw/uw = Inqles g étant les zéros de lafonction p'(x).
A partir de laformule d’ addition, on en déduit la formule suivante:

3(p00)” — 4]
[(X +X0) — (X%0)]
s(s+1)

2 Yp>1 @gp[Sin(mx/ 2w)]%P”

P(X) = pxo) +

1
— iy + _—
12(1 29)

On adonc le résultat suivant :

THEOREME (2-1). Lorsque les coefficients az, sont définis par les conditions (9),
on a alors I'expression de la fonction o(z 2w, 2w') relative a g, = —1—12 et gz =
63[1 — 25°(3+ 29)]

12p(z+ ) = 1— 6> agy sin?(mx/2w).
p>0

Lafonction ¢(x) solution du systeme (8) vérifie donc I’ égalité suivante

3s(s+1)

:1+ + .
#() S 1+s— p(x—u')

Ainsi le point al'infini de la courbe intégrale (Ys) de I'équation (8), correspondant a
la valeur du paramétre x = «’ peut étre ramené a “distance finie” par un changement
d’ origine (relativement aux conditionsinitiales).

La condition de récurrence (9) sur les coefficients de la série nous donne explicite-
ment |’ expression de ay, en fonction de s, on peut aussi calculer leur somme >, agp OU
determiner des valeurs particulieres de ¢ (x) enfonction de s, tel 1le minimum. Par exem-
ple, un calcul nous donne

_ 1 s(s+1)
&= ( 12)(l t T o e
_ 1 s(s+1)
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On en déduit les egalités suivantes:

[Z app(cosh WT)Zp] [Z azp] = 35(s+ 1);

p>1 p>1

> a(oosm? + 3 = —(3) 0 +9),

p>1 p>1
(la deuxieme égalite resulte du fait que ey + &, + &3 = 0).

COROLLAIRE (2-2). Sous les hypothéses du Théoréme (2-1), on a les formules

suivantes:
’;azp = (%)\/m— (g)(1+ 29)
5 a(cosh oy = _(%)\/m_ (2)(1+25).

On déduit les g en fonctions du parametre s

1429+ /3A-2JEF2 _ _ (1+29)—IA—293E+29
&= 24 €= 24 '

REMARQUE (2-3). @) On peut deduire du Théoreme (2-1) le développement en série
de Fourier proprement dit de lafonction p(z + o). En effect :
p@+w)=> PBmcos2nx oU X= W—Z.

n>0

L es coefficients de Fourier sont donnés par lesrelations

53 (5) w27

= 2p p=n

Notons que les coefficients de Fourier vérifient I'estimation |3z20] < # (ou k' =

%) >0 # k étant la constante établie par le Lemme (1-2)). Celarésulte d’ abord
du Lemme (1-2) qui établit une estimation sur les coefficients ay, et du fait que

p—n p),. 2*
< ~N —
(P2')=(%)~ 7=
pour n < p assez grand (cette inégalité découle d’ une propriété de la fonction Gamma,
asavoir F(p+n+ 1) (p—n+1) > r?(p+ 1) pour tout n > 0). D’une maniére générale,
comme I'a précisé. H. Lebesgue [5] p. 29, une fonction f(x) périodique admettant un
développement du type >0 sin® x admet aussi un développement en série de Fourier.
Mais réaliser laréciproque, cela exige des hypotheses supplémentaires; il faut s assurer
dela convergence de |a série des puissances des sinus.
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Par ailleurs, on connait bien le développement trigonométrique de la fonction de
Welerstrass ([7]) :

pz+o; 2w,20) = e3+ (2_5)2 S (1) n nﬂz)

] 2 _—
& qr—gne <2w
ol q = exp(—2iw/ /w). Ainsi fzq = (—1)™1

n
. . , 2(g"2~q-n/2)"
b) En considerant le systeme suivant :

(10) u0) = & +s

do)=0

ou ¢ est un réel, on peut établir un résultat analogue au Théoreme (1-1) grace alameme
méthode d'intégration ; les solutions de ce systéme peuvent s ecrire:

0s(X) = > +s+’§1a2p(sm (mx/ 2w)) (avec<po_ 5 )

On peut alors deduire |’ expression de p(z + w'; 2w, 2u/') relative a

1+3c¢? _3 L@ )
Gr = e etgy = 67°[1-28(3+29 — —(s+ )]
du fait que ps(x) = 121220,

3. Parametresdebifurcation decertaineséquations. D’ aprés|’ étude précédente,
lafamille des courbesintégrales (Ys) du systéme (8) dégénére pour lesvaleursréelles de
ségalesalet % : (Yo) admet deux composantes connexes, I’ une le point de coordonnées
(1,0) qui est un vrai centre pour |’equation (8), I'autre est de période imaginaire, tan-
disque (Y%) est un foyer pour (8). La période réelle 2w d’une solution est une fonction
croissantede ssur I'intervalle | =[0,1/2].

Pour les valeurs complexes, s paramétre le processus d’ éclatement autour de la
dégénérescence (Yo) de la famille (Ys) considérées comme variétés complexes de di-
mension 1, homéomorphes a un tore C/L(w, ). Toutes ces courbes sont birationnelle-
ment isomorphes et, ce processus d’ éclatement décrit un certain type d’isomorphisme
non régulier, résultant en particulier du fait que les transformations birationnelles d’ une
courbe de genre 1 en elle-méme dépendent analytiquement d’ un seul parametre. Auquel
castoute courbeplane (Y ) d’ équation F(x,y) = 0, peut &tre paramétrée par desfonctions
eliptiques x = ¢(2); Yy = ¢(2). Mais si une courbe (Y ) est de genreg > 1, le point a
I’infini devient nécéssairement singulier pour toute paramétrisation X = ¢(2); y = ¢(2),
en ce sensquelesfonctions ¢(2) et 1/(z) ne sont plus méeromorphes; les courbesde genre
g > 1 se paramétrisant au moyen des fonctions automorphes.

Du point de vue des equations differentielles d’ apres un résultat d’ Hermite |’ equation
F(u, %) = 0 admet une solution générale uniforme seulement si la courbe intégrale
F(x,y) = Oestdegenre < 1. Si deplus, onfait dependrecette équation différentielled’ un
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paramétre A complexe (essentiel) : 1a famille des courbesintégrales (Y ) dégénére pour
une certaine valeur Ao du paramétre, il en résulte alors un cas de bifurcation pour cette
équation au passage de la valeur critique A = \g, qui admet deux courbes de solutions,
dont I’une est triviale.

Soit (Y) une courbe elliptique et j I'invariant modulaire attaché & cette courbe, on
sait quej est un invariant d'isomorphisme sur C, agissant sur le domaine fondamental
(pour I'action de SL(Z) sur le demi-plan H* = {r € C | Jmr > 0}), mais n’est pas
un invariant d'isomorphisme sur R pour les courbes dlliptiques réelles, alors que lorsque
q = exp(2iw’ /w) varie danslacouronne 0 < |¢/| < 1, il paramétre une famille (F¢)
analytique nontriviale de courbeselliptiques: ainsi, deux courbeselliptiquesréelles sont
analytiquement isomorphes, si elles ont le méme invariant (réel) q'.

Quant a la famille des courbes intégrales (Ys) du systéme (8) mise en évidence, le
paramétre sjoue le mémerole que g’ : sest un invariant d’isomorphisme sur R lorsqu'il
variedans!’intervalle | = [0,1/2]. En effect, achagquevaleur de cet intervalle, il corre-
spond une courbe dlliptique réelle, dont les périodes qui dependent analytiquement de s
peuvent étre cal culées explicitement. Donc g’ = h(s) = exp(Ziw’(s) / w(s)) est unefonc-
tion holomorphe du paramétre effectif s. Ainsi, lafamille analytique complexe(Ys, I, 5)
définie par 371(S) = Y est une famille induit de (Yq/) par I’ application holomorphe h, et
les deformations infinitesimales ©(s) = 9Ys sont des &éments non nuls, Kodaira [3].

Pour unecourbe (E) degenreg > 1, sastructure analytique complexe dépend dem =
3g — 3 paramétres; il existe alors g différentielles abéliennes linéairement indépendants
sur (E). De plus, toute déformation analytique complexe (Y5, |, 3) doit dépendre ex-
actement de ces m parametres complexes. Une étude compléte des bifurcations d'une
telle famille au voisinage d' une courbe dégénerée s avere plus difficile, car on perd le
caractere global qui lui est typique du casm = 1, Arnold [1]. L’ &tude des solutions non
singulieres de I’ équation différentielle correspondante :

F(A,u,%) =0 avecheC"
s effectue en examinant le comportement de la courbe C,, qui a chaque valeur de A =
(M, A2, ..., Am) associelasolution uy (t) levoisi nagedelasolutionsinguliére()\o, um(t))
doit &tre independant de ), [1].

Ainsi, soit P(u, \) un polyndme en u, sans racine multiple de degré impair n > 3
et, a coefficients dependant d’'un parametre A complexe, les bifurcations de I’ equation

differentielle:
{ & — P(u, \)
(12) u0) =o
%(O) =T

dépendent de 3(n — 1) /2 paramétres indépendants, car les courbes intégrales dont des
courbes hyperelliptiques de genre g = ”%1 et a I’encontre de I'analyse précéedente,
I étude de ses bifurcations n’ a plus de caractere global.
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