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Sur la borne inférieure du rang du 2-groupe
de classes de certains corps
multiquadratiques

A. Mouhib

Résumé. Soient pi, p2, p3 et q des nombres premiers distincts tels que p1 = p) = p3 = —q = 1
(mod 4), k = Q(\/p1,/P2,/P3, /4 et Cla(k) le 2-groupe de classes de k. A. Frohlich a démontré
que Cl, (k) n’est jamais trivial. Dans cet article, nous donnons une extension de ce résultat, en démon-
trant que le rang de Cl, (k) est toujours supérieur ou égal a 2. Nous démontrons aussi, que la valeur 2
est optimale pour une famille infinie de corps k.

Abstract. Let py, p2, p3 and g be distinct prime numbers such that p; p=pr=-—q=1
(mod 4), k = Q(v/P1, /P2, /P3,/q) and Cly(k) the 2-class group of k. A. Frohlich has shown that
Cly(k) can never be trivial. In this article, we give an extension of this result by proving that the rank
of Cl, (k) is greater or equal to 2. Moreover, we prove that there exist infinitely many fields k in which
the rank of Cl, (k) is equal to 2.

1 Introduction

Dans [F], A. Frohlich a étudié la parité du nombre de classes des corps multiquadra-
tiques réels. Utilisant les extensions centrales, il a donné une méthode permettant
de déterminer les corps multiquadratiques réels dont le 2-groupe de classes est triv-
ial. Particulierement, il a sélectionné certains corps biquadratiques et triquadratiques
dont le discriminant est divisible par au plus trois nombres premiers et le 2-groupe
de classes est trivial [F, Theorem 5.1 and addenda I and II to Theorem 5.6]. D’autres
travaux, se basant sur la théorie des unités circulaires ont été consacré a ’étude du
probleme de la trivialité du 2-groupe de classes des corps multiquadratiques réels
retrouvant, ainsi les résultats de [F]. Notamment dans [Ku], R. Kucera a étudié la
parité du nombre de classes des corps biquadratiques Q(,/p1, /p2) ol p; et p, sont
des nombres premiers non congrus a —1 modulo 4. Dans [B-1] et [B-2], M. Bulant
a étudié la parité du nombre de classes des corps de la forme Q(,/p1, /P2, /P3) et
Q(\/P1,/P2:+/P3>+/P4,/P5) OU p1,..., ps5 sont des nombres premiers non con-
grus a —1 modulo 4.

Dans cet article, on va étudier le rang du 2-groupe de classes de certains corps
multiquadratiques de degré 24 sur Q. Précisément, soient p1, p,, p3 et g des nombres
premiers distincts tels que

pi=pp=ps=—q=1 (mod4) et k=Q(/pi, VP2 VD3 VD-
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D’apres [F, Theorem 5.6], le 2-groupe de classes de k est toujours pair. Notre premier
objectif est donc d’améliorer ce résultat, en démontrant que le rang du 2-groupe de
classes du corps multiquadratique k est supérieur ou égal a 2. Pour le deuxiéme
objectif, nous déterminons une famille infinie de corps k dont le rang du 2-groupe
de classes est exactement égal a 2. Notons que dans [M-M], nous avons démontré

les mémes résultats pour les corps multiquadratiques Q(/p1, v/P2, VP3, /P1) OU
D1, P2, P3 et pa sont des nombres premiers non congrus a —1 modulo 4.

2 Préliminaires

Soit G un p-groupe abélien. On désigne par rang(G), la dimension de G/GP vu
comme un Z/ pZ-espace vectoriel.

Soient K/k une p-extension galoisienne de corps de nombres & groupe de Ga-
lois G. On définit le corps de genres de K /k, quon note par G(K/k), comme I’ex-
tension maximale non ramifiée sur K pour tous les premiers finis et infinis et qui est
le composé de K par une extension abélienne sur k. Soit de plus, L une extension
galoisienne sur k contenant K. On suppose que le groupe Gal(L/K) est contenu dans
le centre du groupe Gal(L/k), alors on dit que L est une extension centrale de K /k.
Sous cette hypothese, il est clair que L/K est abélienne. Notons par K I(,l) le p-corps de

classes de Hilbert de K. Lextension centrale maximale de K/k contenue dans Kél),
notée Z(K, k) est appelé corps de classes central de K /k.

Notons par M(G) = H?(G, Q/Z) le multiplicateur de Schur de G et Ej le groupe
des unités de k. Supposons que K /k est non ramifiée. Les résultats standards de la
théorie du corps de classes donnent la suite exacte suivante de groupes abéliens (voir
par exemple [B-L-S]) :

1 — Ei/Ex N Nge(K*) — M(G) — Gal(Z(K,k)/G(K/k)) — 1

ou M(G) désigne le dual de M(G) et K* le groupe multiplicatif de K. Ce qui permet
d’obtenir 'isomorphisme non canonique de groupes suivant :

(%) Gal(Z(K,k)/G(K/K)) ~ M(G)/(Ex/Ex N Ngju(K*)) .

Supposons que K /k est une extension quadratique et que le nombre de classes de k est
impair, en utilisant la formule des classes ambiges, on trouve que (voir par exemple
[A-M-1]) :

rang(Clz(K)) = Ram(K /k) — rang(Ek/Ek N NK/k(K(*))) -1,

ot Ram(K /k) désigne le nombre des premiers de k ramifiés dans K.

3 Résultats

Nous aurons besoin de certains résultats sur les unités des corps quadratiques. Nous
donnons, ainsi des informations sur 'indice des unités dans certaines extensions a
groupe de Galois isomorphe a Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. Pour tout entier naturel n,
notons ¢, 'unité fondamentale du corps quadratique Q(+/7).
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Lemme 3.1 Soient n un entier naturel, K = Q(\/n) un corps quadratique de discrim-
inant D. Supposons que Nk q(€,) = 1, alors il existe un entier naturel m sans facteur
carré divisant D tel que me,, est un carré dans K.

Preuve (1) Supposonsquen =1 (mod 4) (ici D = n), notons e, = %—F% nouxet
y sont deux entiers. D’apres les hypotheses, on a N q(g,) = 1, alors (x—2)(x+2) =
ny*. Ona (x — 2,x + 2) divise 4. S’il existe deux entiers y, et y, vérifiant les deux
équations suivantes :

2
(x+2)=2n"y], 2y1y2=1y,
(xF2)=2n"y;, n'n'" =n,
alors 2 = y2n'’ — yin’. Comme y3n'’ — y?n’ est pair et n = n’n’’ est impair, nous
trouvons que si I'un des entiers y; et y, est pair, alors les deux sont pairs. D’autre

part, si y; et y, sont impairs, alors y3n’’ — yin’ = n’’ —n’ (mod 4) et comme n = 1

(mod 4), alors y3n’' — yin’ =0 (mod 4), ce qui est absurde. Supposons qu’il existe

deux entiers y et y, tels que y;y, = y vérifiant les deux équations suivantes :
(x£2) = ny;,
(xF2) =y

Si on pose w = \/ny; + y,, alors w? = 4e,, il sensuit que /2, = ¥ € Q(/n).

Ce qui contredit le fait que ¢, est I'unité fondamentale de Q(/n). Ainsi 'unique

possibilité est 'existence de quatre entiers y1, y,, n’ et n'’ tels que y1y, = yetn’'n’’ =

n(n',n'"" # 1) vérifiant les deux équations suivantes :

(x+2)=n'y],

11,2

(xF2)=n"y,
Notons Z = ylx/W + y2v/n'’, alors Z2 = 4¢,, donc
VEn =B+ 2o/,

Ce qui montre que n’e, est un carré dans K.

(2) Supposons que n £ 1 (mod 4) (ici D = 4n), alors €, = x + yy/n, ou x et y
sont deux entiers. On a N q(g,) = 1, alors (x—1)(x+1) = ny?. Utilisant les mémes
techniques que dans le premier cas, nous démontrons qu’il existe quatre entiers #’,
n'’, y1 et y, vérifiant les équations suivantes :

(x+1) =2'n'y?,
(xF1)=2'n"y;,

Ziylyz =y et ie€{0,1},

n'n' = n.
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Soit Z = y;V2in’ + y,V/2in'’, alors Z? = 2¢,, par suite
Vo = VI 2T

Ce qui montre que n’e, ou 2n’e, est un carré dans K. Le lemme est donc démontré.
|

Remarque 1l n'est pas difficile de voir que I'entier naturel m du lemme doit étre
différent de n, car sinon, ne, serait un carré dans K. Ce qui contredit le fait que ¢,
est I'unité fondamentale de K.

Dans tout ce qui suit, on désigne par p1, p2, p3 et g des nombres premiers distincts
tels que

P=Epr=p3s=—q=1 (mod4), d= pippsqet k= QH/p1, VP2, vVP3, V-

Introduisons le corps quadratique F = Q(V/d).

Proposition 3.2 Supposons qu’il existei, j € {1,2, 3,4} distincts tels que (}%) =1,
alors lindice des unités (Er : Er N Ny p(k*)) est au plus égal a 2.

Preuve Pour fixer les idées, supposons que (%) = —1. 1l est clair que Er est en-
gendré par les unités —1 et ¢;. Montrons que —1 est norme d’un élément dans
I’extension k/F. Introduisons le corps triquadratique contenu dans

ki M =Q(/p1, VP2, V).

On al'unité
U= \/Ep€ppp € AVP1,VP2)

[Kur]. Par suite, comme Ngq(,/57)/Q(€p,) = —1, alorsona:

Nujr(u) = Nog 7 vare (Nujac v ) = Naym/alep) = —1.

Ainsi, —1 est norme d’une unité dans I'extension M/F. Comme k/M est une ex-
tension quadratique non ramifiée, alors —1 est norme d’un élément dans Pexten-
sion k/F. Dans ce qui suit, nous allons démontrer que €2 est norme d’un élément
dans Pextension k/F.

D’apres le lemme 3.1, il existe un entier naturel m sans facteur carré divisant 2d
tel que me est un carré dans F. Ce qui entraine que /24 € Q(y/m, \V/d). Supposons
que m est impair, alors pour toute sous-extension propre K de k/Q(+/m, v/d), on a

_ _ 2
Ni/r(v/Ea) = Nogm,vay e (N jaymva (VED) = €
Ainsi % est norme d’une unité dans K/F. D’autre part, il est clair que I'extension

k/Q(+/m,\/d) est non ramifiée, il en est de méme pour toute extension propre k/K
de k/Q(y/m,/d). Alors €2 est norme d’un élément dans k/F. Supposons que 1 est
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pair, donc &4 n’est pas un carré dans k. On sait que 2¢, est un carré dans Q(,/g) (on
peut utiliser le lemme 3.1). Alors, puisque me, est un carré dans F, I'unité ¢ 4¢, doit

étre un carré dans le corps triquadratique K = Q(v/2m, V/d, /4)- Ainsi, on a

NK/F(\/ qud) = NQ(\/@\/H)/F(NK/Q(\/@\/E)(\/Edgq)) = Eé.

Par conséquent, €2 est norme d’une unité dans K/F. De plus, il n’est pas difficile de
voir que I'extension k/K est non ramifiée, il s’ensuit que 'unité &3 est norme d’un
élément dans k/F. Ainsi, dans tous les cas, —1 et 55 sont des normes dans ’extension
k/F, par suite, le groupe Er/Ep N Ni/p(k*) est d’ordre au plus égal a 2. [ |

Théoreme 3.3 Soient py, pa, p3 et q des nombres premiers tels que p1 = py = ps =

—q =1 (mod 4) etk = Q(\/p1, /P2, v/P3,/q)- Alors, le rang du 2-groupe de classes
de k : rang( Cly(k)) est supérieur ou égal a 2.

Preuve 1l est clair que I'extension k/F est abélienne non ramifiée a groupe de Galois
G ~Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. On suppose que (%) = (%) = (%) = 1, alors d’apres
[F, Addendum II to Theorem 5.6], le 2-groupe de classes de Q(\/p1,+/P2,/P3)
n'est pas trivial et en combinant avec [M-M, théoréme 5.8], on trouve que
rang(CL(Q(/p1,v/P2:/P3))) = 2. Or k/Q(/P1,/P2,+/P3) est une extension

quadratique ramifiée, alors

rang(Clz(k)) > 2.
On suppose qu’on n’a pas (%) = (%) = (%) = 1, alors d’apres la proposition 3.2,
I'indice normique (EF : Er N Nk/p(k*)) est au plus égal a 2. D’autre part, on a
la structure du multiplicateur de Schur de G : M(G) ~ Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z et
en combinant avec la formule (x) de la section 2, on tire que Gal(Z(k, F)/G(k/F))

contient un sous-groupe de 2-rang supérieur ou égal a 2. D’ou rang( Clz(k)) >2et
on a le théoreme. ]

Dans ce qui suit, nous démontrons que la valeur 2 est atteinte par le rang du 2-
groupe de classes d’une famille infinie de corps multiquadratiques k : Supposons
i sui 2y — (2 — _ 4y — _(4) = _(bry —
dans.c.e qui suit que (pl) —.(pz) = —1let (pl) = (pz) = (pz) = 1. Sous ces

conditions, on a le lemme suivant :

Lemme 3.4 Le 2-groupe de classes du corps triquadratique M = Q(\/p1, /P2, /4)
est trivial.

Preuve Introduisons le corps K = Q(./p1p2, /) qui est un sous corps de M. La
2-partie du nombre de classes de K est hy(K) = (Qxha(p1p2)ha(@)ha(p1p29))/4
ou Qg désigne I'indice des unités du corps K et hy(m) la 2-partie du nombre de
classes du corps quadratique Q(+/m) (voir par exemple [W]). Sous les conditions
du lemme, on a h,(p; pq) = 4 (voir par exemple [B-S]). De plus, hy(p1p2) = 2 et
NQ(\Asz)/Q(gplpz) = —1 (voir par exemple [K]). D’autre part, 2p;€, ,q €st un carré
dans F = Q(/p1p2q) [A-M-2, preuve du lemme 5], et puisque 2¢, est un carré dans

Q(/q) et No(/mipn)/Q(Epip,) = —1, alors les unités €, €, p,q €t €46, p,q NE sONL pas
des carrés dans K. 1l s’ensuit, d’apres les systéemes fondamentales d’unités possibles
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de K donnés dans [Kur], {€,, €p,p,,€p, p,q} €t un systeme fondamental d’unités de K.
Ainsi, Qg = 1 et donc h,(K) = 2 et comme M /K est une extension quadratique non
ramifiée, alors le 2-groupe de classes de M est trivial. ]

Théoréme 3.5 Soient py, pa, p3 et q des nombres premiers tels que py = p, = ps =
—q =1 (mod 4) etk = Q(\/P1, /P2, /P3, /). Supposons que (%) = (é) =-1,
4y — (4 — () — 4y — _(by — _(P2y —

(pl) = (Pz) = (pz) = letque(ps) = (p3) = (PS) = 1. Alorson a
rang(Clz(k)) =2.

Preuve D’apres le lemme 3.4, le 2-groupe de classes de M = Q(,/p1, /P2, /q) est
trivial. On peut appliquer les résultats de la section 2, a I'extension k/M :

rang(Clz(k)) = Ram(k/M) — rang(EM/EM N Nk/M(k(*))) -1,

ot Ram(k/M) est le nombre des premiers ramifiés dans 'extension k/M. Les pre-
miers de M ramifiés dans k sont les premiers au dessus de p;. Comme (%) = -1,
alors il est clair que Ram(k/M) = 4 et par suite rang( Clz(k)) =3- rang(EM/EM N
Nk/M(k(*))) . D’apres le théoreme 3.3, on a rang(Clz(k)) > 2, ainsi démontrer le
théoréme 3.5 revient a démontrer que rang(EM/EM N Nk/M(k(*))) = 1. Ce qui se
traduit par la détermination d’une unité de M qui n’est pas norme dans I'extension
k/M. Soit le corps biquadratique K = Q(./p1p2,/q) introduit dans la preuve du
lemme précédent. On a hy(K) = 2 et par suite M est le 2-corps de classe de Hilbert
de K. Ainsi chaque unité de K est norme d’une unité de M. Notons u une unité de
M telle que

Epipag si (%) =1

£ si (ﬁ) =1

NM/K(U) = {

et montrons que u n’est pas norme dans I'extension k/M. Soit P un idéal premier de
M ramifié dans k. Sous les conditions (%) = —(%) = —(%) = 1, il est clair que P
est inerte dans I’extension M /K. Par suite

(u,p3> _ (NM/K(V)7P3> _ %) Si(é) =1
p Nut(®) (gtb) si(2) =1,

ou (=) désigne le symbole du reste normique (voir [H]).
Supposons que (é) =1, onadonc

(”7P3) _ <€P1qu7p3)
> Nk (P)
Comme 2p1€p, p,q est un carré dans Q(/p1p2q) [A-M-2, preuve du lemme 5], alors

(u,ﬂf)a) _ (ZP;;PS) _ (ZPL;) = 1.
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Supposons que (é) = —1,onadonc
u, P3 _ 8(]7 P3
(5°) = (5@
Comme 2¢, est un carré dans Q(,/9), alors
u, p3 _ 27 ps3 _ i _
() = (52 = () =

Ainsi, dans tous les cas, 'unité u n’est pas norme dans 'extension k/M et par
conséquent rang(Cl,(k)) = 2. [ |

Exemple Posons p; = 5, p = 13 et p; = 37. On peut vérifier que (%) = (é) =
—1 et que pour tout 7, j distincts dans {1,2,3},ona (5—;) = —1. Il reste a déterminer
qtelqueqg = —1 (mod 4) et

(- -

On va prendre g = —1 (mod 4 - 5 - 37) et remarquer que le premier terme de cette
progression est 739 = —2 (mod 13) et que —2 n’est pas un résidu quadratique mod-
ulo 13. 1l s’ensuit que les premiers g tels que g = 739 (mod 4 - 5 - 13 - 37) vérifient
bien les équations (1). On a donc le corollaire suivant :

Corollaire 3.6 On sait qu’il existe une infinité de nombre premiers dans une pro-
gression arithmétique. Alors il est clair d’apres Uexemple précédent qu’il existe une in-
finité de corps multiquadratiques k vérifiant les conditions du théoreme et donc tels que :
rang(Clz(k)) =2.
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