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REGULARITE DE FONCTIONS HOLOMORPHES 
SUR DES WEDGES 

BERNARD COUPET 

Nous traitons de la régularité d'une fonction holomorphe sur un ouvert 
de Cn à partir de celle de la fonction ou de la partie réelle connue sur une 
sous-variété totalement réelle maximale (de dimension n) incluse dans le 
bord de l'ouvert de définition. 

Un théorème classique de Privalov assure qu'une fonction continue sur 
un disque fermé de C, holomorphe sur le disque ouvert, de partie réelle 
lipschitzienne d'ordre a sur le bord du disque vérifie une condition 
de même ordre a sur tout le disque. De façon analogue, le module de 
continuité d'une fonction holomorphe sur un ouvert borné de C1, continue 
sur l'adhérence est contrôlé par celui de la fonction restreinte au bord [2] 
et [5], Le bord de l'ouvert peut être remplacé par la frontière de Shilov 
dans le cas d'un polyèdre analytique [4]. 

E. L. Stout [9] étudie la régularité sur une sous-variété totalement réelle 
maximale M de classe Cp, d'une fonction holomorphe / définie sur un 
ouvert Qi de classe Cq dont le bord contient M et telle que M soit 
l'ensemble sur lequel \f\ est maximum; il démontre que f\M est Cp~° 
lorsque q > p et Cp~x lorsque q = p pour/? supérieur ou égal à 3. 

Nous obtenons un théorème de type Privalov à partir d'une sous-variété 
totalement réelle maximale de classe C2 et une généralisation pour tout p 
supérieur ou égal à 2 du théorème de Stout sans les conditions relatives de 
régularité de M et £2 et sans que M soit de module maximum pour / . 

Plus précisément, soit M une sous-variété totalement réelle maximale de 
Cn de classe Cp (p ^ 2) contenant 0; un wedge W est un ouvert de la 
forme (M -f iT) D 0, T étant un cône ouvert connexe de sommet 0 dans 
R", 0 un voisinage ouvert borné de 0 dans C7; un wedge W est strictement 
plus fin dans W (W C W) si W est inclus dans W U M. Nous obte
nons les théorèmes. 

THÉORÈME 1. Soit f une fonction continue sur W, holomorphe sur W. 
Si f]M est CrA (r ^ p, a e [0, 1[ ) / est Cr>a sur tout W C W. Pour 
r + a 1=k p. 

THÉORÈME 2. Soit f une fonction continue sur W, holomorphe sur W. Si 
Re f{M est CA (r ^ p, a G [0, 1[ ) alors pour tout W (E W : 
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FONCTIONS HOLOMORPHES 533 

1°) Pour r ^p - 1 et a e ]0, 1[ f est C ' a 

2°) Pour r ^ p et a = 0 f est Cr~. 

Tous ces résultats sont locaux. La démonstration se fait par changement 
de variable presque analytique; aussi pour commencer, nous étudierons 
des régularités de fonctions non holomorphes sur R" X R+. Nous dém
ontrons, ensuite, le théorème où Q est un "wedge" c'est-à-dire M + /T, Y 
étant un tronc de cône ouvert connexe de sommet 0 dans R". 

Les résultats obtenus dans la première partie ne sont probablement pas 
les meilleurs possibles; en revanche les théorèmes obtenus pour les 
fonctions holomorphes sont optimaux puisqu'il existe des domaines inclus 
dans C, dont le bord est de classe C mais pour lesquels la représentation 
conforme sur le disque unité est C ~ sans être C1 [10]. 

1. Régularité de fonctions non holomorphes. P désigne l'ensemble des 
nombres complexes de partie imaginaire strictement positive et W0 le 
produit Pn (n ^ 1). 

Conventions. Une fonction continue sur W0 s'annule sur R" si elle admet 
une limite nulle en tout point de R". 

Une fonction s'annule à l'ordre k sur R" si toutes ses dérivées d'ordre 
inférieur à k s'annulent sur R". De même une forme différentielle s'annule 
à l'ordre k sur R" si tous ses coefficients le font. 

Cp,a (p e N, a e [0, 1[ ) désigne l'ensemble des fonctions /?-fois dif-
férentiables dont la dérivée d'ordre p est a-lipschitzienne. C ,a est donc 
l'espace Lipa. 

Une fonction est de classe Cp si elle est p — 1 fois différentiable 
(p e N*) et si sa dérivée d'ordre p — 1 vérifie une condition de Holder 
de tout ordre strictement inférieur à 1. 

La première partie est divisée en deux paragraphes : dans le premier 
nous étudions la régularité d'une fonction u sur W0 à partir de celle de W|R« 
et de la croissance de du sur W§\ dans le second, nous étudions la régularité 
sur R" d'une fonction u à partir de celle de la restriction à R" de sa partie 
réelle et de la croissance de 8w sur W0. 

A) Régularité sur WQ. Enonçons les résultats obtenus : 

PROPOSITION 1. Soit u une fonction continue sur W0, de classe C sur WQ à 
support compact vérifiant : 

v = W|R est lipschitzienne d'ordre a 
|VW(JC + iy)\ ^ A/\y\ 

\du(x + iy) ^ A. 
Alors u appartient à lip^P^) av^c P = «/(l + à) et 

INI l i p / s^C[||v| | l i P o + ^ ] 

où C ne dépend que de a et du diamètre du support de u. 
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534 BERNARD COUPET 

PROPOSITION 2. Soit u une fonction continue sur w0, de classe C sur W§ à 
support compact vérifiant : 

\du(x 4- iy) | â A 
|V9w(x + iy) ^ (A/\y\l~€) (e > 0) 
V = W|R est lipschitzienne d'ordre a. 
Alors u est dans lipa(WQ et il existe C = C(a, Supp u) telle que 

IN| l i P aëctllF|| ] i P a + ^ ] . 

PROPOSITION 3. Soit u une fonction continue sur WQ à support compact C°° 
sur WQ vérifiant : 

v = u{Rnest Cq (q e_N*) 
3c > o Vk â q JVkdu(x + iy) | ^ A\y\q-k~l+£. 

Alors u est Cq sur W§. 

Démonstration de la Proposition 1. Soient z = x 4- /y et z' = xr + /y' 
deux points de W£. 

Distinguons quatre cas : 
1er cas. JC = x' y' = Xy X > 0. Les points z et z' sont dans le même 

demi-plan complexe 

La formule de Cauchy généralisée appliquée à g:f —> w(x -f- f • /) permet 
d'écrire pour tout w de P : 

,, i r gey* i f jfciçi, m 
2/77 • / K / — W 77 J r Z — W 

La première intégrale est la transformée de Cauchy d'une fonction à 
support compact a-lipschitzienne donc appartient à Lipa(P) et de norme 
inférieure à C • ||g||LiPa(R). 

La seconde intégrale est la transformée de Cauchy sur P d'une fonction 
bornée donc est dans C^(P) pour tout /? < 1 [1] comme u(z) = g(iy) 
et u{z') = g(iXy), on obtient 

\u(z) -u(z>)\ ^ C[\\v\\a +A]\z - z'\a-

2ème cas. y' = y. Si 

\x - x ' | 1 / a + 1 â \y\, 

par la théorème des accroissements finis : 

|«(z) - t/(z') | g U - x'\^- É a |z - z f . 

Si 

|>>| < |JC - x ' | 1 / ( a + 1 ) , 
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en posant 

|x - x'\x/(a+X) 

\ = 
\y\ 

X est supérieur à 1 et 

\u(z) - u(z') | ^ \u(z) - u(x + % ) | 

+ |W(JC + iXy) - u(x' 4- z'Ày) | 

+ \u(x + A / ) - w(z') |. 

Le 1er cas permet de majorer le premier et le troisième terme par 

CUWU^ + Afa- lf\y\a 

et le calcul précédent le second par A\x — x'f soit finalement 

\u(z) -u(z')\ ^ C [ | | v | | U p a + ^ ] | z - zf. 

3ème cas. x' = x. Considérons la suite ( î p i ^ . - ^+ i d'éléments de Rn 

définie par 

Y, =y 

YJ+l - Yj + (yj - yj)ej l S y 

de sorte que Yn+X = y'. 
Pour tout 1 ^ jr S n, la fonction 

j>:z G J ^ -> W(JC + /Ç + z) 

est /?-lipschitzienne sur R" d'après le 2° cas; comme 8w est borné par ^4, 
nous pouvons appliquer le 1° cas. (entre zj>-e- et /ty'^) donc : 

\u(x + i ^ + 1 ) - u(x + Zip | ^ C[ IIVIIHP^) + ^ ] \yj+x - y/. 

En sommant, nous obtenons : 

\u(z) - u{z') | â C[ I IVII^R") +A]\z- zf. 

4ème cas. Cas général. 

\u(z) - u(z') | ^ |W(JC + z» - u(x + z>') | 

-h |K(JC + z>') - W(JC' + iy') |. 

Le premier terme est majoré en appliquant le troisième cas et le second 
terme en appliquant le second cas. 

Démonstration de la Proposition 2. Soit R tel que 

Supp u c £(0, K) X £(0, R\ 

B(0, R) désignant la boule de centre 0 et de rayon R dans R". 
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536 BERNARD COUPET 

Soit z = x + iy e W0 avec (JC, >>) appartenant à B(0, R) X 5(0, R). 
Soit g la fonction définie sur P par 

gtf) = u(x + J». 
g est continue sur P , lipschitzienne d'ordre a sur R, à support inclus dans 
D(0,R/\y\). 

Appliquant la formule de Stokes à la forme 

nous obtenons la formule : 

dm(0 I f v(x + ty)dt _ 2 f dg 
8{l) ~ m • * t2 + 1 w > 3? 3? T + 1 

C'est à dire : 

(1) « ( o = - l — = l — [«(x + vf) I-, . 
W v v m J* t2 + 1 ir -fr 3f f2 + 1 

La première intégrale i^ est lipschitzienne d'ordre a sur W .̂ En effet 

|J t(z) - /,(z') | 

< 1 Z- . . . . | (x - x') + t(y - / ) | a 

t2 + i 
-A 

< i f .... \x - xT + ta\y - y\ ^ 
w •/K r + 1 

£ \\v\\a(\x - x'\a + ly'y'H) 
\ COS «7T/2 / 

â CJIvllJz - zT. 
La seconde intégrale 72 est différentiable par rapport à z et 

|V/2(z) | ^ C Log A z = x + i>. 
\y\ 

En effet : 

Comme 

7— — (* + S» ^ 7— — (* + S» 
(Im{)1" ,br< 
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et 

(W)'~€|f2 + U 
est intégrable sur P, on voit par differentiation sous l'intégrale que I2 est 
différentiable par rapport à xk et 

U 

dxk y=i 

d'où 

3/2(z) 
3.*/, ^w x <*"«") 

'?(imn'"ir +1 
« étant C sur W ,̂ B^/Bx^. est continue. De même : 

F_9_[_9_ 
•" (* + £y) 

_3_ 

3% 7 = 1 9 z , 

3z^ 

2 ^Re f 

d'où la majoration : 

— w(x + i » 
3^L3z 

32t/ 

in 

+ I m f 
82« ) 

dykdzj 

£AU + \y\( L - ) 1-e ' 

En remarquant que l'intégration ne se fait que sur un compact de P, on en 
déduit que I2 est différentiable par rapport à yk et 

. dm(X) dJl{z) = f±\tu{x + ïy) 
f2 + r 

Comme précédemment dl2/dyk est continue sur WQ et majorée par 

A Mo,^5R/\y\)Y + 
Ijflfl \ dm$) M ( I m J ) 1 ~ ^ I J 2 + Il 

soit par 

Au*h + tA 
Par conséquent 72 est C1 sur J^ et 
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538 BERNARD COUPET 

|VJ2(x + i » | = I C 4 1og-^-. 
\y\ 

Il en découle que I2 est lipschitzienne de tout ordre strictement inférieur 
à 1. En particulier 

||/2||liPa â CaA 

ce qui achève la démonstration de la proposition. 

Démonstration de la Proposition 3. La démonstration se fait par 
récurrence sur q. Fixons z = x 4- iy un élément W0. 

•*>- i j t :7Tf*-- /4"*'+*" 
77 *'K t H" 1 77" * / / d f 

dm(X) 

ar T + i 
v étant C1 sur R", et à support compact, la première intégrale est de classe 
C1 sur J^ de dérivée partielle par rapport à xt 

m h 
3v , , , A 

3x7 r + 1 

qui admet 3v/3x7 comme prolongement à R". 
La seconde intégrale est derivable par rapport à xt de dérivée : 

2 V f ^ , 4. I- ^ ^ ^ 
w7=i y ^ 3X/82,- r + i 

qui se prolonge par 0 à R". En effet, cette intégrale est majorée par : 

f \yf dm® 
J C 

| I m z | ' - £ | r + Il 

(R désignant le rayon d'une boule centrée en 0 contenant le support de u). 
Cette dernière intégrale est û( \y\€). Par suite du/dxj se prolonge par 
3V/3JC/ sur R" et comme du/dxl + j(3u/3y/) se prolonge par 0 sur R", 3w/3» 
se prolonge par — i(dv/dxl) d'où la proposition pour q = 1. 

La démonstration se termine aisément par récurrence. 

B) Régularité sur R". Enonçons les résultats obtenus dans ce 
paragraphe. 

PROPOSITION 4. Soient q un entier naturel et a un réel de ]0, 1[. Soit u une 
fonction continue sur WQ à support compact, C°° sur W0 vérifiant 

(i) v = Re M|RH appartient à Cq,a(Rn) 

(ii) |V*3K(JC + I » I ^ A\y\q~k-x+a k ^ q. 

Alors W|R« appartient à Cq,a(Rn). 
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Démonstration de la Proposition 4. 
1er cas. n = 1. Soit u une fonction continue par P à support compact 

C1 sur P telle que | (du/Sz)(x 4- iy) | soit majoré par A/\y\x~a Qtv = wjR 

soit a-lipschitzienne. Appliquant la formule de Cauchy généralisée, 
nous obtenons pour tout réel x : 

T . . - 1 [ v(t)dt 1 f du, 
Im u(x) = / - Im / — (z) 

7T JK t — X 77 ^ ^ d2 

dm(z) 

Scient u^ et v/j deux points de R. Posons d = \wx — Wj|. Supposons d < R. 
En divisant le domaine d'intégration en {f| |f — w t| ^ 2d} et son 
complémentaire on obtient : 

^>-^i*^.M(hl0fff-., 
+ .4 

r - w , l > 2 r f ( I m n l - a | f _ W l | | f _ W 2 | 

Or si 

|f - wx\ ̂  2d |f - w2| = If ~ wx\ - \wx - w2\ 

^ If " ^ | - d 

|f - wx\ ̂ 2d |f - w2\ â 3rf. 

Donc 

IfW-Wls^X-.,,,, *® 

+ >4rf 

3^(Imf)1-tt|f-w1| 

i c i m f y - ^ i f - w j d f - ^ i - / 
Ces intégrales s'estiment alors en passant en coordonnées polaires centrées 
en wx. La première est 

dp- dû [3d [* 

J 0 J 0 

La seconde est 

cja. 

f2R c« dp nR 

J 2d J 0 p l - « ( s i n 0 ) ( p - d)~
 C« Jld 

dp 

™ p*~"(p ~ d) 

par changement de variable : 
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= SsL. f2R/d dp 

~ dX~a J2 pX~a{p - 1) 

qui est majorée par 

2Ca /•+°° dp 
d*-«J2 p 2 - « 

d'où le résultat. 
2ème cas. n > 1. Soient x et x' deux éléments de R". Nous reprenons la 

méthode utilisée dans la démonstration de la proposition 2° (3° cas). Soit 
la suite ( ^ ) i s 7 s „ + i d'éléments de R" définie par 

Xl = x 

Xj+l = Xj + (xj - xjfrj l â ; S » 

le résultat pour n = 1 s'applique à la fonction 

z e P -> w(JÇ -f ze-). 

D'où 

|w(x) - w(x') | ^ C[ llvllup^) + ^ ] \xj - x / 

et en sommant 

\u(x) - u{x') | ^ C[ llv||Hpa(R") + ^ ] \x ~ xT-

Supposons désormais q ^ 1. Soit O l'application de R" X C dans Cn 

définie par : 

#(w, 0 = (Wl + f, . . ., wn + S) 

dont les propriétés suivantes sont immédiates : <ï> est C°°, (w, • ) est 
holomorphe <ï>(w, 0) = w, la distance de <l>(w, f) à R" est |Im f|, O 
est linéaire. 

Posons pour w e R" 

gw(n = ii o o>(w, n . 
Il est immédiat que 

gw est C°° sur P 
gw est continue sur P 
gw est à support compact, inclus dans une boule de centre 0 et de rayon 

R indépendant de w lorsque celui-ci varie dans un compact de Rn. 
^ e gw appartient à C*,a(R) 
dgw est bornée par A 
gw(0) = u(w). 
Par conséquent, en appliquant la formule généralisée de Cauchy : 
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ImU0) _ • „ . , . /£!&<£>„ _ i Im X^a^e. 
Il s'agit donc de démontrer que chacune des deux intégrales est de classe 
Cq>a en w. 

La première intégrale s'écrit : 

fR dt 
I\(w) = / o tv ° *(w» /) - v o $ 0 , —*) ]—. 

Par dérivation sous l'intégrale, Ix est de classe Cq et pour toute dérivation 
L de longueur inférieure ou égale à g : 

fR dt 
LIx(w) = J 0 [Lvo $(w, t) - Lv o $(H>, — 0 ]—. 

La seconde intégrale s'écrit 

Comme 

1 

IWralfl 
est intégrable sur •[ — #, i£] X [0, R], l'hypothèse (h) entraîne que I2 est de 
classe Cq sur R" et pour toute dérivation L de longueur inférieure à # 

L/2(w) -%m o <P(w, f )—-—. 

Démontrons maintenant que u est Cq"a sur R". L'hypothèse (ii) et le fait 
que u est Cq sur R" entraine que u est C"7 sur W0 (Proposition 3). 

Soit L une dérivation sur R" de longueur égale à q. Lu est continue sur 
WQ à support compact et \dLu(x + iy)\ est majoré par v4/|j>|1_a 

(hypothèse ii). 
Comme Re(Lw) est égale à L(Re w), Re(Lw) est a lipschitzienne sur Rn. 

Le cas q = 0 permet de conclure que Lw est aussi a lipschitzienne sur 
R". 

Remarque 1. La proposition est valable pour tout cône linéairement 
isomorphe à (R+)". 

2. Régularité sur des wedges de fonctions holomorphes. Soit maintenant 
une sous-variété totalement réelle maximale M de C" de classe CP(P ^ 2) 
définie au voisinage de 0 par l'équation 

Im w = Z(Re w) 
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où Z est de classe Cp au voisinage de 0 dans R" vérifiant Z(0) = 0 
dZ(0) = 0 et soit T un cône ouvert connexe de R" de sommet 0. On 
considère l'ouvert W (le wedge) défini dans Cn par l'équation 

W = Re w + /Z(Re w) + it 

au voisinage de 0 et / dans T, c'est-à-dire 

W = (M + iT) n « 

où 0 est un voisinage de 0 dans Cn. 
L'application f —-> f 4- z'Z(f) se prolonge en une application Z ^ de Cw 

dans lui-même vérifiant : 
Z # est de classe C p et de classe C°° sur C"\R" 
8Z^ est nul à l'ordre p — 1 sur R" 

|V«Z*(x + i » | ^ - ^ pour tout 9 > p. 

[3] et [6] (Théorème 3-2 et son complément 3-3). 
Comme l'espace tangent en 0 à M est R", Z ^ définit un C difféo-

morphisme local en 0 dans Cn. 
Nous dirons que le "wedge" W construit à partir de M et F C T 

est strictement plus fin que W et écrirons W (<= W si W est inclus dans 
W U M. 

Nous pouvons démonter les théorèmes : 

THÉORÈME 1. Soit fune fonction continue sur W holomorphe sur W telle 
que sa restriction à M soit Cr,a (r ^ p, a e [0, 1[ ) (r + a ^ p). Alors pour 
tout W <£ Wfest Cra. 

THÉORÈME 2. Soit f une fonction continue sur W holomorphe sur W telle 
que la restriction à M de sa partie réelle soit Cr,a (r ^ p, a e [0, 1[ ). Alors 
pour tout W <£ W: 

f est C r 'a pour r ^ p - 1, a e ]0, 1[ 
f est Cr~ pour r ^ p, a = 0. 

Introduisons les notations communes aux démonstrations de ces deux 
théorèmes. 

Fixons F C T et considérons un troisième cône F ' tel que F C F ' C 
T. Il existe TV cônes A isomorphes à R+ telles que 

N * 

où Ŵ  = R" 4- /A- au voisinage de 0. On supposera dans la suite A- égal 
àRV 

Considérons x une fonction C°° sur C" à support compact valant 1 au 
voisinage de 0 et à 8 plat sur R" réelle sur R" et soit u = x ' f ° Z^. 
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Les estimations de Cauchy à l'intérieur de W" donnent pour tout multi-
indice s : 

3S /(Z) 

dz° 
Qll/llc csll/llc 

d(z, bw"T d(z, M)1 W 

Comme 

du 

dw 
= x 2 M. ~ 7* **± j - /•- ^ 9 x 

— o Z 
y = l 3Z, 3H> 8w> 

et 

J (Z*(x -h iy\M)^ \y\ 

on obtient 

3w 

dw ^ c\\f\\c 

où C ne dépend que du choix de x et W. De plus 

Cll/Hoo 
|VM(JC 4- /)>) 

w 
Démonstration du Théorème 1. 
Cas r = 0. Supposons f\M a-lipschitzienne. Les estimations pré

cédentes et la proposition 1 permettent de conclure que / est lip^ 
(fi = a/(\ 4- a) ). Les estimations de Cauchy donnent alors : 

w 
^ 

(*) 
ami/» 

dist(z, bW"): f-p = 
ai/ii/» 

J(z, M) s~ 

et par suite 

|a«| â c • H/iu. 

ai/iig 

La Proposition 2 permet de conclure que u et donc / est a-
lipschitzienne. 

Cas r ^ 1. Si r â 1, la Proposition 3 s'applique maintenant à w avec 
q = r. En effet, les estimations de Cauchy à l'intérieur de W" donnent : 

3 / 

Comme 

= 0(</(z, ft»T|5|+Œ) = 0(</(z, M ) H s | + a ) . 
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et 

3 ^ ; _ 1 32,- 3W£ 

rf(Z(x + i» , M) = *\y\ 

-t(x 
3«T 

+ ty) = o( l#~ -2 + ax 

3W£ 

De même, par la règle de Leibniz, pour \s\ = p, ds[dU/dWh] est somme de 
termes du type 

[3/ 
3z, 

o Z # 
a4M 

^ = 1 

, \ t \ * p - \ 
idWh\ 

qui sont 

o(bi^"2"w+a) = o(\yr
x-^a). 

La Proposition 3 permet d'affirmer que u est Cr sur Wg. 
Par su i t e / e s t Cr jusqu'au bord sur W. Les dérivées partielles d'ordre 

r sont alors a-lipschitziennes sur M (par l'hypothèse que fiM est Cr,ot); le 
cas r = 0 s'applique à chacune de ces dérivées et / est Cr,0L sur W'. 

Démonstration du Théorème 2. Conservons les notations de la démons
tration précédente. 

Cas r = 0. Supposons Re / a-lipschitzienne sur M. Re u est donc 
a-lipschitzienne sur R"; du étant borné, la Proposition 4 permet de 
conclure que u est a-lipschitzienne sur Rw donc / l'est sur M. Par le 
Théorème 1, / l 'es t sur W. 

Cas 1 =̂ r ^ p — 1 a G ]0, 1[. La Proposition 4 s'applique avec q = r. 
En effet les estimations de du faites précédemment sont : 

3«^ + ,» = o ( i / - | - w + a ) . 
Par l'hypothèse, Re u est Cr'a sur R"; par conséquent (Proposition 4) u 
est Cr,a sur R" et / l'est sur M. Le Théorème 1 permet de conclure que / 
l'est sur W. 

Cas r ^ p a = 0. Il suffit de remarquer l'égalité 

cr~ = n cra 

0<«<1 

et d'appliquer le résultat précédent. 
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