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SUR LES TRANSFORMEES DE RIESZ SUR LES GROUPESDE LIE
MOYENNABLESET SUR CERTAINS ESPACES HOMOGENES

NOEL LOHOUE ET SAMI MUSTAPHA

RESUME. Let A bealeftinvariant sub-Laplacianonalie group G and let V bethe
associated gradient. In this paper we investigate the boundness of the Riesz transform
VA~1/2 on Lie groups G which are amenable and with exponential volume growth and
on certain homogenous spaces.

1. Introduction. Soit GungroupedeLieréel connexenon-nécessairement unimod-
ulaireet soit X = {Xg, Xz. .. .. X} un systéme de champsde vecteursinvariants agauche
sur G vérifiant la condition de Hormander (cf. [18]). SoitA= -3 Xj2 le sous-Laplacien
associé au systeme X. On note dg = d'g (resp.: d'g) la mesure de Haar invariante &
gauche (resp.: adroite) sur G et §(g) = d'g/d'g lafonction module sur G normalisée par
o(e) = 1, ou e désigne I'&élément identité de G. Le sous-Laplacien A est formellement
auto-adjoint sur I’ espace L%(G. d'g) associé & la mesure de Haar invariante a droite et
" opérateur A = §%/2A5~1/2 est auto-adjoint sur I espace L2(G, d'g) associé & la mesure
de Haar invariante & gauche. On note Vf = (X f,.... X ) et V =56Y2v5Y2 |y a
trois maniéres naturelles d’ étudier le probleme dela transformée de Riesz dansle casou
le groupe G est non-unimodulaire.

On peut considérer:

(i) L'action de la transformée de Riesz invariante & gauche VA~/2 sur les espaces

LP(G, d'g) associésalamesure de Haar sur G invariante a droite,

(i) I'action de la transformée de Riesz VA~/2 sur les espaces LP(G. d'g) associés a
lamesure de Haar sur G invariante a gauche,

(iii) I'action de la transformée de Riesz invariante & gauche VA~Y/2 sur les espaces
LP(G. d'g) associés & la mesure de Haar sur G invariante a gauche.

Remarquons que dans les cas (i) et (i) la puissance A~Y/2 est définie par le théoréme
spectral et que la bornitude au niveau p = 2 s obtient d’'une maniere formelle. Le
probleme (i) est I'analogue de la transformée de Riesz &tudiée par Sogren et al. dansle
contexte du groupe affine {ax + b} (cf. [5], [13]) et (ii) est |e probléme de Riesz pour le
Laplacien naturel de la Théorie de Hardy-Littlewood (cf. [16]). Pour le probléme (iii),
I’ opérateur A i’ étant pas auto-adjoint sur |’ espace de Hilbert L2(G, d'g), sabornitude au
niveau p = 2 n’est plus acquise. La puissance négative A~/2 se définit dans ce cas par
le semi-groupe exp(—tA) vialaformule

) AY2=¢ /0 12 exp (—tA) dt.
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Remarquonsqu’ on peut aussi etudier destransforméesdeRiesz partielles,i.e., XjA*l/ 2
dansles trois contextes précédents.

Si G est unimodulaire (i.e., si la fonction module est triviale) ces trois manieres
coincident. Dans ce contexte la bornitude de la transformée de Riesz a été établie dans
les cas suivants:

— Pour les groupes de Lie nilpotents (N. Lohoué et N. Th. Varopoulos, cf. [11]).

— Plus généralement pour les groupes de Lie a croissance polyndmiale du volume
(G. Alexopoulos, cf. [ 1]—des résultats partiels ont &té aussi obtenuspar L. Saloff-
Coste, cf. [12]).

— Pour les groupes de Lie unimodulaires non-moyennables (N. Lohoug, cf. [7]).

Pour les groupes unimodulaires moyennables a croissance exponentielle du volume
aucun résultat n’est connu. Enfin pour les groupes non-unimodulaires des résultats par-
tiels ont été obtenus par Sogren et al. dans le contexte du groupe affine (cf. [5], [13]).

Le point de départ de ce travail a été de reprendre les idées de [7] qui utilisent la
non-moyennabilité de G (qui se traduit par une décroissance exponentielle du noyau de
lachaleur) combinéeavec le principe de Harnack pour contourner lesdifficultésliéesala
croissance exponentielle du volume sur G. Nous montrons notamment dans la section 2
guedans|e casdesgroupesde L ieunimodulaires moyennablesacroissance exponentielle
du volume la transformée de Riesz est bornée de I’ espace LP dans un espace d' Orlicz
convenable Ly, pour tout 1 < p < oo. Dans la section 3 nous donnons des résultats
négatifs concernant les transformées de Riesz (ii) et (iii) dans le cas non-unimodulaire
moyennable. Enfin nous consacronsla section 4 al’ &ude de la transformée de Riesz sur
certains espaces homogenes non-moyennables.

2. Transformée de Riesz et espaces d’'Orlicz. La bornitude de la transformée
de Riesz dans le cas des groupes a croissance polynomiale du volume (cf. [1], [12])
repose sur le fait que ces groupes constituent des espaces de type homogéene au sens de
Coifman-Weiss (cf. [3]) et I’ utilisation de la théorie des intégrales singuliéres dans ces
espaces.

Les groupes a croissance exponentielle du volume ne constituent pas des espaces
de type homogene. Pour contourner cette difficulté on peut utiliser les propriétés de
bornitude LP — LY des puissances fractionnaires du sous-Laplacien et le principe de
Harnack. Pour pouvoir énoncer les estimations en question nous avons besoin de fixer
guelques notations.

Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire de croissanceexponentielledu volume
et X = {X.j = 1.....k} un systtme de champs de vecteurs invariants a gauche sur G
vérifiant la condition de Hormander. A un tel systéme on peut associer d’ une maniéere
canonique une distance sur G. Cette distanced(., .) est invariante agauche et compatible
avec la topologie de G. Pour g € G on note |g|lx = d(e,g) et pour r > 0 on note
B(r) = {x € G.|x|x <r}. Il existe alorsun entier d € N tel que VoI[B(r)] ~ r9, r — 0.
Cet entier dépend de G et du systéme de Hormander X et il est appelé dimension locale
deG. Il existe aussi une constantey > 0 telle que VoI[B(r)] < exp(yr).r > 0.
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SoitA=—% XJ-2 le sous-Laplacien associé un systeme de Hormander sur G. Alors
(cf. [18] Théoreme V111.4.2) pour tout 1 < p < oo et « > Otelsque ap < d I’ opérateur
A~*/2 est borné de LP(G. dg) dans LG, dg) pour tout g € | p, df’;p]. Ceci signifie que
s o =1adors

A=Y 2f|| Lae.dg) < Cll||Loc.dg)

pour q € ]p. d—d_"—p] et p < d. En utilisant essentiellement le principe de Harnack
parabolique (cf. la suite pour les détails) on peut alors déduire que pour tout q > p
suffisamment proche de p

2 1A~ f|| ae.ag < Cll fllrc.ag)

i.e. labornitude de la transformée de Riesz de LP dans L% pour g > p aussi proche de p
guel’on veut.

Nous allons commencer par améliorer cette estimation et établir une estimation LP—
LP en introduisant des poids a décroissance exponentielle.

THEOREME 1. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance ex-
ponentielledu volume, A = — 3 ij le sous-Laplacien associé un systéme de Hormander
comme ci-dessus, et V le gradient qui lui correspond. Alors pour tout p > 1 et pour tout
€ > 0il existe une constante C(e, p) > O telle que

leI9VATY?f | dg < Cle. Pl Floeag: € C3(G)-
Il est facile de voir que la méme preuve donne aussi |’ estimation
IVA™2 || pc.ag < Cle. D)€ || ocag- | € CT(G).
Précisons que || V|| Lyc.dg) €st par définition:
p/2 1/p
19l = [ [, (2 %f@F)" *dg| .
Pour la preuve du Théoréme 1 nous alons utiliser la proposition suivante dont la
preuve est une adaptation facile de celle du Théoreme VI11.4.2 de[18].

PrROPOSITION 1. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance
exponentielle du volume et soit A = —ZjXJ-Z le sous-Laplacien associé un systeme
de Hormander sur G et T, = €2, t > 0, le semi-groupe qui lui associé. Notons
Do = CJ°1%/27 1T, dt. Alors pour tout 1 < p < oo et o > O I'opérateur A, ., est
borné de LP(G, dg) dans L%(G, dg) pour tout q > p.

PREUVE DU THEOREME 1. Pour f € C3°(G), écrivons

e—ladvA-1/2f = celd /O Z Y2V T it

gl [*-1/2
ce /O V29T, f dt

+

—elg [ +-1/2
ce /1 t7/ VT f dt
e IRy +e IR f.
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Il est facile devoir (cf. lesdétails dansla preuve du théoreme suivant) quelapartielocale
Ry vérifiel’ estimation

le= Rl < [IRofllp < Call fllp.  f € C3°(G)

pour une constante C; > 0.
Pour estimer la contribution de R., observons d’abord que la fonction de répartition

delafonction p(g) = exp(—e¢|d|), g € G, vérifie
5)
<l|<] -
A

1, 1
mes|¢c(g) > A| = mes {g €G, gl < “log

pour tout 0 < A < 1. D’ou |’ on déduit que

3) 9 ¢ L¥(G. dg).

Il résulte alors de (3) que

4 le™ R lp < lle™ 192 R F g
ou I’indice g est donné par

1 1

€
5 = -
©) qa p 2

Lenoyaudel’ opérateur R, est est donnépar ¢ [5° t=/2V ¢(g) dt ol ¢(g) est lenoyau
du semi-groupe T, et par le principe de de Harnack parabolique local (cf. [18]) il existe
une constante C > O telle que

o [TrVAva@d] < c [T Vog) d
0 i-1/2
< C [Tt (g d
r [ 4-1/2
< C [Tt
D’ou
IR fllq < C'llA1/200( FDllg-
Mais par la proposition 1 on a
(6) 181 /2.00 Fllg < C”|[ .

et par conséquent
IR fllg < ™[I lp.
Il suffit alors d’ utiliser (4) pour conclure.
Lapreuve précédenterepose essentiellement sur le principe de Harnack et | estimation
(6) qui découle du résultat général sur les puissances fractionnaires négatives du sous-
Laplacien A donné dans la proposition 1. Ce résultat est lui méme une conséguence de
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la décroissance en exp (—ct/3) du noyau de la chaleur sur les groupes unimodulaires
moyennables a volume exponentiel. En remontant a cette estimation on peut améliorer
I” estimation (6)—en utilisant desespacesd’ Orlicz convenables(cf. [20] pour ladéfinition
de ces espaces) et obtenir le théoreme suivant;

THEOREME 2. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance
exponentielleduvolumeet {X;,j = 1, ..., k} unsystemedechampsde vecteursinvariants

a gauche sur G vérifiant la conditon de Hormander. Soit A= — Y- XJ-2 le sous-Laplacien
associé a ce systeme. Alorspour tout 1 < j < k et pour toutp > 1

XAY2LP — Ly,
ou Ly, est I'espace d’ Orlicz associé a la fonction W, définie par
—3p-1-e .
AP(—log(n)) * s0<A<1/2

Yo =1 A +B s1/2<A<1
CAP SA>1

ou A, B, C sont choisis de sorte que W, soit convexe et ol e > 0 peut &tre choisi
arbitrairement petit.

PREUVE DU THEOREME 2. Comme précédemment on commence par décomposer
| opérateur X,A~/2:
00 1 00
Xa 2= [TV Tdt=¢ [T Tedt+c [T 02X Tidt = Ro + Reo.
Pour montrer que
R.: LP— Ll.pp

il suffit de montrer qu'il existe deux constantes K > 0 et K’ > O telles que

@ v (B <o

pour toute fonction f € C3(G) telle que || f||, < K'.
Comme plus haut observons que I’ opérateur R, est un opérateur de convolution &
droite dont le noyau est donné par

(@ = ¢ [ 2 (@)t
Par |e principe de Harnack paraboliqueil existe une constante C > 0 telle que

Xior(@)] < Cora(g), t>1, geG.
D’ou I’ on déduit

re@] < Cu [ CYAXu(@) dt < Co [ 2|X0(0)]
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et donc .
[l rol(@ < 2 [ V24T (@) ot

Comme G est un groupe unimodul aire & croissance exponentielle du volume, on sait que
(cf. [18])
Supc $1(9) = éi(€) < Cexp(—ct®), t>1.

Par ailleurs |’ unimodularité de G assure que

| o@dg=1
D’ou, il résulte que

]1/13’

[/G #(Q)P dg| < Cexp—c (l - é) t/3,  pourtoutp’ >1

pour une certaine constante C' > 0 et par conséquent, en utilisant I’inégalité de Holder,

@)1= |[ g I e < Cexp (202 1] 121 TGO,

Ce qui montre que
c
[Tilpos < Cop(~20). 121

Fixons0 <f € C3(G) et fixons A > 0. Ecrivons
©_1/2 — [Ti1/2 © 1/2
/1 t2/2T,f(g) dt /l t th(g)dt+./T =227, f(g) dt,

(le paramétre T > 0 serachoisi ultérieurement). On aalors

;
mes{|R, f| > A} < mes[C/l V2T fdt > ) /2

+mes{C [Tt 2T dt> A /2]
Par ce qui précedeil existe une constante C” telle que
[ eems@ < e (0 1],
Supposonsque A est telle que CC”|| f||, < A/4aorsV T > 1
mes{C [Tt Y2Tifdt> A/2) =0
et en choisissant T = 1 on déduit que
mes{|R, f| > A} =0.

On va donc supposer que
A < A4cCC|| flp.
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On choisit dors T de sorte que

e[~ C 1/3) _A
oc e~ 11lh= 5

T=

~alog (ﬁﬂ

oua=2p/cetb=4CC". Ondéduit alors que

mes{C [“tY2Tifdt> A/2) =0

et donc
.
mes{|R, f| > A} < mes{C/l t_l/thfdt>)\/2}.

Comme le groupe G est unimodulaire le sous-groupe (T;)i>o €st contractant sur tous les
espacesLP(G, dg) et donc

.
| [ 2Tt dtllo < 272 £l

Onaalors

2p
mes(|Rof] > A} < 22107 ] < 2%

Si onimposeaf de vérifier

~alog (bn?upﬂ ()"
1

HprS@

onaalors

mestiRe- Tl > 2 = 2(sczcu)p [—alog(ZA)}%p G)p

et lacondition A < 4CC"|| ||, impliquealors A <1/2.
Soit maintenant K > 1. Ecrivons

./GWp (W) dg = _/Ooo mes{lR:(‘;fl > A} Wo(A) dA
= _/OOO mes{|Ry f| > KA} Wi(\) dX

avec mes{|R,, f| > KA} =0désqueKX > 1/2. D'ou

A wp(|R°°é(g)| dg) <cf 2 (%)p[—alog(zx)]%w;(A) d).

Mais
1 1

1P P
(—) [—alog(2))] WP(A)NWW.

KA
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et il est possible de choisir K de sorte que I'intégrale figurant dans le premier membre
de (7) soit dominée par 1.

Montrons maintenant quel’ opérateur Ry est bornéde LP — LP—commelafonction x?
est dominée par lafonction Wp(x) I’ opérateur Ry seraaussi bornédelL” — Ly, d’apresla
définitiondelanormed Orlicz ||.||w,, cequi acheveralapreuve du theoréme. L' opérateur
Ry peut s’ écrire

c/ol /2% exp (—t(A +1)) dt + c/ol t1/2x, (exp(—tA) —exp (-t + I))) dt
c‘/oOo 12X exp (—t(A +1)) dt — c./lOO t2X; exp (—t(A +1)) dt

Ro

+ c/ol 12 (exp (—tA) — exp (—t(A + I))) dt

—c /1 tY/2X; exp (—t(A + 1)) dt + X1 +4)~Y/?

+<:/O1 /2 (exp(—tA) — exp(—t(A + I))) dt
I+11+111.

La bornitude LP — LP de I’ opérateur | résulte du principe de Harnack parabolique
(qui permet d' affirmer que le noyau X;¢(t) est borné pour t > 1) et de la présence du
facteur exp(—t) qui fait converger I'intégrale. La bornitude de la transformée de Riesz
Il = X(I +A)~%2 est un fait bien connu (cf. [10], [15]). Enfin

X; (exp (—(tn)) — exp (—t(a + I))> = (1 — e )X exp(—tA) ~ tX exp(—tA)

(dansle sens ol les noyaux sont équivalents) et par le Théoréme V.4.2. de [18], il existe
C> Oetc> Otellesque

X (@] < CtY2pa(g). VgeG, VO<t<1

ce qui permet d’ assurer labornitude de 11 et achevela preuve du Théoreme 2.
3. LesgroupesdeLienon-unimodulaires.
3.1. Latransforméede Rieszinvariante a gauche.

THEOREME 3. Soit G un groupe de Lie moyennable connexe non-unimodulaire, A
un sous-Laplacien invariant a gauche sur G comme ci-dessus et V le gradient qui lui
correspond. Alors I’ opérateur VA~Y/2 ' est jamais borné de LP(G, d'g) — LP(G. d'g),
1<p<oo.

REMARQUE. Plus généralement on montre que si le champ de vecteurs X est tel que
X5 # 0, alors|’ opérateur XA~Y/2 n’ est pasbornéde LP(G. d'g) — LP(G.d'g),1 < p < oo.

La preuve de ce résultat est basée sur deux ingrédients: le calcul de la norme
LP(G.d'g) — LP(G.d'g) du semi-groupe exp(—tA) et I'inégalité de Hardy pour les
groupes non-unimodulaires que nous allons commencer par rappeler (cf. [18])
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LEMME 1. Soit G un groupe de Lie connexe non-unimodulaire et X un champ de
vecteur invariant a gauchetel que X6 # 0. Alorspour tout « #0et 1 < p < oo

[1f@Pe*(@)dg < C [ [Xi(@Ps"(@)d. f e C(G).

La moyennabilité de G permet de calculer la norme LP(G.d'g) — LP(G.d'g) du
semi-groupe exp(—t4). Notons p la quantité définie par A(S) = —p?6. Onaaors:

LEMME 2. Soit G un groupe de Lie moyennable non-unimodulaire et A un sous-
Laplacien invariant & gauche comme précédemment. Soit T; = exp(—tA), t > 0 le
semi-groupe engendré par A. Alors

2
p
[ Tell LG dg—trG.dg = EXP \—2t>-
p
PREUVE. On sait que pour f € C3°(G)

Tef0) = Fx m0) = [ 107 dhue(y)

ou dut(g) = ¢t(g)d'g est un mesure de probabilité sur G et ¢:(g) est le noyau de convo-
lution de T, par rapport ad'g (cf. [18]). Ecrivons

Tef(9 = [ [ 67P00 ) T 0y YP() dhue ()] 67760 = [(F7/P)x6 Y/ Prae (6P,
On adonc

/ ITefPo) d'x = / [(F67Y/P) 5 671/P P80 d'x
= / [(F672/Py 67 /Pp P () d'x.

On déduit alors que la norme LP(G,d'g) — LP(G.d'g) de T, est égale a la norme
LP(G, d'g) — LP(G. d'g) de I’ opérateur de convolution pour la mesure §~1/Py,. D’ ol du
fait de la moyennabilité du groupe G (cf. [14])

||Tt|||_p(G,dlg)_.|_p(G,dlg) = / 571/‘)(9) dut(9) = ./51/')(971) du(9)

2
= (6P x po)(e) = e L5Y/P(e) = exp %t.
PREUVE DU THEOREME 3. Pour la preuve du théoréme, supposons qu’il existe un
indice1 < p < oo telle que VA/2 soit bornée, i.e., il existe une constante C > 0 telle

que
IV |eag < ClIAY 2| e dg)-

D’ aprés |'inégalité de Hardy, il existe alors C’' > 0 telle que

[ fllrag < C'||a/3 (e de)-
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Cequi signifieque’ opérateur A~/2 est bornéde LP(G. d'g) — LP(G. d'g). Maisd’ aprés
laformule (4)
A2 (x) = f [c/0 12y, dt] )

et du fait de la moyennabilité de G (comme précédemment) la norme d’ opérateur
LP(G,d'g) — LP(G. d'g) de A~%/2 est donnée par

00 00 p2
c/o t=Y/2(5Y/P % pe)(e) dt = c/o t2exp @tdt <cC

ce qui est absurde.

3.2. LesgroupesWNC. Soit G ungroupedeLieconnexemoyennableet G son algebre
de Lie. Soient N c Q < G respectivement le nilradical et le radical de G (i.e, le
plus grand idéal nilpotent et le plus grand idéal résoluble de G). Alors Q /N =V
et N /[N.N] =W sont des algebres de Lie abéliennes qu’ on identifie & des espaces
vectoriels réels, de plus la représentation adjointe de G induit un homomorphisme
ad:V — Endg(W). Une application R-linéaire A — C est une racine s'il existe 0 #
w e W® C tel que [ad(v) — A(V)]w = 0, pour tout v € V. Soient L;....,Ly € V* les
parties réelles distinctes de ces racines (I' ensemble de ces parties réelles est supposénon
vide). Le groupe G est de type WNC (cf. [16]) S'il existex € Q /N tel queL;j(x) > 0,
ji=1..., met > Lj(x) > 0. Tous les groupes de Lie non-unimodulaires moyennables
de type NC (cf. [17]) sont des groupes WNC (e.g., le groupe affine, les groupes NA
apparaissant dans la décomposition d' lwasawa des groupes semi-simples, les extensions
résolubles des H-groupes (cf. [2]) et plus généralement les groupes non-unimodulaires
moyennabl essur les quelsle noyau delachal eur possede une décroissancepolynomiale).

Un exemple de groupe WNC qui i’ est pas NC: le produit semi-direct R® x R? ol le
produit de deux éléments (x.y. z t. s) et (X. Yy, Z.t'. S) est défini par

xy.zt.9).X.y.Z.t.d) = (x+eX.y+e Y. z+Z.t +t,s+9)

Sur un tel groupe le noyau de la chaleur a une décroissance en exp (—ct/3) (cf. [17]),

mais en dépit de cette décroissance la transformée de Riesz VA2 est pas bornée.
La classe des groupes WNC a été mise en évidence par N. Th. Varopoulos dans le

contexte de la théorie de Hardy-L ittlewood. 1ls possedent la caractérisation suivante

PROPOSITION 2. S G est un groupede Lie de type WNC alors

|A~/ 2||LP(G.d'g)—>Lq(G.d'g) =00
pour tout « > Oetpourtoutl <p<g<2ou2<p<g<oo.

Pour un groupe de type WNC méme un résul}at de bornitude LP—LY% (comme celui
de I’estimation (2)) de la transformée de Riesz VA~1/2 ne peut pas se produire. D’une
maniére plus précise on &
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THEOREME 4. Soit G un groupe de Lie moyennable non-unimodulaire, A un sous-
Laplacien invariant & gauche sur G comme précédemment et V le gradient qui lui
correspond. Alors I’ opérateur VA~Y/2 ' est jamais borné de LP(G, d'g) — LP(G. d'g),
pour tout p # 2. S de plus G est de type WNC alors cet opérateur n’est jamais bornéde
LP(G.d'g) — LYG,d'g), pour tout 1 < p<q<2o0u2<p<q< oo.

PREUVE DU THEOREME 4. Fixonsp < q < 2 et supposons que |’ opérateur VA-1/2
soit borné de LP(G, d'g) — L9(G, d'g). Il existe alors une constante C > 0 telle que

IV lLa@ag < ClIAY 2| o ag)-

et donc
16Y2V6 % || Lac.ag < ClI6Y2AY 267 % || g.ag-

en remplacant f par §1/2f ceci s écrit encore

1642V [l ag < CI8Y 2072 | -

Mais
1 1/2
HCSl/ZVf”Lq(GAd'g) - [/6“/2|Vflq d|g] /a - [/5(q/2_1)|Vf|q drg] /
Comme q
>~ 1#0

on peut utiliser le Lemme 1 et déduire qu'il existe une constante C’ telle que
c /5(Q/2*1)|Vf|q dg > /5(Q/271)| fladg = /5Q/2|f|q dg.

On adonc 1
|[#21]d g "< 620 % Lo g

et par conséquent
a ] 1/271/2¢-1/2 _ ~IIRY2
111 dg] " < Clist2at257/2f | g g9 = CIAY # luse g

ce qui signifie que I'opérateur A~/2 est borné de LP(G,d'g) — L9(G,d'g). Ceci est
impossible, dansle casou p = g du fait que

~ 1 1)\2
I|Tt||LP(G,d'(g))HLP(G.d' (@) = EXp (Pz (F_) - E) ) t>0,

par un calcul similaire a celui du paragraphe précédent (cf. [16] ou ce calcul est fait).
Ceci est aussi impossible, pour 1 < p < g < 2, en vertu de la proposition 1, dés G est
de type WNC. Il est clair qu’'on ale méme résultat dansle casou g > p > 2. Ce qui
achévela preuve du Théoreme 4.
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4. Lecasdesespaceshomogenes. Soit G un groupe de Lie unimodulaire connexe
et H C G un sous-groupe fermé unimodulaire de G. On note M = H \ G I'espace
homogene des classes a droite § = Hg de G selon H. Le groupe G opére sur M a droite:
sige Metse Gonposeds=Hgs.

Rappelonsque |’ espace homogéneM = H \ G est dit G-moyennable (ou moyennable)
S'il existe sur M une moyenne (sur I’ espace des fonctions bornées uniformément contin-
ues sur M) invariante par I’ action a droite de G (cf. [4]). Dans la suite on supposerale
groupe G non moyennableet I’ espace homogéne H \ G non-moyennableau sensindiqué.

Sous les hypotheses ci-dessus la mesure invariante sur M (que nous noterons dm)
vérifie laformule de désintégration

(®) Lf@da= [ (/,f(hg)dn) dm(@).

Soit X ={X.j=1,.... k} un systtme de champs de vecteursinvariants a gauche sur
G vérifiant la condition de Hormander et soit A = — % ij le sous-Laplacien associé a
ce systeme. On notera |.|x la distance de controle sur G associée au systeme X et ¢(.),
t > 0, le noyau correspondant au semi-groupe e, Si on note py(x.y), t > 0, X,y € M
le noyau du semi-groupe T; = e 1"(®) t > 0, aors par laformule de désintégration (11),
ona
p.§) = [, lx y)dh.

pourX,y € M etx = m(x), y = 7(y). En particulier le noyau p(., .) est symétrique. Notons
k
— \f |2 2 —
A= mf{é/M |dr(X)f |2dm(x). /M |f()[? dm(x) = 1}.

Du fait de la non-moyennabilité de M le gap spectral A est strictement positif.
Soit t > 2, utilisant la symétrie du noyau py(.,.) €t la propriété de semi-groupe on
peut écrire

I Tell s amy—tomamy < ITay2ll3 ol Teeallz—2
< Ce sy [ [, P (¢ ) dm(y)
< Ce M supey [pa(x X))
Mais d’aprés[19] c
Vol (B(x. 1))
ou B(x, 1) est la boule de M centre x et de rayon 1 associée a la distance induite par

le systéme de Hormander X sur M (i.e., la distance définie par d(x,y) = inf{|x"hy]x,
h € H}). Onaainsi I’ estimation

P1(X X) <

Ce—)\t

T 00 <. , t>2
Il est facile de vérifier que les arguments de la section 2 conduisent alors au théoréme
suivant:
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THEOREME 5. Soient G et H comme ci-dessus. Supposons gue le sous-groupe H est
tel que I’ espace homogéneM = H \ G vérifiela condition

9 inf Voly (B(x.1)) > 0.
Alorspour tout 1 <j < ket pour toutp> 1
drr(X))dm(8)~Y2: LP(M, dm) — Lo, (M. dm)

ou Lo, (M, dm) est I’ espace d’ Orlicz associé a la fonction @, définie par

—ip-1-e .
AP(—log(N)) P go<a< 1/2
Pp(A) = AN +B s1/2<A<1
CAP sA>1

ou A, B, C sont choisis de sorte que ®, soit convexe et oli e > 0 peut &re choisi
arbitrairement petit.

Notons enfin gu’ indépendamment de la condition (9) on ale théoréme suivant (pour
un énonceé plus général cf. [9]):

THEOREME 6. Soit {X;.j = 1...., k} un systeme de champs de vecteurs invariants

a gauche sur SL,(C) vérifiant la condition de Hormander. Soit A = — ZjXJ-Z le sous-
Laplacien associé a ce systeme. Soit M = SL,(R) \ SL,(C) I'espace homogene des
classesa droite modulo SL,(R) et 7 la projection canonique : SL,(C) — M. Alors pour
toutj=1,..., k, et pour tout 1 < p < oo il existe C > O telle que

—1/2
1dr() (dr(@) % lony < Cllfllioay T € CFM).

Indiquons les grandes lignes de la preuve du Théoreme 6. On note K(g), g € G le
noyau de convolution associé & I’ opérateur A~/2 sur G. Soit ¢ € C3(G) une fonction
qui vaut 1 sur un voisinagede e et ¢ = 1 — . Décomposons le noyau de convolution
associé a X;A~%/2 comme

XK(g) = X[»K](g) + X[¥K](Q)-

En utilisant la formule (8) on voit facilement que le noyau associé a I’ opérateur
dr(X;) (dr(8)) ' est donné par

R(x, ¥) = /H XK (y~*h~2x) dh
oux, Yy € G sonttelsquen(x) = X et w(y) =y et par consequent

RG&) = [ XleKI(y ™t dh+ [ X[eKI(ythx) dh
= Ro(X.9) + Roo(.Y).
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Comme le noyau de convolution [¢K] (g) est & support compact, |’ opérateur de
convolution par X;(¢K) est borné sur LP(G), (cf. [7]). On peut aors en déduire par un
transfert approprié que |’ opérateur associé au noyau Ro(., .) est bornésur LP(H \ G) pour
tout 1 < p < oo.

L’estimation de la contribution du noyau R.(.,.) est plus délicate. On remarque
d abord (cf. [7]) que X[¢¥K](g) est dans LP(G) pour tout 1 < p < oo. D’autre part,
dans la formule de Plancherel de L?(H \ G) il n'y a qu’une série complémentaire qui
intervient (cf. [4]). Comme chaque coefficient d’une série complémentaire (r,(g)u, v)
est dans L9(G) pour g > q, (cf. [6], [8]) il S'en suit que I’ opérateur induit par un noyau
f(9), g € G, sur L>(H \ G) est borné des quef € LP(G) pour tout 1 < p < ¢, ol ¢, est
I’ exposant conjugué de g,. On a alors les applications suivantes:

LP(G) — END[L*(H \ G)|.

pour tout 1 < p < ¢, et
LY(G) — END[L'(H \ G)|.

ol END[L"(H \ G)] désigne I’ espace des endomorphismesde L"(H \ G). Un argument
facile d'interpolation (cf. [8]) permet alors de déduire que I’ opérateur associé au noyau
R (., .) est borné sur LP(H \ G) pour tout 1 < p < 2. Un raisonnement anal ogue permet
detraiter lecas2 < p < oo.
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