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SUR LES TRANSFORMÉES DE RIESZ SUR LES GROUPES DE LIE
MOYENNABLES ET SUR CERTAINS ESPACES HOMOGÈNES

NOËL LOHOUÉ ET SAMI MUSTAPHA

RÉSUMÉ. Let ∆ be a left invariant sub-Laplacian on a Lie group G and letr be the
associated gradient. In this paper we investigate the boundness of the Riesz transform
r∆�1Û2 on Lie groups G which are amenable and with exponential volume growth and
on certain homogenous spaces.

1. Introduction. Soit G un groupe de Lie réel connexe non-nécessairementunimod-
ulaire et soit X = fX1ÒX2Ò    ÒXkg un système de champs de vecteurs invariants à gauche
sur G vérifiant la condition de Hörmander (cf. [18]). Soit ∆ = �

P
X2

j le sous-Laplacien
associé au système X . On note dg = dlg (resp.: drg) la mesure de Haar invariante à
gauche (resp.: à droite) sur G et é(g) = drgÛdlg la fonction module sur G normalisée par
é(e) = 1, où e désigne l’élément identité de G. Le sous-Laplacien ∆ est formellement
auto-adjoint sur l’espace L2(GÒ drg) associé à la mesure de Haar invariante à droite et
l’opérateur ∆̃ = é1Û2∆é�1Û2 est auto-adjoint sur l’espace L2(GÒ dlg) associé à la mesure
de Haar invariante à gauche. On note rf = (X1 f Ò    ÒXk f ) et r̃ = é1Û2ré�1Û2. Il y a
trois manières naturelles d’étudier le problème de la transformée de Riesz dans le cas où
le groupe G est non-unimodulaire.

On peut considérer:
(i) L’action de la transformée de Riesz invariante à gauche r∆�1Û2 sur les espaces

Lp(GÒ drg) associés à la mesure de Haar sur G invariante à droite,
(ii) l’action de la transformée de Riesz r̃∆̃�1Û2 sur les espaces Lp(GÒ dlg) associés à

la mesure de Haar sur G invariante à gauche,
(iii) l’action de la transformée de Riesz invariante à gauche r∆�1Û2 sur les espaces

Lp(GÒ dlg) associés à la mesure de Haar sur G invariante à gauche.
Remarquons que dans les cas (i) et (ii) la puissance ∆�1Û2 est définie par le théorème

spectral et que la bornitude au niveau p = 2 s’obtient d’une manière formelle. Le
problème (i) est l’analogue de la transformée de Riesz étudiée par Sögren et al. dans le
contexte du groupe affine fax + bg (cf. [5], [13]) et (ii) est le problème de Riesz pour le
Laplacien naturel de la Théorie de Hardy-Littlewood (cf. [16]). Pour le problème (iii),
l’opérateur ∆ n’étant pas auto-adjoint sur l’espace de Hilbert L2(GÒ dlg), sa bornitude au
niveau p = 2 n’est plus acquise. La puissance négative ∆�1Û2 se définit dans ce cas par
le semi-groupe exp(�t∆) via la formule

(1) ∆�1Û2 = c
Z 1

0
t�1Û2 exp (�t∆) dt
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Remarquons qu’on peut aussi étudier des transformées de Riesz partielles, i.e., Xj∆�1Û2

dans les trois contextes précédents.
Si G est unimodulaire (i.e., si la fonction module est triviale) ces trois manières

coincident. Dans ce contexte la bornitude de la transformée de Riesz a été établie dans
les cas suivants:

� Pour les groupes de Lie nilpotents (N. Lohoué et N. Th. Varopoulos, cf. [11]).
� Plus généralement pour les groupes de Lie à croı̂ssance polynômiale du volume

(G. Alexopoulos, cf. [1]—des résultats partiels ont été aussi obtenus par L. Saloff-
Coste, cf. [12]).

� Pour les groupes de Lie unimodulaires non-moyennables (N. Lohoué, cf. [7]).
Pour les groupes unimodulaires moyennables à croı̂ssance exponentielle du volume

aucun résultat n’est connu. Enfin pour les groupes non-unimodulaires des résultats par-
tiels ont été obtenus par Sögren et al. dans le contexte du groupe affine (cf. [5], [13]).

Le point de départ de ce travail a été de reprendre les idées de [7] qui utilisent la
non-moyennabilité de G (qui se traduit par une décroissance exponentielle du noyau de
la chaleur) combinée avec le principe de Harnack pour contourner les difficultés liées à la
croissance exponentielle du volume sur G. Nous montrons notamment dans la section 2
que dans le cas des groupes de Lie unimodulaires moyennables à croı̂ssance exponentielle
du volume la transformée de Riesz est bornée de l’espace Lp dans un espace d’Orlicz
convenable LΨp pour tout 1 Ú p Ú 1. Dans la section 3 nous donnons des résultats
négatifs concernant les transformées de Riesz (ii) et (iii) dans le cas non-unimodulaire
moyennable. Enfin nous consacrons la section 4 à l’étude de la transformée de Riesz sur
certains espaces homogènes non-moyennables.

2. Transformée de Riesz et espaces d’Orlicz. La bornitude de la transformée
de Riesz dans le cas des groupes à croı̂ssance polynomiale du volume (cf. [1], [12])
repose sur le fait que ces groupes constituent des espaces de type homogène au sens de
Coifman-Weiss (cf. [3]) et l’utilisation de la théorie des intégrales singulières dans ces
espaces.

Les groupes à croı̂ssance exponentielle du volume ne constituent pas des espaces
de type homogène. Pour contourner cette difficulté on peut utiliser les propriétés de
bornitude Lp ! Lq des puissances fractionnaires du sous-Laplacien et le principe de
Harnack. Pour pouvoir énoncer les estimations en question nous avons besoin de fixer
quelques notations.

Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire de croissance exponentielle du volume
et X = fXjÒ j = 1Ò    Ò kg un système de champs de vecteurs invariants à gauche sur G
vérifiant la condition de Hörmander. A un tel système on peut associer d’une manière
canonique une distance sur G. Cette distance d(Ò ) est invariante à gauche et compatible
avec la topologie de G. Pour g 2 G on note jgjX = d(eÒ g) et pour r Ù 0 on note
B(r) = fx 2 GÒ jxjX � rg. Il existe alors un entier d 2 N tel que Vol[B(r)] ¾ rd, r ! 0.
Cet entier dépend de G et du système de Hörmander X et il est appelé dimension locale
de G. Il existe aussi une constante ç Ù 0 telle que Vol[B(r)] � exp (çr)Ò r Ù 0.
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Soit ∆ = �
P

X2
j le sous-Laplacien associé un système de Hörmander sur G. Alors

(cf. [18] Théorème VIII.4.2) pour tout 1 Ú p Ú 1 et ã Ù 0 tels que ãp Ú d l’opérateur
∆�ãÛ2 est borné de Lp(GÒ dg) dans Lq(GÒ dg) pour tout q 2

i
pÒ dp

d�ãp

i
. Ceci signifie que

si ã = 1 alors
k∆�1Û2fkLq(GÒdg) � Ck fkLp(GÒdg)

pour q 2
i

pÒ dp
d�p

i
et p Ú d. En utilisant essentiellement le principe de Harnack

parabolique (cf. la suite pour les détails) on peut alors déduire que pour tout q Ù p
suffisamment proche de p

(2) kXj∆�1Û2fkLq(GÒdg) � Ck fkLp(GÒdg)

i.e. la bornitude de la transformée de Riesz de Lp dans Lq pour q Ù p aussi proche de p
que l’on veut.

Nous allons commencer par améliorer cette estimation et établir une estimation Lp—
Lp en introduisant des poids à décroissance exponentielle.

THÉORÈME 1. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance ex-
ponentielle du volume, ∆ = �

P
X2

j le sous-Laplacien associé un système de Hörmander
comme ci-dessus, et r le gradient qui lui correspond. Alors pour tout p Ù 1 et pour tout
è Ù 0 il existe une constante C(èÒ p) Ù 0 telle que

ke�èjgjr∆�1Û2fkLp(GÒdg) � C(èÒ p)k fkLp (GÒdg)Ò f 2 C1
0 (G)

Il est facile de voir que la même preuve donne aussi l’estimation

kr∆�1Û2fkLp(GÒdg) � C(èÒ p)keèjgjfkLp(GÒdg)Ò f 2 C1
0 (G)

Précisons que krfkLp(GÒdg) est par définition:

krfkLp(GÒdg) =
�Z

G

�X
jXjf (g)j2

�pÛ2
dg
½1Ûp



Pour la preuve du Théorème 1 nous allons utiliser la proposition suivante dont la
preuve est une adaptation facile de celle du Théorème VIII.4.2 de [18].

PROPOSITION 1. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance
exponentielle du volume et soit ∆ = �

P
X2

j le sous-Laplacien associé un système
de Hörmander sur G et Tt = e�t∆, t Ù 0, le semi-groupe qui lui associé. Notons
∆ãÒ1 = c

R1
1 tãÛ2�1Tt dt. Alors pour tout 1 Ú p Ú 1 et ã Ù 0 l’opérateur ∆ãÒ1 est

borné de Lp(GÒ dg) dans Lq(GÒ dg) pour tout q Ù p.

PREUVE DU THÉORÈME 1. Pour f 2 C1
0 (G), écrivons

e�èjgjr∆�1Û2f = ce�èjgj
Z 1

0
t�1Û2rTt f dt

= ce�èjgj
Z 1

0
t�1Û2rTt f dt

+ ce�èjgj
Z 1

1
t�1Û2rTt f dt

= e�èjgjR0 f + e�èjgjR1 f Ò
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Il est facile de voir (cf. les détails dans la preuve du théorème suivant) que la partie locale
R0 vérifie l’estimation

ke�èjgjR0 fkp � kR0 fkp � C1k fkpÒ f 2 C1
0 (G)

pour une constante C1 Ù 0.
Pour estimer la contribution de R1 observons d’abord que la fonction de répartition

de la fonction ßè(g) = exp (�èjgj), g 2 G, vérifie

mes
h
ßè(g) Ù ï

i
= mes

"
g 2 GÒ jgj �

1
è

log
1
ï

#
�

 
1
ï

! ç

è

Ò

pour tout 0 Ú ï � 1. D’où l’on déduit que

(3) e�èjgj 2 L
2ç
è (GÒ dg)

Il résulte alors de (3) que

(4) ke�èjgjR1 fkp � ke�èjgjk 2ç
è

kR1 fkq

où l’indice q est donné par

(5)
1
q

=
1
p
�

è

2ç


Le noyau de l’opérateur R1 est est donné par c
R1
1 t�1Û2rût(g) dt où ût(g) est le noyau

du semi-groupe Tt et par le principe de de Harnack parabolique local (cf. [18]) il existe
une constante C Ù 0 telle que

þþþþc Z 1

1
t�1Û2rût(g) dt

þþþþ � c
Z 1

1
t�1Û2jrût(g)j dt

� C
Z 1

1
t�1Û2ût+1(g) dt

� C0
Z 1

1
t�1Û2ût(g) dt

D’où
kR1 fkq � C0k∆1Û2Ò1(j f j)kq

Mais par la proposition 1 on a

(6) k∆1Û2Ò1 fkq � C00k fkp

et par conséquent
kR1 fkq � C000k fkp

Il suffit alors d’utiliser (4) pour conclure.
La preuve précédente repose essentiellement sur le principe de Harnack et l’estimation

(6) qui découle du résultat général sur les puissances fractionnaires négatives du sous-
Laplacien ∆ donné dans la proposition 1. Ce résultat est lui même une conséquence de
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la décroı̂ssance en exp (�ct1Û3) du noyau de la chaleur sur les groupes unimodulaires
moyennables à volume exponentiel. En remontant à cette estimation on peut améliorer
l’estimation (6)—en utilisant des espaces d’Orlicz convenables (cf. [20] pour la définition
de ces espaces) et obtenir le théorème suivant:

THÉORÈME 2. Soit G un groupe de Lie réel connexe unimodulaire de croissance
exponentielle du volume et fXjÒ j = 1Ò    Ò kg un système de champs de vecteurs invariants
à gauche sur G vérifiant la conditon de Hörmander. Soit ∆ = �

P
X2

j le sous-Laplacien
associé à ce système. Alors pour tout 1 � j � k et pour tout p Ù 1

Xj∆�1Û2: Lp ! LΨp

où LΨp est l’espace d’Orlicz associé à la fonction Ψp définie par

Ψp(ï) =

8>><
>>:
ïp
�
� log(ï)

�� 3
2 p�1�è

si 0 Ú ï Ú 1Û2
Aï + B si 1Û2 Ú ï Ú 1
Cïp si ï ½ 1

où A, B, C sont choisis de sorte que Ψp soit convexe et où è Ù 0 peut être choisi
arbitrairement petit.

PREUVE DU THÉORÈME 2. Comme précédemment on commence par décomposer
l’opérateur Xj∆�1Û2:

Xj∆�1Û2 = c
Z 1

0
t�1Û2XjTt dt = c

Z 1

0
t�1Û2XjTt dt + c

Z 1

1
t�1Û2XjTt dt = R0 + R1

Pour montrer que
R1: Lp ! LΨp

il suffit de montrer qu’il existe deux constantes K Ù 0 et K0 Ù 0 telles que

(7)
Z

G
Ψp

 
jR1 f (g)j

K

!
� 1

pour toute fonction f 2 C1
0 (G) telle que k fkp � K0.

Comme plus haut observons que l’opérateur R1 est un opérateur de convolution à
droite dont le noyau est donné par

r1(g) = c
Z 1

1
t�1Û2Xjût(g) dt

Par le principe de Harnack parabolique il existe une constante C Ù 0 telle que

jXjût(g)j � Cût+1(g)Ò t ½ 1Ò g 2 G

D’où l’on déduit

jr1(g)j � C1

Z 1

1
t�1Û2jXjût+1(g)j dt � C2

Z 1

1
t�1Û2jXjût(g)j dt
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et donc
j f j Ł jr1j(g) � C2

Z 1

1
t�1Û2XjTt(j f j)(g) dt

Comme G est un groupe unimodulaire à croissance exponentielle du volume, on sait que
(cf. [18])

supg2G ût(g) = ût(e) � C exp (�ct1Û3)Ò t ½ 1

Par ailleurs l’unimodularité de G assure que

Z
G
ût(g) dg = 1

D’où, il résulte que

�Z
G
ût(g)p0 dg

½1Ûp0

� C0 exp�c
 

1�
1
p0

!
t1Û3Ò pour tout p0 ½ 1

pour une certaine constante C0 Ù 0 et par conséquent, en utilisant l’inégalité de Hölder,

jTt f (g)j =
þþþþZ ût(g�1h) f (h) dh

þþþþ � C0 exp
 
�

c
p

t1Û3
!
k fkpÒ t ½ 1Ò f 2 C1

0 (G)

Ce qui montre que

kTtkp!1 � C0 exp
 
�

c
p

t1Û3
!
Ò t ½ 1

Fixons 0 � f 2 C1
0 (G) et fixons ï Ù 0. Ecrivons

Z 1

1
t�1Û2Tt f (g) dt =

Z T

1
t�1Û2Tt f (g) dt +

Z 1

T
t�1Û2Tt f (g) dtÒ

(le paramètre T Ù 0 sera choisi ultérieurement). On a alors

mesfjR1 f j Ù ïg � mes
(

C
Z T

1
t�1Û2Tt f dt Ù ïÛ2

)
+ mes

²
C
Z 1

T
t�1Û2Tt f dt Ù ïÛ2

¦


Par ce qui précède il existe une constante C00 telle que

Z 1

T
t�1Û2Tt f (g) dt � C00 exp

 
�

c
2p

T1Û3
!
k fkp

Supposons que ï est telle que CC00k fkp Ú ïÛ4 alors 8 T ½ 1

mes
²

C
Z 1

T
t�1Û2Tt f dt Ù ïÛ2

¦
= 0

et en choisissant T = 1 on déduit que

mesfjR1 f j Ù ïg = 0

On va donc supposer que
ï � 4CC00k fkp
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On choisit alors T de sorte que

CC00 exp
 
�

c
2p

T1Û3
!
k fkp =

ï

4

i.e.,

T =

2
4�a log

0
@ ï

bk fkp

1
A
3
53

où a = 2pÛc et b = 4CC00. On déduit alors que

mes
²

C
Z 1

T
t�1Û2Tt f dt Ù ïÛ2

¦
= 0

et donc

mes fjR1 f j Ù ïg � mes
(

C
Z T

1
t�1Û2Tt f dt Ù ïÛ2

)


Comme le groupe G est unimodulaire le sous-groupe (Tt)t½0 est contractant sur tous les
espaces Lp(GÒ dg) et donc

k
Z T

1
t�1Û2Tt f dtk2 � 2T1Û2k fkp

On a alors

mesfjR1 f j Ù ïg �
22p

ïp
TpÛ2k fkp � 22p

2
4�a log

0
@ ï

bk fkp

1
A
3
5

3p
2  k fkp

ï

!p



Si on impose à f de vérifier

k fkp �
1

8CC00

on a alors

mesfjR1 f j Ù ïg � 2
 

2
8CC00

!p h
�a log(2ï)

i 3p
2

 
1
ï

!p

et la condition ï � 4CC00k fkp implique alors ï � 1Û2.
Soit maintenant K Ù 1. Ecrivons

Z
G

Ψp

 
jR1 f (g)j

K

!
dg =

Z 1

0
mes

(
jR1 f j

K
Ù ï

)
Ψ0

p(ï) dï

=
Z 1

0
mes fjR1 f j Ù KïgΨ0

p(ï) dï

avec mesfjR1 f j Ù Kïg = 0 dès que Kï ½ 1Û2. D’où

Z
G

Ψp

 
jR1 f (g)j

K
dg
!
� C000

Z 1Û2K

0

 
1

Kï

!p h
�a log(2ï)

i 3p
2 Ψ0

p(ï) dï

Mais  
1

Kï

!p h
�a log(2ï)

i 3p
2 Ψ0

p(ï) ¾
1

Kp

1
ï(� log ï)1+è

Ò ï ! 0
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et il est possible de choisir K de sorte que l’intégrale figurant dans le premier membre
de (7) soit dominée par 1.

Montrons maintenant que l’opérateur R0 est borné de Lp ! Lp—comme la fonction xp

est dominée par la fonction Ψp(x) l’opérateur R0 sera aussi borné de Lp ! LΨp d’après la
définition de la norme d’Orlicz kkΨp , ce qui achèvera la preuve du théorème. L’opérateur
R0 peut s’écrire

R0 = c
Z 1

0
t�1Û2Xj exp

�
�t(∆ + I)

�
dt + c

Z 1

0
t�1Û2Xj

�
exp (�t∆) � exp

�
�t(∆ + I)

��
dt

= c
Z 1

0
t�1Û2Xj exp

�
�t(∆ + I)

�
dt � c

Z 1

1
t�1Û2Xj exp

�
�t(∆ + I)

�
dt

+ c
Z 1

0
t�1Û2Xj

�
exp (�t∆) � exp

�
�t(∆ + I)

��
dt

= �c
Z 1

1
t�1Û2Xj exp

�
�t(∆ + I)

�
dt + Xj(I + ∆)�1Û2

+ c
Z 1

0
t�1Û2Xj

�
exp (�t∆) � exp

�
�t(∆ + I)

��
dt

= I + II + III

La bornitude Lp ! Lp de l’opérateur I résulte du principe de Harnack parabolique
(qui permet d’affirmer que le noyau Xjû(t) est borné pour t Ù 1) et de la présence du
facteur exp(�t) qui fait converger l’intégrale. La bornitude de la transformée de Riesz
II = Xj(I + ∆)�1Û2 est un fait bien connu (cf. [10], [15]). Enfin

Xj

�
exp

�
�(t∆)

�
� exp

�
�t(∆ + I)

��
= (1 � e�t)Xj exp (�t∆) ¾ tXj exp (�t∆)

(dans le sens où les noyaux sont équivalents) et par le Théorème V.4.2. de [18], il existe
C Ù 0 et c Ù 0 telles que

jXjût(g)j � Ct�1Û2pct(g)Ò 8 g 2 GÒ 8 0 Ú t Ú 1

ce qui permet d’assurer la bornitude de III et achève la preuve du Théorème 2.

3. Les groupes de Lie non-unimodulaires.

3.1. La transformée de Riesz invariante à gauche.

THÉORÈME 3. Soit G un groupe de Lie moyennable connexe non-unimodulaire, ∆
un sous-Laplacien invariant à gauche sur G comme ci-dessus et r le gradient qui lui
correspond. Alors l’opérateur r∆�1Û2 n’est jamais borné de Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg),
1 � p � 1.

REMARQUE. Plus généralement on montre que si le champ de vecteurs X est tel que
Xé 6= 0, alors l’opérateur X∆�1Û2 n’est pas borné de Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg), 1 � p � 1.

La preuve de ce résultat est basée sur deux ingrédients: le calcul de la norme
Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg) du semi-groupe exp(�t∆) et l’inégalité de Hardy pour les
groupes non-unimodulaires que nous allons commencer par rappeler (cf. [18])
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LEMME 1. Soit G un groupe de Lie connexe non-unimodulaire et X un champ de
vecteur invariant à gauche tel que Xé 6= 0. Alors pour tout ã 6= 0 et 1 � p � 1

Z
j f (g)jpéã(g) drg � C

Z
jXf (g)jpéã(g) drgÒ f 2 C1

0 (G)

La moyennabilité de G permet de calculer la norme Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg) du
semi-groupe exp(�t∆). Notons ö la quantité définie par ∆(é) = �ö2é. On a alors:

LEMME 2. Soit G un groupe de Lie moyennable non-unimodulaire et ∆ un sous-
Laplacien invariant à gauche comme précédemment. Soit Tt = exp(�t∆), t ½ 0 le
semi-groupe engendré par ∆. Alors

kTtkLp(GÒdlg)!Lp(GÒdlg) = exp

0
@ö2

p2
t

1
A

PREUVE. On sait que pour f 2 C1
0 (G)

Tt f (x) = f Ł ñt(x) =
Z

f (xy�1) dñt( y)

où dñt(g) = ût(g)drg est un mesure de probabilité sur G et ût(g) est le noyau de convo-
lution de Tt par rapport à dlg (cf. [18]). Ecrivons

Tt f (x) =
�Z

é�1Ûp(xy�1) f (xy�1)é�1Ûp( y) dñt( y)
½
é1Ûp(x) =

h
( f é�1Ûp)Łé�1Ûpñt

i
(x)é1Ûp(x)

On a donc

Z
jTt f jp(x) dlx =

Z h
( f é�1Ûp) Ł é�1Ûpñt

ip
(x)é(x) dlx

=
Z h

( f é�1Ûp) Ł é�1Ûpñt

ip
(x) drx

On déduit alors que la norme Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg) de Tt est égale à la norme
Lp(GÒ drg) ! Lp(GÒ drg) de l’opérateur de convolution pour la mesure é�1Ûpñt . D’où du
fait de la moyennabilité du groupe G (cf. [14])

kTtkLp(GÒdlg)!Lp(GÒdlg) =
Z
é�1Ûp(g) dñt(g) =

Z
é1Ûp(g�1) dñt(g)

= (é1Ûp Ł ñt)(e) = e�t∆é1Ûp(e) = exp
ö2

p2
t

PREUVE DU THÉORÈME 3. Pour la preuve du théorème, supposons qu’il existe un
indice 1 � p � 1 telle que r∆�1Û2 soit bornée, i.e., il existe une constante C Ù 0 telle
que

krfkLp(GÒdlg) � Ck∆1Û2fkLp(GÒdlg)

D’après l’inégalité de Hardy, il existe alors C0 Ù 0 telle que

k fkLp(GÒdlg) � C0k∆1Û2fkLp(GÒdlG)
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SUR LES TRANSFORMÉES DE RIESZ 1099

Ce qui signifie que l’opérateur ∆�1Û2 est borné de Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg). Mais d’après
la formule (4)

∆�1Û2f (x) = f Ł
�
c
Z 1

0
t�1Û2ñt dt

½
(x)

et du fait de la moyennabilité de G (comme précédemment) la norme d’opérateur
Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg) de ∆�1Û2 est donnée par

c
Z 1

0
t�1Û2(é1Ûp Ł ñt)(e) dt = c

Z 1

0
t�1Û2 exp

ö2

p2
t dt � cC0

ce qui est absurde.

3.2. Les groupes WNC. Soit G un groupe de Lie connexe moyennable et G son algèbre
de Lie. Soient N ² Q ² G respectivement le nilradical et le radical de G (i.e., le
plus grand idéal nilpotent et le plus grand idéal résoluble de G). Alors Q ÛN = V
et N Û[N ÒN ] = W sont des algèbres de Lie abéliennes qu’on identifie à des espaces
vectoriels réels, de plus la représentation adjointe de G induit un homomorphisme
ad: V ! EndR(W). Une application R-linéaire ï ! C est une racine s’il existe 0 6=
w 2 W 
 C tel que [ad(v) � ï(v)]w = 0, pour tout v 2 V. Soient L1Ò    ÒLm 2 VŁ les
parties réelles distinctes de ces racines (l’ensemble de ces parties réelles est supposé non
vide). Le groupe G est de type WNC (cf. [16]) s’il existe x 2 Q ÛN tel que Lj(x) ½ 0,
j = 1Ò    Òm et

P
Lj(x) Ù 0. Tous les groupes de Lie non-unimodulaires moyennables

de type NC (cf. [17]) sont des groupes WNC (e.g., le groupe affine, les groupes NA
apparaı̂ssant dans la décomposition d’Iwasawa des groupes semi-simples, les extensions
résolubles des H-groupes (cf. [2]) et plus généralement les groupes non-unimodulaires
moyennables sur les quels le noyau de la chaleur possède une décroissance polynomiale).

Un exemple de groupe WNC qui n’est pas NC: le produit semi-direct R3 å R2 où le
produit de deux éléments (xÒ yÒ zÒ tÒ s) et (x0Ò y0Ò z0Ò t0Ò s0) est défini par

(xÒ yÒ zÒ tÒ s)(x0 Ò y0Ò z0Ò t0Ò s0) = (x + esx0Ò y + e�sy0Ò z + etz0Ò t + t0Ò s + s0)

Sur un tel groupe le noyau de la chaleur a une décroissance en exp (�ct1Û3) (cf. [17]),
mais en dépit de cette décroissance la transformée de Riesz r̃∆̃�1Û2 n’est pas bornée.

La classe des groupes WNC a été mise en évidence par N. Th. Varopoulos dans le
contexte de la théorie de Hardy-Littlewood. Ils possèdent la caractérisation suivante

PROPOSITION 2. Si G est un groupe de Lie de type WNC alors

k∆̃�ãÛ2kLp(GÒdlg)!Lq(GÒdlg) = 1

pour tout ã Ù 0 et pour tout 1 � p � q Ú 2 ou 2 Ú p � q � 1.

Pour un groupe de type WNC même un résultat de bornitude Lp—Lq (comme celui
de l’estimation (2)) de la transformée de Riesz r̃∆̃�1Û2 ne peut pas se produire. D’une
manière plus précise on a:
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THÉORÈME 4. Soit G un groupe de Lie moyennable non-unimodulaire, ∆ un sous-
Laplacien invariant à gauche sur G comme précédemment et r le gradient qui lui
correspond. Alors l’opérateur r̃∆̃�1Û2 n’est jamais borné de Lp(GÒ dlg) ! Lp(GÒ dlg),
pour tout p 6= 2. Si de plus G est de type WNC alors cet opérateur n’est jamais borné de
Lp(GÒ dlg) ! Lq(GÒ dlg), pour tout 1 � p � q Ú 2 ou 2 Ú p � q � 1.

PREUVE DU THÉORÈME 4. Fixons p � q Ú 2 et supposons que l’opérateur r̃∆̃�1Û2

soit borné de Lp(GÒ dlg) ! Lq(GÒ dlg). Il existe alors une constante C Ù 0 telle que

kr̃fkLq(GÒdlg) � Ck∆̃1Û2fkLp(GÒdlg)

et donc
ké1Û2ré�1Û2fkLq(GÒdlg) � Cké1Û2∆1Û2é�1Û2fkLp(GÒdlg)

en remplaçant f par é1Û2f ceci s’écrit encore

ké1Û2rfkLq(GÒdlg) � Cké1Û2∆1Û2fkLp(GÒdlg)

Mais

ké1Û2rfkLq(GÒdlg) =
�Z

éqÛ2jrf jq dlg
½1Ûq

=
�Z

é(qÛ2�1)jrf jq drg
½1Û2

Comme
q
2
� 1 6= 0

on peut utiliser le Lemme 1 et déduire qu’il existe une constante C0 telle que

C0
Z
é(qÛ2�1)jrf jq drg ½

Z
é(qÛ2�1)j f jq drg =

Z
éqÛ2j f jq dlg

On a donc �Z
éqÛ2j f jqdlg

½1Ûq
� C00ké1Û2∆1Û2fkLp(GÒdlg)Ò

et par conséquent

�Z
j f jq dlg

½1Ûq
� Cké1Û2∆1Û2é�1Û2fkLp(GÒdlg) = Ck∆̃1Û2fkLp(GÒdlg)Ò

ce qui signifie que l’opérateur ∆̃�1Û2 est borné de Lp(GÒ dlg) ! Lq(GÒ dlg). Ceci est
impossible, dans le cas où p = q du fait que

kT̃tkLp(GÒdl(g))!Lp(GÒdl(g)) = exp

0
@ö2

 
1
p
�

1
2

!2
1
AÒ t Ù 0Ò

par un calcul similaire à celui du paragraphe précédent (cf. [16] où ce calcul est fait).
Ceci est aussi impossible, pour 1 � p � q Ú 2, en vertu de la proposition 1, dès G est
de type WNC. Il est clair qu’on a le même résultat dans le cas où q ½ p Ù 2. Ce qui
achève la preuve du Théorème 4.

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9


SUR LES TRANSFORMÉES DE RIESZ 1101

4. Le cas des espaces homogènes. Soit G un groupe de Lie unimodulaire connexe
et H ² G un sous-groupe fermé unimodulaire de G. On note M = H n G l’espace
homogène des classes à droite ġ = Hg de G selon H. Le groupe G opère sur M à droite:
si ġ 2 M et s 2 G on pose ġs = Hgs.

Rappelons que l’espace homogène M = HnG est dit G-moyennable (ou moyennable)
s’il existe sur M une moyenne (sur l’espace des fonctions bornées uniformément contin-
ues sur M) invariante par l’action à droite de G (cf. [4]). Dans la suite on supposera le
groupe G non moyennable et l’espace homogène HnG non-moyennable au sens indiqué.

Sous les hypothèses ci-dessus la mesure invariante sur M (que nous noterons dm)
vérifie la formule de désintégration

(8)
Z

G
f (g) dg =

Z
HnG

�Z
H

f (hg) dh
�

dm(ġ)

Soit X = fXjÒ j = 1Ò    Ò kg un système de champs de vecteurs invariants à gauche sur
G vérifiant la condition de Hörmander et soit ∆ = �

P
X2

j le sous-Laplacien associé à
ce système. On notera jjX la distance de contrôle sur G associée au système X et ût(),
t Ù 0, le noyau correspondant au semi-groupe e�t∆. Si on note pt(xÒ y), t Ù 0, x, y 2 M
le noyau du semi-groupe Tt = e�tdô(∆), t Ù 0, alors par la formule de désintégration (11),
on a:

pt(ẋÒ ẏ) =
Z

H
ût(x�1hy) dhÒ

pour ẋ, ẏ 2 M et ẋ = ô(x), ẏ = ô( y). En particulier le noyau pt(Ò ) est symétrique. Notons

ï = inf
n kX

j=1

Z
M
jdô(Xj)f j

2dm(x)Ò
Z

M
j f (x)j2 dm(x) = 1

o


Du fait de la non-moyennabilité de M le gap spectral ï est strictement positif.
Soit t ½ 2, utilisant la symétrie du noyau pt(Ò ) et la propriété de semi-groupe on

peut écrire

kTtkL1(MÒdm)!L1(MÒdm) � kT1Û2k
2
1!2kTt�1k2!2

� Ce�ït supx2M

�Z
M

p2
1Û2(xÒ y) dm( y)

½

� Ce�ït supx2M

h
p1(xÒ x)

i


Mais d’après [19]

p1(xÒ x) �
C

VolM (B(xÒ 1))
où B(xÒ 1) est la boule de M centre x et de rayon 1 associée à la distance induite par
le système de Hörmander X sur M (i.e., la distance définie par d(xÒ y) = inffjx�1hyjX ,
h 2 Hg). On a ainsi l’estimation

kTtkL1(MÒdm)!L1(MÒdm) �
Ce�ït

infx2M VolM (B(xÒ 1))
Ò t ½ 2

Il est facile de vérifier que les arguments de la section 2 conduisent alors au théorème
suivant:
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THÉORÈME 5. Soient G et H comme ci-dessus. Supposons que le sous-groupe H est
tel que l’espace homogène M = H n G vérifie la condition

(9) inf
x2M

VolM
�
B(xÒ 1)

�
Ù 0

Alors pour tout 1 � j � k et pour tout p Ù 1

dô(Xj)dô(∆)�1Û2: Lp(MÒ dm) ! LΦp(MÒ dm)

où LΦp(MÒ dm) est l’espace d’Orlicz associé à la fonction Φp définie par

Φp(ï) =

8>><
>>:
ïp
�
� log(ï)

�� 1
2 p�1�è

si 0 Ú ï Ú 1Û2
Aï + B si 1Û2 Ú ï Ú 1
Cïp si ï ½ 1

où A, B, C sont choisis de sorte que Φp soit convexe et où è Ù 0 peut être choisi
arbitrairement petit.

Notons enfin qu’indépendamment de la condition (9) on a le théorème suivant (pour
un énoncé plus général cf. [9]):

THÉORÈME 6. Soit fXjÒ j = 1Ò    Ò kg un système de champs de vecteurs invariants
à gauche sur SL2(C) vérifiant la condition de Hörmander. Soit ∆ = �

P
X2

j le sous-
Laplacien associé à ce système. Soit M = SL2(R) n SL2(C) l’espace homogène des
classes à droite modulo SL2(R) et ô la projection canonique ô: SL2(C) ! M. Alors pour
tout j = 1Ò    Ò k, et pour tout 1 Ú p Ú 1 il existe C Ù 0 telle que

kdô(Xj)
�
dô(∆)

��1Û2
fkLp(M) � Ck fkLp(M)Ò f 2 C1

0 (M)

Indiquons les grandes lignes de la preuve du Théorème 6. On note K(g), g 2 G le
noyau de convolution associé à l’opérateur ∆�1Û2 sur G. Soit ß 2 C1

0 (G) une fonction
qui vaut 1 sur un voisinage de e et † = 1 � ß. Décomposons le noyau de convolution
associé à Xj∆�1Û2 comme

XjK(g) = Xj[ßK](g) + Xj[†K](g)

En utilisant la formule (8) on voit facilement que le noyau associé à l’opérateur

dô(Xj)
�
dô(∆)

��1Û2
est donné par

R(ẋÒ ẏ) =
Z

H
XjK( y�1h�1x) dh

où x, y 2 G sont tels que ô(x) = ẋ et ô( y) = ẏ et par conséquent

R(ẋÒ ẏ) =
Z

H
Xj[ßK]( y�1h�1x) dh +

Z
H

Xj[†K]( y�1h�1x) dh

= R0(ẋÒ ẏ) + R1(ẋÒ ẏ)

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9


SUR LES TRANSFORMÉES DE RIESZ 1103

Comme le noyau de convolution [ßK] (g) est à support compact, l’opérateur de
convolution par Xj(ßK) est borné sur Lp(G), (cf. [7]). On peut alors en déduire par un
transfert approprié que l’opérateur associé au noyau R0(Ò ) est borné sur Lp(H nG) pour
tout 1 Ú p Ú 1.

L’estimation de la contribution du noyau R1(Ò ) est plus délicate. On remarque
d’abord (cf. [7]) que Xj[†K](g) est dans Lp(G) pour tout 1 Ú p Ú 1. D’autre part,
dans la formule de Plancherel de L2(H n G) il n’y a qu’une série complémentaire qui
intervient (cf. [4]). Comme chaque coefficient d’une série complémentaire hôõ(g)uÒ vi
est dans Lq(G) pour q Ù qõ (cf. [6], [8]) il s’en suit que l’opérateur induit par un noyau
f (g), g 2 G, sur L2(H n G) est borné dès que f 2 Lp(G) pour tout 1 Ú p Ú q0õ, où q0õ est
l’exposant conjugué de qõ. On a alors les applications suivantes:

Lp(G) ! END
h
L2(H n G)

i
Ò

pour tout 1 Ú p Ú q0õ et

L1(G) ! END
h
L1(H n G)

i
Ò

où END[Lr(H n G)] désigne l’espace des endomorphismes de Lr(H n G). Un argument
facile d’interpolation (cf. [8]) permet alors de déduire que l’opérateur associé au noyau
R1(Ò ) est borné sur Lp(H nG) pour tout 1 Ú p � 2. Un raisonnement analogue permet
de traiter le cas 2 Ú p Ú 1.
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Université Paris VI
4, place Jussieu
Paris 75252 Cedex
France

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1998-052-9

