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I D E N T I T É P O U R f ^ 
n = l W 

n^ l (k ) 

PAR 
ARMEL MERCIER 

1. Introduction. Dans cet article, nous établirons un théorème sur la 
représentation de certaines séries de Dirichlet (ceci généralise un résultat de 
[3]). Avec ce nouveau résultat nous donnerons seulement quelques applications 
qui évidemment pourraient être augmentées de beaucoup. Par exemple, nous 
donnerons une expression asymptotique pour 

X d t t(n), l, keN et aeU 

(il est entendu que le résultat reste valide pour leZ), où d(n) désigne le 
nombre de diviseurs de n. Notons enfin que, pour une série de Dirichlet 
donnée, nous désignerons par o~0 son abscisse de convergence absolue, 
lorsqu'elle existe. 

2. Résultat 

THÉORÈME 1. Soit f une fonction multiplicative telle que £n=i f(n)/ns converge 
absolument pour a > a0. Alors pour tout k, leN et pour o~ > <x0 on a 

f(n)xi(n) 

n = i n q>{K ; i_pa||d \ p r = i P / n=\ n 

n = l(k) p+k' (n,d) = l 

4. V (lu IM1+ Y /(Pa + r)/P ("+ r ) s \ l 1 y f(n)x(n)] 
t VUBUP" k XV)*0^-1 Jixd') k ns J' 

X*Xi P-fk' (n,d)=l 

où d = (k, l), k' = k/d, V = l/d, \ désigne les caractères mod k', Xi e s t Ie 

caractère principal et 4> désigne la fonction d'Euler. 

Preuve. Soit d = (k, 0, la démonstration de l'équation (1) se fait par induc
tion sur le nombre d'éléments dans la décomposition de d en facteurs premiers. 
Mais (i, k) = d, alors / = dl' et k = dk' et on remarque que la condition n = l(k) 
est équivalente à n = dn' et n' = l'(k'), (V, k') = l. 
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Supposons que à = pg, alors 

(2) y t^±= y MPÏÏ- 1 y / y / ("'PS)\ 
^ £ ns À (n'Ps)s PS'efcv „ex («T / 

n^!(k) n'^l'(k') n '^l ' (k ' ) 
(n',p0°') = e 

_/(pg) y fM J_ y / y / W \ 
P u n ' = l ( W ) PO e|p0« V n'=\ ( " ) / 

n'^f '(k') e > l n '^t ' (k ' ) 
(n',p0

O[) = l (n',p0
ot)-=e 

Il s'agit maintenant d'évaluer ces deux sommes. Or 

y JW)= f f(n')g(n') 
nh, (n'y „£, (n')s ' 

n'^i ' (k ' ) n ' = r ( k ' ) 
(n',p0°') = l 

O U 

J l si ( n ' , p 0 ) = l 
10 autrement. 

Mais g est une fonction multiplicative, d'où pour a > <r0, on a 

y f(n')g(n')^ 1 y /(n')g(n') y y(n') 

n ' - l ' (k ' ) 

= _ J _ y / J L y f(n')g(n'Mn')\ 
^(fc')rW)n-i («T / 

1 [ y /(w)Xi(n) y / J _ y f(n)X(n)\l 

<t>(k')[ h ns ? W ' ) n-i "s /J' 
(n,p0

Œ) = l X=^Xi (n,p 0
a) = l 

Donc 

n^i (n')s *(k') L n f i ns ~ \ * ( 0 n f i ns / J 
n'={'(k') (n,p0") = l X^Xi (n,p0

a) = l 
(n',p0~) = l 

où x désigne les caractères mod fc' et Xi désigne le caractère principal. 
Pour la deuxième somme, nous remarquons que 

/(n'pS)\ f /(*'pS), f Kn'vZ) (4) Z ( Z ^ " Z f f + Z 
e|P o« \ n ' = l V^ J / n ' = l \ n ) n' = : e > l n ' = r ( k ' ) n '^l ' (k ' ) n' = l'(k') 

(n',poot)=e (n',p0°')==Po (n',p0°') = Po' 

„<-i ( "T 
) 

/(«'PS) 
+ • • • + I 

n ' ^ r (k ' ) 
(n',Pott) = Po°' 
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Or pour l < | 3 < a , (pg, n') = Po entraîne pg || n' et pour S>a, (pg, n') = pô 
entraîne po || n', d'où 

y /(w'pg) = y /(mpgpg) 

n ' ^ l ' ( k ' ) m p o e ^ r ( k ' ) 
(" ' ,P«") = Po3 (m, p0) = l 

Mais mpg=/'(fc) possède exactement une solution si p0*k', donc 

(s, f /("'PS) _/(pg+e) y /(m) 
W „£i («T Pg m^i ms 

n ' = l ' ( k ' ) m ^ r ( p o 3 ) 4 > ( k ' ) " , ( m o d k ' ) 
(n ' ,po") = P o

3 (m,p ( ) )= l 
1 < ( 3 < Œ Po+k' 

Et puisque (J'(pg)*(k')_\ fc') = .l, alors 

/(m)xi(m) 
î =-M ï (6) 

m ^ W V ^ ^ C m o d k ' ) (m,p0) = l 
(m,p0) = 1 ( k ' , p 0 ) = l 

l < 3 < a 
Po-ffc' 

y /(m)x(m)~| 1 v /(m)*(m)l 
3\<Mk') 

De même 

r X(O*(PO7 
X ^ X I ( m , p 0 ) = l 

1 < 3 < « 
(P«,k')=l 

y / W ) = y / y Z(mPoPo)\ 
n-i (n'Y £a\ „% (mpS)' J 

n ' ^ l ' ( k ' ) ( m , p 0 ) = l 
(n ' ,p0

0 [) = po t t m s r(Po
s)* (k ' )"-1(mod k') 

Po-ffc' 

8=<x >> P O m = l n / 
Po-^k' (m,p()) = l 

m S l ' ( p 0
8 ) * ( k V 1 ( m o d k ' ) 

Utilisant le fait que (/'(Po) \ k') = l, alors nous obtenons 

f(n'pS)= y /(pg+8))f 1 y f(m)Xl(m) 
„-! (ny sea p? W(fc') ^ ms m y t(nrpo)= y npg__2 _ i _ y 

U j rki (n'y £„ p? U(fc') m ^ 
n ' ^ I ' ( k ' ) 

(n' ,p0°')=Po< 

y / 1 y /(m)y(m)\1 
+ 

X^Xi (m,p0) = l 

Utilisant les équations (3), (4), (5), (6) et (7) nous obtenons le résultat demandé 
pour d = pg. 
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Supposons maintenant vrai pour toute fonction multiplicative / et lorsque 
d =Pil - • • p"-{. Montrons que le résultat reste valide pour d = p"1 • • • p?r. 
Dans ce cas 

y « n ) = y f(np?) 

n = I(k) n = I ï ( k ! ) 

Où (/1,k1) = pî'---p?L-f,fc1 = — , / ! = — . 
Pr ' P r ' 

Mais 

„=! ("P?')s „ = , (n,Pr-)s 

(n ,p r
a r)=l 

y /(»P°-0 

np.^hCki) 
( n , p r

a r ) = l 

_/ (P"0 y / W / ^ M y fin) 

n = I , ( k , ) n p ^ I ^ k , ) 
(n,pr

ar) = 1- (n,pr
ar) = 1 

1 si (n,p?0 = l 
Soit 

alors 

«<»)-{„ 
autrement, 

^ V f(np»J(.P» y /(n)g(n) y //(p?-*") f f(n)g(n)\ 
( ' £ (npîY pV h ns

 a% \P<?-+-* nex ns j 
n = l1(k1) n = l i(k^) n p ^ ^ I ^ k , ) 

Par hypothèse d'induction, 

/(n)g(n) 1 f n //(Pa)g(pa) , v g(Pa+r)/(pa+r) ,Q. y f(n)g(n)_ 1 f n //(pa)g(pa) y g(pa+r)/(pa+r)\ 
W £ ns *(fc')Up.«---,,-,--A P" À P<a+0s ' 

x f fwiw + I { n 
n = l n X ^ p a | | p i a l - " P r - i a r - 1 

( n , p 1
a l - - - p r _ 1

a r - 1 ) = l X'^Xi 

//(Pa)g(pa)„ y /(Pa+r)g(p"+r) \ 1 y X(n)/(fl)g(n)]1 
X 

\ pas 

pH'k' ( n , p 1
a l - - - p r _ 1

a r - 1 ) = l 

Pour évaluer la somme 

f(n)g(n) 
I n = l « 

np^^IjCkt) 
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nous utilisons encore l'hypothèse d'induction. En effet puisque 

alors np? = Ii(fci) devient 

n'pï = l'(k'), d \ fc') = 1 kt = k'pï • • • v>-h h = l'pV ' * • PÎ--1. 

Et pour que n'p^ = V(k') possède une solution il faut que pr -f k' et dans ce cas 

n ' ^ p ^ ^ m o d k ' ) . 

Utilisant ce fait, nous obtenons 

(f(Py«) f f(n)g(n)\ «o» i ( ^ Q î ^ ) 
<* = 1 V P r n = l n ' 

= 1 f \f(Pr-+") f TT //(P")g(pa) 

<MfcO À Ua'+")s
 U P A ^ - A P

as 

p r-rk' 

. y f(pa+r)g(pa+r)\ y /(n)g(n)Xl(n) 
^ n(a+r)s ) Lu s 

r = l P / n = l " 

+ 
r 
p | k ' (n,p1

a l---p r_1
a r- J) = l 

, y f n / /(Pa)g(pa) y /(P a + r)g(p a + r) \ 

« l-.p.'-.L.^-A pas à ^ r ^ ' p " ^ / 

}] 

X V P llPl - - - P r - l 

1 y /(n)g(n)x(n) 

( " i , P i a l • • • p r . . i a r - i ) = l 

Remplaçant les équations (9) et (10) dans l'équation (8), nous obtenons le 
résultat désiré. 

REMARQUES. 1) Puisque 

p r . ( p r ^ ( k ' ) - l ^ 1 ( m o d f c ' ) 

alors 

x { p ^ - i = x(pr) (Voir[l]) 

d'où l'équation (1) du théorème peut s'écrire sous la forme 

nu y /(")=
 1 y f n (fipa). Y KPa+r>x(Pr)\ 1 y /(")x(")l 

n=l(lc) p-rk' (n,d) = l 

2) Lorsque / est une fonction complètement multiplicative, l'équation (11) 
devient 

y /<">=
 1 W y ( ! y f(")x(n)\ 

t x n* <fr(k') ds t W O n t f x ns J 
n=l(k) 
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3) Soit x les caractères mod k, alors pour (/, k) = 1 et f(n) étant une fonction 
multiplicative telle que Xn=i/(rc)Ms converge absolument pour o->cr0, alors 
par l'équation (11) on a 

n 2 , y fW L_ y / J _ y f(n)x(n)\ 
{
 n% n* 4>(k) t* Vxd)»-! ns / 

n^ l (k ) X ^ X Î 

Supposons que £™=i f(n)/ns = Çz(s)F(s, z), £ désigne la fonction zêta de 
Riemann, où F(s, z) = S r = 1 b(n)/ns et i : = 1 |fc(n)| i r 1 ( log2n) B + 3 est 
uniformément bornée pour | z | < B . Utilisant un résultat de Selberg [5], nous 
obtenons, à partir de l'équation (12), 

Lm--ml &£.*•)«*)) 
n < x Y V v x 

n^ l (k ) x^X 
z - 1 

x log x 

=—n (i+^+- • Vu (i-iV(i+^+.•.) 
* ( k ) î i i \ p / V ' P ' ' P / Hz ) 

+ 01 x log x 

Or par un théorème de Rieger [4], nous avons, pour (Z, k) = 1, 

n - l ( k ) 

x I l ( 1 + — + ' • • ^ x l o g ' x ' + o f z l o g ^ Y 

De ces deux dernières équations, nous obtenons 

(13) m ? (sl'w*w)=°( ,k,î'4 
X # X i 

3. Applications 

THÉORÈME 2. So/f © une fonction multiplicative telle que 0(p) = bpu + o(pu), 
fteR-{0,-l,-2,...}, weR, et ©(p 1 ) -0(p t M ) , t > l . Soit f une fonction addi
tive telle que f(pv) ne dépend pas de p et f(p) / 0 , alors pour k, leN, on a 

(14) X ® ^ ^ = C 1xlog bx 1 loglogx + C2xlogbx1 

n<x ft 
n-I(k) 

+ 0 ( x log x log log x I 
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OÙ 

c2=Ï^TTT (h'd, 6)r(fc) - fc(i, 6)r(ft» 
et 

Ht) 
0(p°) /û)\f(p°)/f(p) 0(p a + r ) /o)V(p"",//(p). /e(pa) /a>yp >/Hp> 0(P

a+r) /û>\ 
1 rr I Pau ™) v P

(a+r)u \b) 
r = 

1 1 i • ^ (a+r)s 
H H K ) pa\\d \ P r = l P 

pH-k'^ 
k f(n)//(p) 

X 

p p \ P / n = l 
(n,d) = l 
(n,k') = l 

Preuve. En utilisant l'équation (11) on obtient pour a>a0 

y n-"0(n) t f ( n ) _ 1 

^l(k) 

©(P
a + r) 

; x V I M
 v P 

y p ( a + r ) u \ 1 y n-u®(n)tfMx(n)] 

p-rk' ' (n,d)=l J p-rk' / (n,d)=l 

où teC, | f | ^ l . Posant a) = btf(p), alors l'équation ci-dessus devient 

lp°iid\ 

e ( P
a + r ) /^\/<p—w<p) 

(a+r)u ^ j 

n=l(k) X=Xi 

+ 1 +r)s J 
p-rk' 

f(«)//(p) 

x „ n-u@(n)[-j X(n) 
1K l Xd') n = l 

(«,d)=l 

/Q(p a ) (w\f(p'ww &(pa+r) (a>\np°"mp\ 

1 rr ( P"" W y p(a+r)" W ) 
~ A*(hr'\ A-"- \ ^ a s ^ „ (a+r)s / 

Plk' 
f(n)/f(p) 

„ n-M@(n)y Xl(n) 
x x 1 =r(s)h(s,û>) 

n = l 
(n,d) = l 
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OU 

/ Q ( p a ) /<»\ f ( p a ) / f ( p ) Q ( p a + r ) /o>\^ a + r ) / ^> 
1 n I Pau Vb/ v P ( a + r ) u W \ 

< P ( A ) p < M | d \ P r = l P / 
pH-k' ' 

k f(n)/f(p) 
/(0\nn»nP) 

„ n - " 0 ( n ) - X l(n) 

z ^ n i ~ ) . n = l 
(n,d) = l 

Utilisant l'équation (13) et un résultat de Selberg [5], on a 

(15, I „-6(„)(|)"">'"" = Ml^x1o8",' + 4.og"?) 
n=sx 

n - l ( k ) 

Dérivant par rapport à OJ l'équation (15), tout en utilisant l'inégalité de Cauchy 
t o - 2 

pour estimer d/do) 0 (x log x ) et posant w = b, on obtient le 

résultat désiré. 
Si l'on pose <o = b dans l'équation (15), nous obtenons, pour k, l e H et © la 

fonction multiplicative définie dans l'énoncé du Théorème 2, 

/ i ^ \ V ®(w) fl(l , &) , b _ 1 ^ / , b ~ 2 \ 

n < x n 1(b) \ ] 

Pour terminer, nous donnerons une expression asymptotique pour 

£ dŒ(n), k,leN,aeU, 
n=Sx 

où d(n) désigne le nombre de diviseurs de n. Ce résultat est connu lorsque 
(l, k) = l (Voir [4]), et dans le cas où a = 1, l'expression asymptotique est 
connue pour n = O(p0), p0 étant un nombre premier fixe mais arbitraire (Voir 
[2]). 

THÉORÈME 3„ Soient k, l e N et a e R, a/ors nous avons 

Z d a ( n ) = - ^ — ^ x l o g x + o ( x l o g x ) , 
n=sx 

n^ l (k ) 
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OÙ 

"«•2->-^n(^+£^)nKy 
<PCOp"||d V P r = l P / p V P / 

325 

p-rk' 

P V P P 
p-rd 
p-rk' 

et d = (fc, 0, k' = k/d. 

En particulier, pour fc, / E N, nous avons 

Ï 5S5-n C-^ + i Î S T ^ 1 ) 
n<x « W p«||d \ P r = l P / 

ns=l(k) p-fk' 

xnfvp^iog-^-jnOp-Diog^'nfpiog/r)"1 

P V p - l / p | k ' V p - l / p | d v p - 1 / 
x H (p log P^I) fc'or log , r + o ( * <** « m - *'=*/* 

P l k ' 

Preuve. Il suffit d'utiliser l'équation (16). 
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