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1. Introduction. Soient B un espace de Banach et ££{B) l'algebre des operateurs
home's sur B. On dit qu'un sous-espace ferine E de B est invariant pour l'operateur
T e ££{B) lorsque TE c E et qu'il est non trivial si {0}g£gB. Le sous-espace E est dit
hyper-invariant pour T s'il est invariant pour tout operateur qui commute avec T.

Soit une suite (T,,),,eW telle que T0 = 1 et r n s l pour tout n >0. On dit que (T,,)neN

est une suite de Beurling au sens de [3] lorsque

*•„+,„^ r,,Tm pour tout m, « e N et X , , "2<+<*>.

Soit alors (T,,),,eN une suite croissante de Beurling, soit un operateur T e ££{B) tel
que || T" || = O(T,,)(n—> +°°). On suppose qu'il existe x e B tel que

et une suite (y,,),,£Q de £ avec 7>>,,+1 =yn (n ^0) verifiant la condition (I).

(I): II existe C > 0 et (w,,),,s^ une suite croissante de Beurling tels que \\yn\\ £ Cw,,
(V/i G W).

Dans le cas ou T,, = 1 (n e N), Beauzamy [4] a montre que la contraction T admet un
sous-espace hyper-invariant non trivial (voir aussi [7, Theorem 9.7]). Atzmon a donne une
extension de ce resultat [3, Theorem 4.5] lorsque

pour une certaine constante k positive.

Nous parvenons a la meme conclusion (Theoreme 3.4) lorsque

?„ = O(etV") (n^>+<x) pour tout e > 0

et lorsque la suite (y,,),,SN ci-dessus verifie la condition (II) au lieu de (I):

< + 0 0

(II) | L l + n2

lil existe C>0 , tel que \\ya+l\\ < C \\y,,\\ (Vn e N).
Remarquons que la condition (II) est plus faible que la condition (I), et c'est cela qui
motive ce travail. Notre methode consiste a faire apparattre des sous-espace invariants
lies au prolongement analytique, de meme que dans [11]. Ces sous-espaces sont de meme
nature que ceux mis en evidence dans [3], [4] et [7], mais la consideration directe de ces
espaces de "vecteurs analytiques" permet d'eviter certaines hypotheses de regularite.
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euex avec eux. Je tiens egalement a remercier le refere pour ces suggestions.

2. Notations et preliminaires. Un poids w est une application de Z—»[1, +oo[ telle
que a>(n + m) < (u(n)w(m) pour tous n et m e Z.

Soit <#(¥) l'algebre des fonctions continues sur le cercle unite T et soit

ou

siw(T) muni de la norme H-Ĥ  est dite l'algebre de Beurling associee au poids a>. L'algebre
$$,„(¥) est reguliere au sens de [9] si et seulement si

Le poids w est dit alors un poids regulier.

On appelle hyperfonction toute fonction analytique sur C\T telle que

lim <p(z) = 0.

Les coefficients de Fourier de tp sont definis par:

2 <p{n)z"~x pour | z |< l

~ 2 <P(«)Z"~' pour | z |> l .
n<0

On designe par HD(J) l'ensemble de toutes les hyperfonctions. Pour <p E HD(J), le
support de <p (note supp«p) est le plus petit ferme E de T tel que <p se prolonge
analytiquement sur C\£.

On identifie le dual de ^ ( T ) a HDW(J), ou

HDa(J) = \<pe HD(T):sup^^< +oo

la dualite est donnee par:

(f,<P>= 2 Hn)<P(~n)> (/ e ^ ( T ) , ip E HD

Pour/ E .sC(T) et <p E HDW(J), on definit l'hyperfonction produit/. <p par ses coefficients
de Fourier donnes par la formule:

/ . (p(n) = ^ f(p)(p(n -p) pour tout n s l .

On verifie que: supp / . <p c supp/ n supp <p, ou supp/designe le support ferme de /.
Pour 0 < a < 2K et b > 0, on considere Tare ouvert

T, ={z € C: \z | = 1 et -a < arg z
et le domaine
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Soit p une application continue sur [e"b, eb] telle que p(r) > 0 si r # 1 et p(l) = 0. De plus
on suppose qu'il existe £ > 0 tel que la fonction p est decroissante sur [1 - £, 1] et
croissante sur [1,1 + e]. On designe par CP(Q,) l'espace de Banach des fonctions
continues / iQ^f,—»C telles que la fonction z —>p(\z\)f(z) se prolonge en une fonction
continue sur Q, et nulle sur l'arc ferme f\. On munit CP(Q|) de la norme

On note par Qj1" = Q, D D et Qf = Qi D (C\D), oil D est l'adherence du disque unite D.
On definit les ensembles suivants:

Ap(fif) = {/:/ e Cp(n,), /es t holomorphe sur Q? U Qj~}

Ap(Q,) = {/:/ e Ap(Qf), /a un prolongement analytique a travers l'arc F,}.

THEOREME 2.1 (Beurling [5]). 5/

< +00.

alors AP(Q,) e5? w« ensemble ferme de Ap(Qf) pour /a norme ||.||p.

3. Extension du theoreme de Beauzamy-Atzmon. On a besoin des lemmes
suivants.

LEMME 3.1. Soit (T,,) , ,S N une suite croissante de Beurling. II existe alors une suite de

Beurling croissante (/?„)« <=N telle que la suite ( -\ est decroissante et telle que pour
tout n E N on a log xn < log B,, < 4 log xn.

 n " - '

Preuve. Puisque T,,+,,,<T,,T,,, (Vn,m e N), il est facile de voir que la suite

I -^-1 est decroissante. On pose alors
^ 2' /psN/ps

2 / J + l

F - n log x2i>
• + ZZT,———:— si

La suite (yn)nS:\ ainsi construite est decroissante. Comme la suite (T,,)nsN est croissante,
on a pour tout n e [2P,2P+1]

^ log Ty ^ log T,, « ^ log r,,
y"~ 2" '~ n 2"~ n '

_ log T ^ I ^ log r,, n ^ 1 log T,,
y

Done

log T,, < 2«y,, ̂  4 log xn pour tout n > 1.

On pose B,, = expl sup 2kyk) pour n > 1 et /30 = 1- II est clair que la suite (Bn)nsN est
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croissante, ft,+m<ft,ft,, (V/i,meN) et que log T(«)<logj3(n)<41og T(«). Done
(/3,,),,SN est une suite croissante de Beurling. De plus on a:

—— = max —— sup 2kyk, —
n + 1 ln + 1 istsn n + 1
1 1 ,

comme %,+, ̂  yn et < - alors
n + 1 «

ogJU, fl 2ny,,\ log ft,
—— < m a x | - sup 2kyk, = .

n +1 In ist<« n J n

Ceci termine la preuve du lemme.

Le lemme qui suit est implicitement contenu dans la preuve du lemme 1 [11].

LEMME 3.2. Soit (/3n)neM une suite croissante telle que ft, ^ 1 pour tout n eN et la

suite ( 1 est decroissante et tend vers 0. 5/ 2 'i < +00, alors
\ n In£i o 1+ n

f log log I
1 \ 0

Le lemme suivant est une variante du theoreme de Katznelson-Tzafriri version
Allan-Ransford [1] (voir aussi [10]). On designera par a(T) le spectre de T.

LEMME 3.3. Soit (T,,),,SN une suite croissante de Beurling avec

f,,: = lim sup -JL^L = O(e1' ")(«—» +00) pour tout e >0.

Soit T un operateur sur un espace de Banach B tel que \\T"\\ = 0{tn) (/i-»+°°). 5/
a(T)f)J = {l} alors

lim - || 7 " ( r - / ) | | = 0 .
,,^ + x T,,

Preuve. On utilise essentiellement la meme demonstration que celle de [10] et on
conclut avec [2, Theorem 1.1].

On est alors en mesure de demontrer le theoreme suivant.

THEOREME 3.4. Soit (r,,),,eN une suite croissante de Beurling avec

?,, = O(eeV") (n -» +x) pour tout e > 0. (1)

Soit T un operateur de Z£(B), non egal a un multiple de Videntite tel que

urn = o(r,,) («->+*). (2)
On suppose qu'// existe y s B avec

lim sup ̂ - ^ > 0 (3)
u^+x r,,
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et une suite (y,,),,^o de B telle que

Tyn+, = yn pour tout n > 0, (4)

(ii)

[ et ||y,,+]\\ ^ C ||y,,|| (VAT e N), CM C est une constante strictementpositive.

Alors T possede un sous-espace hyper-invariant non trivial.

Preuve. Puisque nous voulons montrer l'existence d'un sous-espace hyper-invariant
pour T, on peut supposer, sans restriction de generalite, que:

(i) L'operateur T est injectif et d'image dense, faute de quoi Ker T on l'adherence de
Im T seront des sous-espaces hyper-invariants non triviaux.

II T"x ||
(ii) -A 0 quand «—» +oo pour tout x e B\{0}, sinon 1'ensemble

T,, n— + =c

est un sous-espace hyper-invariant non trivial.
Notons que o-(7")nT contient necessairement plus de deux points. En effet: d'une

part si o-(7) c D , on a lim | | r" | |"" = sup | / i | < l , et done ||7^"JC|| >0 pour tout

x e B, ce qui contredit (3).
D'autre part si <r(T) fl7 ' = {A}, il resulte du lemme 3.3 que pour tout x e B

-\\T"(\I-T)x\\ >0,
T,, «^+«

et d'apres (ii), on a (A/ — T)x = 0. Ceci implique que T est multiple de Pidentite, ce qui
est en contradiction avec les hypotheses du theoreme.

Considerons maintenant la semi-norme definie par

II7""* IIHI x HI = l i m s u p p o u r x e B.

En tenant compte de (ii), on a Ker |||. ||| = {0}; soit alors B la completion de B munie de la
norme |||. |||. Remarquons qu'il existe k > 0 tel que ||| JC ||| ^ k \\x\\ pour tout x e B, de
sorte que l'injection B—>B est continue. D'autre par si R :B-» B est continue et commute
avec T on a j | | Rx\\\ ^\\R \\ ||| x |||, et /? admet un prolongement continu R:B - » B tel que

| | | ^ | | | = sup HI Ru III < ||/?||. En particulier T admet un prolongement continu
Jll"lll=i

T.B^B. L'operateur T est inversible et o-{T) c a(T) FIT, (voir par exemple [10]).
On a pour tout x e B

Done

\\T"+'"Y II T
r.j HI •• * -^ * • « + / / ! ^ Ml Ml ^ Ml T Ml .

x III = lim sup ^ T , , HI JC HI et ||| Tx \\\ >

HI f" HI = O(eeV") ( n - » +oo) et ||| f"' ||| < 1.
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Le spectre de t contient au moins deux points car dans le cas contraire, si on note A
l'unique element de cr(f), il resulte de [2, Theorem 1.1] que f = A/, OU 7 est l'ope"rateur
identite sur B, ce qui contredit le fait que T ¥= A/.

Soient alors A, et A 2 £ ( r ( f ) c ( r ( r ) n T , \^k2. On va supposer sans perte de
generality que A, = 1. Soit l'arc ouvert

T, = {z eC: |z | = l et -a<argz<a},

pour une certaine constante a > 0 de telle sorte que A2 £ f,.
On considere l'ensemble

E ={x s B :z—*(T — zl)~]x a un prolongement analytique a travers l'arc FJ.

Nous allons montrer en premier que E = E n B est un sous-espace hyper-invariant pour T
distinct de B. Soit R un operateur borne sur B et soit R son prolongement a B defini plus
haut. II est clair que E est un sous-espace invariant pour R et par consequent E est
invariant par R.

Montrons maintenant que E est un sous-espace forme de B pour la norme ||.||.
Puisque l'injection B-+B est continue, il suffit de montrer que E est un ferine" de B pour
la norme |||. |||.

Notons par B* le dual de (B, \\\. \\\). Soit (xn)nS.Q une suite de E qui converge vers
x e B et soit / e B*. On pose

<P,Xz) = ((T - zJ)-lxn, I) et <p(z) = <(f - zl)-lx, /> (z * a(f)),
et

{(1 - rf si r < 1

II est clair que l'application p est continue sur [e , e ] pour tout i> > 0, decroissante sur
e +1

[e"'), 1] et croissante sur [1, eh\ On fixe b avec 1< eft < . Notons que
e

2f-"z"~l pour|z|<l

2 ^ V ' ~ ' pour |z|>l

et puisque ||| f"11|| <1, ||| T" ||| < ||rfl|| ^kz{n) pour tout n >0 alors

HI ( f - Z 7 ) - I I I s * 1 ^ 1 pour z e C \ T .

Done <p e Ap(Qf) et puisque jf,, e £ , <pH e AP(Q,), ou

Q, = {z eC:e~ ' '< |z |<e ' ' et — e F , , Qf = Q, n ID et Q; = Q, n (C\D>).
I | z | J
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En outre pour z e Qu z <Z F, on a:

P(\Z\)\<P«(Z)-<P(Z)\*P(\Z\)\UT-Z7)-1\\\ \\\xn-x\\\ |||/|||

* k ( \ l - \ z \ \ ) \ \ \ x n - x III I I I / | | | .
Done

\\<pn - <p\\p = sup {p(\z\) W,,{z) - <p(z)\} * 0.

Puisque la suite (T,,)neN est une suite de Beurling croissante, on sait d'apres le lemme 3.1

qu'il existe une suite (B,,),,BN de Beurling croissante telle que la suite ( - I est
\ n /,,2:l

decroissante et telle que T;, < Bn pour tout n e N; il decoule alors du lemme 3.2 que

II
on conclut alors que

1 f 1
log log _ da + log log rf<r<+oo.

p(e ) Jo p(e )
Done, par le the'oreme 2.1 de Beurling, AP(Q,) est ferme dans A p (Qf) pour la norme ||.||p
et puisque lim \\<pn - <p\\p = 0, on conclut que <p e \.P(Q.X). Ainsi pour tout element

/ e /?*, la fonction z-*<(7" - z7)~lx,l) a un prolongement analytique a travers Fare F, ,
ce que entrafne que la fonction z—»(7" — zZ)"1.* est prolongeable analytiquement a
travers Fare F,, (voir [3, Lemme 2.4]). Par consequent x e E et done E est un ferme de B
pour la norme |||. |||. De la, on deduit que E est un ferme de B pour la norme ||.||.

Nous allons montrer maintenant que E¥^B. Rappelons qu'on a suppose que
1 E CT{T). II decoule du theoreme de Helson [8, Theorem 3] qu'il existe un vecteur v & B
tel que la fonction z—>(T — z7)~]v n'a de prolongement analytique en aucun voisinage de
1. Done v g E et par consequent E^B. Puisque B est dense dans B pour la norme |||. |||
et E <=. E, on en deduit que E^B.

Si E ¥= {0}, alors d'apres ce qui precede, E est evidemment un sous espace
hyper-invariant non trivial pour T.

Supposons maintenant la contraire, soit E = {0}. Considerons la suite suivante:

T,, pour « 2 l

,||,1) pour/j<0.

Pour tout n£ZonaC" 'w, ,<( i ) B + i<Cw n pour une certaine constante C > 0 et
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Soit 0 < B < In tel que eip = A2 e a(f). Soient e > 0 et Tare

II resulte du theoreme de Beurling-Malliavin [6, Theorem 1], version discrete (voir [3,
Lemme 2.1]), qu'il existe une fonction non nulle, / e ^(T) telle que le support de / est
contenu dans F2 et

n e Z

En prenant e assez petit et un utilisant une rotation si necessaire, on peut supposer que
/(A2) ¥= 0 et / = 0 sur l'arc ferine f,.

Posons
\xn pourn> l
l l pourn<0.

Puisque (Tn)nsN est une suite croissante et Tn+m ^ TnTm (n,m e N) alors u> definit un poids
sur Z. II est clair que / e ^ ( T ) . On pose/(T) = S ?(n)T";f(T) est bien definie comme

operateur borne sur (B, |||. |||) et f(f) ¥> 0 puisque f(a(T)) <= a(f(T)) et /(A2) 7̂  0.
Soit (jcn),,eZ la suite definie par:

X" 1 T-n

y-n pour n < 0
pour«>l .

On a pour tout n < 0, 7" "JC,, = y0 et done 7""y0 = xn. Done pour tout N > 0,

Puisque/(T) = 2 f(n)T" converge en norme dans !£(B) on a evidemment

f(n)T"y,-f{T)yl » 0.
III A/—+ *

D'autre part X f(n)x,, converge en norme dans (B, \\.\\) et done on a
neZ

\n\sN
H»)T"y0-

neZ

0;

Mais comme |||JC||| ^/c| |;c| | pour tout xeB alors f(t)yo= S j(n)xn et on a done

Soit / e B * et soit <p Thyperfonction z - » ( ( f - zl) xya,l) (z e C\T) de sorte que
<p(«) = {t~"yn, 1) (n e T). Le produit / . <p etant defini comme plus haut on a, pour tout
n e Z
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et done

f-"f(f)yoZ"-\l) pour|z|<l,

"Z/•¥>(«)*"" = \ - Z T'"f(T)yoz"-',l) pour |z |>l .

D'ou

(/. <p)(z) = ((t - z7)- ' /(f )y0, /> (z e C\T).

Puisque supp / . <pcsupp/Dsupp <pc F\F,, la fonction z-*((T - z7)~lf(T)y0,l) a un
prolongement analytique a travers l'arc F,. Ceci etant vrai pour tout / e B*, on en deduit
que la fonction z—*(T - zl)~]f(f)yo admet alors un prolongement analytique a travers
l'arc F,. D'ou f(T)yoe£. Comme on a deja montre que f(t)yoeB, on voit que
f(f)yosE, ce qui entratne que f(f)yo = 0 puisqu'on a suppose que £ = {0}. Comme
f(T) ¥" 0, on voit que Ker/(7) n B est bien un sous-espace hyper-invariant non trivial de
T. Ceci acheve la preuve du theoreme.
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