EXISTENCE DE SOUS-ESPACES HYPER-INVARIANTS
by K. KELLAY

(Received 21 July, 1996)

1. Introduction. Soient B un espace de Banach et £(B) I'algébre des opérateurs
bornés sur B. On dit qu'un sous-espace fermé E de B est invariant pour l'opérateur
T e 4(B) lorsque TE c E et qu’il est non trivial si {0} g £ < B. Le sous-espace E est dit
hyper-invariant pour T s’il est invariant pour tout opérateur qui commute avec 7.

Soit une suite (7,), . telle que 7,=1 et 7, =1 pour tout n =0. On dit que (7,),«n
est une suite de Beurling au sens de [3] lorsque

log 7,

5 < tx

Tpem = T,T,, pour tout m, n e N et 2 T+
nelN

Soit alors (17,),.n une suite croissante de Beurling, soit un opérateur T e ¥(B) tel
que | T"| = O(z,)(n — +=). On suppose qu'il existe x € B tel que

T"x
lim sup Il >0

n—+x n

et une suite (y,),=0 de B avec Ty, ., =y, (n =0) vérifiant la condition (I).

(I): Tl existe C >0 et (w,),«n une suite croissante de Beurling tels que |y, || = Cw,
(Vn e N).

Dans le cas out 7, =1 (n e N), Beauzamy [4] a montré que la contraction T admet un
sous-espace hyper-invariant non trivial (voir aussi [7, Theorem 9.7]). Atzmon a donné une
extension de ce résultat [3, Theorem 4.5] lorsque

T” m -
%, = lim sup =2 = O(n*) (n— +x)

=+ m

pour une certaine constante k positive.
Nous parvenons a la méme conclusion (Théoréme 3.4) lorsque

T, = 0(68\/;) (n— +®) pour tout £ >0
et lorsque la suite (y,),<n ci-dessus vérifie la condition (II) au lieu de (I):

log™ |l y.l
2o
(11) a0 1+n

it existe C >0, tel que ||y, =C |yl (Yn e N).

< +oo,

Remarquons que la condition (IT) est plus faible que la condition (I), et c’est cela qui
motive ce travail. Notre méthode consiste a faire apparaitre des sous-espace invariants
liés au prolongement analytique, de méme que dans [11]. Ces sous-espaces sont de méme
nature que ceux mis en évidence dans [3], [4] et [7], mais la considération directe de ces
espaces de ‘‘vecteurs analytiques” permet d’éviter certaines hypotheses de régularité.
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2. Notations et preliminaires. Un poids o est une application de Z— [1, +of telle
que w(n +m)=w(n)w(m) pour tous n et m € Z.
Soit 4(T) I'algebre des fonctions continues sur le cercle unité T et soit

dam=&e%wmvm=§nﬂmwm%um}
ol

Fny==—1 f(e"e ™dt (n e Z).

&, (T) muni de la norme |.|,, est dlte l algeébre de Beurling associée au poids w. L’algebre
oA, (T) est réguliere au sens de {9] si et seulement si
log w(n) w(n)
= 1+ n?
Le poids w est dit alors un poids régulier.
On appelle hyperfonction toute fonction analytique sur C\T telle que

lim ¢(z)=0.

{z}—>=

Les coefficients de Fourier de ¢ sont définis par:

> é(m)z"™" pour |z]<1
n=)

p(z)=
- @(n)z""" pour jz]>1.

n=0
On désigne par HD(T) I'ensemble de toutes les hyperfonctions. Pour ¢ € HD(T), le
support de ¢ (noté supp¢) est le plus petit fermé E de T tel que ¢ se prolonge
analytiquement sur C\ E.
On identifie le dual de #,(T) a HD,(T), ou

HD(T) = {<peHD(TT) sup 12 }

ez w(—
la dualité est donnée par:

(f,0)= 2 F(m)é(=n), (f € 4.(T), ¢ € HD,(T)).

neZ

Pour f € &4,(T) et ¢ € HD,(T), on définit I’hyperfonction produit f. ¢ par ses coefficients
de Fourier donnés par la formule:

foe(n)=3 7(p)p(n —p) pour tout n € Z.

pelZ

On vérifie que: supp f. ¢ < supp f Nsupp ¢, ol supp f désigne le support fermé de f.
Pour 0 <a <2met b >0, on considére I’arc ouvert

. I'={zeC:lz]=1et —a<argz <a}
et le domaine

Q ={zeCie’<|z|<e’ et —a<argz <a).
g
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Soit p une application continue sur [e?, e] telle que p(r)>0sir#1 et p(1) =0. De plus
on suppose qu’il existe £€>0 tel que la fonction p est décroissante sur [1—g,1] et
croissante sur [1,1+¢]. On désigne par C,(Q,) l'espace de Banach des fonctions
continues f:Q,\I', - C telles que la fonction z — p(|z|)f(z) se prolonge en une fonction
continue sur Q, et nulle sur I'arc fermé T';. On munit C,(Q,) de la norme

11, = sup {p(1zD If @)l
On note par Qf =Q,ND et Q7 =Q, N (C\D), ot D est I'adhérence du disque unité D.
On définit les ensembles suivants:
A (QF)={f:f € C,(Q)), f est holomorphe sur Q] U Q;}
A, () ={f:f € A(QF), f a un prolongement analytique a travers I’arc I'}.
THEoREME 2.1 (Beurling [5]). Si

0 1 b
f log log = do + f log log do < +o,
b 0

p(e ple™)

alors A,(Q,) est un ensemble fermé de A,(QY) pour la norme ||.|,.

3. Extension du théoreme de Beauzamy-Atzmon. On a besoin des lemmes
suivants.

LemMmE 3.1. Soit (T,),cn Une suite croissante de Beurling. Il existe alors une suite de

lo )
g—B"> est décroissante et telle que pour
n

nzl

Beurling croissante (B,,), < telle que la suite (
toutneNonalogrt,<logB,<4logr,.

Preuve. Puisque 7,.,<71,7, (Vn,meN), il est facile de voir que la suite
log T .
<—g;3'-> est décroissante. On pose alors
2 peN

n—2 logtyn 2°"'—nlogty . )
Yn = 2,)+l _ 2p 2p+l +2p+l _ 2p 2[) Stne [2/),2/ +]]'

La suite (y,),= ainsi construite est décroissante. Comme la suite (7, ),y €St croissante,
on a pour tout n e [27,2°*]

- log Ty _ log TN _ ) log 7,

" T op ¥ o’
- log Typ+ - logt, n - llogz,
W= =T Ty,

Donc
log 1, <2ny,=<4log1, pourtoutn=1.

On pose B, =exp| sup 2ky, ) pour n=1 et By=1. Il est clair que la suite (B, ), <n €St
p 1sksn q
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croissante, B, =B.8, (VameN) et que logz(n)=logB(n)=4logt(n). Donc
(B..).<n €St une suite croissante de Beurling. De plus on a:

log Bn+1 { 2(” + 1)Yn+|}
~5Pn+l _ 2k, ——— 2 fntl
n+1 M+ 1.2, 7™ 0 ’

1
comme vy, =7y, et 1 = — alors

n+ n

log Bn+l
n+1

_log B,

1 2ny,
Smax{~ sup 2kyk,ﬂ-}
n n

N i=k=n
Ceci termine la preuve du lemme.
Le lemme qui suit est implicitement contenu dans la preuve du lemme 1 [11].
LeEMME 3.2. Soit (B,),<n Une suite croissante telle que B, =1 pour tout n e N et la

. (log B, : .z log B,
suite < g8 ) est décroissante et tend vers 0. Si 2 & Bz < +®, alors
n nzl1 ol+n

p =1

€ +x
j log log <E B,,e""’) < +oo,
1 0

Le lemme suivant est une variante du théoréme de Katznelson-Tzafriri version
Allan-Ransford [1] (voir aussi [10]). On désignera par o(T) le spectre de T.

LeMME 3.3. Soit (7,), n Une suite croissante de Beurling avec

. rll ni o
%, :=lim sup——= = O(e*V")(n — + ) pour tout £ > Q.

n—+x "t

Soit T un opérateur sur un espace de Banach B tel que |T"| = O(z,) (n— +%). Si
o(T)NT ={1} alors

1
lim — | 7"(T = I)|| =0.

n—-+x L,

Preuve. On utilise essentiellement la méme démonstration que celle de [10] et on
conclut avec 2, Theorem 1.1].
On est alors en mesure de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.4. Soit (1,,), <N une suite croissante de Beurling avec
T,= O(e‘\/”) (n— +=) pour tout € >0. (D)

Soit T un opérateur de L(B), non égal a un multiple de U'identité tel que

IT"I = O(z,) (n— +=). )
On suppose qu’il existe y € B avec
TII
timsup 2 ¢ 3)
n—t+x T,
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et une suite (y,)n=0 de B telle que

Ty, 41 =y, pour tout n =0, O]
+
D log™ || yall <+,
(II) nz=0 1 + n2

et | Yol =C |y, |l (Vr eN), ou C est une constante strictement positive.
Alors T posséde un sous-espace hyper-invariant non trivial.

Preuve. Puisque nous voulons montrer 'existence d’un sous-espace hyper-invariant
pour T, on peut supposer, sans restriction de généralité, que:

(i) L’opérateur T est injectif et d’image dense, faute de quoi Ker 7 on ’adhérence de
Im T seront des sous-espaces hyper-invariants non triviaux.

T"
(i1) ”—xnvé 0 quand n — +« pour tout x € B\{0}, sinon ’ensemble

n
T"x
fcen sl )
T" n—+x

est un sous-espace hyper-invariant non trivial.
Notons que o(T)NT contient nécessairement plus de deux points. En effet: d’une
part si o(T)cD, on a lim ||T"|'*" = sup |u|<1, et donc ||T"x)] —— 0 pour tout

n—+x nea(Tl) n— -+
x € B, ce qui contredit (3).
D’autre part si a(T) N T ={A}, il résulte du lemme 3.3 que pour tout x € B

1
—IT"(A = T)x||—>0,
T" n—+4w
et d’aprés (ii), on a (A/ — T)x = 0. Ceci implique que T est multiple de 'identité, ce qui
est en contradiction avec les hypothéses du théoréme.
Considérons maintenant la semi-norme définie par

T'x
hx il =tim supL—” pour x € B.
H—+x T,,
En tenant compte de (ii), on a Ker ||| || = {0}; soit alors B la complétion de B munie de la
norme [|.[|. Remarquons qu'il existe k >0 tel que ||x || =k |lx|| pour tout x € B, de

sorte que l'injection B — B est continue. D’autre par si R : B — B est continue et commute
avec Tona [|Rx|| =lIR|l llx|l, et R admet un prolongement continu R : B — B tel que

IR = suF i Ru|| =||R|l. En particulier T admet un prolongement continu
e (I =1

T:B— B. Lopérateur T est inversible et o(T) < a(T)NT, (voir par exemple [10]).
On a pour tout x € B

Tn +m
7 ) = tim sup E—h T et Tl = -

m—+x n+m m

Donc
17711 = 0™ (1 +=) et 1Tl <1.
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Le spectre de T contient au moins deux points car dans le cas contraire, si on note A
Punique élément de o(T), il résulte de 2, Theorem 1.1] que T = Al, ou I est 'opérateur
identité sur B, ce qui contredit le fait que T # Al

Soient alors A, et A, e o(T)<o(T)NT, A #A,. On va supposer sans perte de
généralité que A, = 1. Soit I’arc ouvert

I={zeC:lz|=1et —a<argz <a},

pour une certaine constante a >0 de telle sorte que A, ¢ T;.
On considere ’ensemble

E={f e B:z— (T — zI)"'% a un prolongement analytique a travers I'arc T }.

Nous allons montrer en premier que E = £ N B est un sous-espace hyper-invariant pour T
distinct de B. Soit R un opérateur borné sur B et soit R son prolongement & B défini plus
haut. Il est clair que E est un sous-espace invariant pour R et par conséquent E est
invariant par R.

Montrons maintenant que E est un sous-espace formé de B pour la norme |.|.

Puisque I'injection B — B est continue, il suffit de montrer que E est un fermé de B pour
la norme |}.]||.

Notons par B* le dual de (B, ||. || ). Soit (¥,),=0 une suite de E qui converge vers
% e B et soit [ € B*. On pose

@0 (2) =T = z)7'%,, D) et (2) =T — zI)7'%,1) (z ¢ o(T)),
et
1-r)? sir=1

p(r) = (r—1)'<2 r_,,r"_')_l sir>1.

n=0

1l est clair que I’application p est continue sur [e?, e] pour tout b >0, décroissante sur

. e+1
[e~", 1] et croissante sur [1, e”]. On fixe b avec 1 <e” <——. Notons que
e

> T7"z""' pour |z]<1
o 5 nz=l1

(T-zD)'=
E T-n n—1 pour |Z|>1

n=0
etpuisque || 77"l =1, I7" Wl =T Skr(n) pour tout # =0 alors

—lzll
1(4)

Donc ¢ € A (QF) et puisque %, € E, ¢ € A,(Q)), ou

W(T - 2T~ l|||<k pour z € C\T.

Q,={z eC:e™"<|z|<e? etﬂel"l}, Q=0,ND et Q =Q,N(C\D).
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En outre pour z e Q,,z ¢ I’y on a:

pIz]) lea(z) = () = p(lzl) (T =D~ Mz, =&l 2
=k(1=lz(l) Mz, == Wl

Donc
len — eoll, = sup {p(z]) lea(2) — (21} —0 0.

Puisque la suite (7,,), . est une suite de Beurling croissante, on sait d’aprés le lemme 3.1
o . . . . (log B,
qu’il existe une suite (B,),.n de Beurling croissante telle que la suite (g—B> est
nzl1

n
décroissante et telle que 7, = B, pour tout n € N; il découle alors du lemme 3.2 que

b
J log log( > r,,e‘"") do < +oo,
0

n=0

on conclut alors que

IO log lo L !
P pe™) ple™)

Dong, par le théoreme 2.1 de Beurling, A (Q,) est fermé dans A ,(Q}) pour la norme |.||,
et puisque lim le. — @ll, =0, on conclut que ¢ € A, (). Ainsi pour tout élément

b
do +f log log do < +oo,
0

leB* la fOIlCthl’l z—={T —2z) "%,y a un prolongement analytique a travers l'arc Iy,
ce que entraine que la fonction z— (T — zI)7'% est prolongeable analytiquement a
travers I'arc 'y, (voir [3, Lemme 2.4]). Par conséquent X € E et donc £ est un fermé de B
pour la norme ||.]||. De 13, on déduit que E est un fermé de B pour la norme ..

Nous allons montrer maintenant que E# B. Rappelons qu’on a supposé que
1 e o(T). Il découle du theoreme de Helson [8, Theorem 3] qu’il existe un vecteur ¥ € B
tel que la fonction z — (7 — zI)™' n’a de prolongement analytique en aucun voisinage de
1. Donc # ¢ E et par conséquent £ < B. Puisque B est dense dans B pour la norme ||. ||
et Ec E, on en déduit que EGB.

Si E#{0}, alors d’aprés ce qui précéde, E est évidlemment un sous espace
hyper-invariant non trivial pour T.

Supposons maintenant la contraire, soit £ ={0}. Considérons la suite suivante:

_ {Tn pour n =1
" lmax(}|y-,ll,1) pour n=<0.

PourtoutneZonaC'ow,<w,. =Cw, pour une certaine constante C >0 et

zlf—g—w’z‘<+oo

neZl+n
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Soit 0 < B <27 tel que € = A, € o(T). Soient € >0 et l'arc
IL,={zeC:lz|=1,B-e<argz<B +¢}

Il résulte du théoreme de Beurling-Malliavin [6, Theorem 1}, version discrete (voir (3,
Lemme 2.1]), qu’il existe une fonction non nulle, f € €(T) telle que le support de f est
contenu dans I, et

> )l w, < +e.

neZ

En prenant £ assez petit et un utilisant une rotation si nécessaire, on peut supposer que
f(A))#0 et f =0 sur larc fermé I',.
Posons
1, pourn=1
1 pourn=0(.

w(n) ={

Puisque (7,), <~ €St une suite croissante et 7,4, = 7,7, (n,m € N) alors w définit un poids

sur Z. Il est clair que f e z(T). On pose f(T)= 3 f(n)T"; f(T) est bien définie comme
neZ

opérateur borné sur (B, ||. ) et £(T)# 0 puisque f(a(T)) = a(f(T)) et f(A,) #0.
Soit (x,,), .z la suite définie par:

n

_ { y_, pourn=0
Ty, pournz=l.

On a pour tout n <0, T "x, =y, et donc T"y, = x,,. Donc pour tout N =0,

2 f(n)xu = Z Jz(”)T")’o-

n=N =N

Puisque f(7)= S f(n)T" converge en norme dans &#(B) on a évidemment
neZ

Drautre part 3 f(n)x, converge en norme dans (B, ||.||) et donc on a

neZ

— 0.
N—+x

2 f(”)T"}’n _f(T))’o

=N

’

Z f(n)T")’o_ 2 i(”)xn

=N neZ

— 0
N-—+x

Mais comme ||x|| <k |x|| pour tout x € B alors f(T)y,= = f(n)x, et on a donc
neZ

f(T)y() € B B 5 N
Soit / € B* et soit ¢ I'hyperfonction z — (T —zI)7'y,,{) (z € C\T) de sorte que

@(n)=(T "y, 1) (n € Z). Le produit f. ¢ étant défini comme plus haut on a, pour tout
nelZ - ) )
fe(n)={T7"f(T)yo, 1),
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et donc
S Fome ' =(3 T (Tyo'™,1)  pour el <1,
(ro@={ = _ =
-3 Famz = (=3 T 1) pour kI >1
D’ol

(f- @)(2) =T = 2I)7'f(T)yo, 1) (z € C\T).

Puisque supp f. ¢ csupp f Nsupp ¢ < '\T}, la fonction z — (T ~zI)~'f(T)yo, 1) a un
prolongement analytique a travers P'arc I';. Ceci €tant vrai pour tout / e B*, on en déduit
que la fonction z — (T — z]) 'f(T)y, admet alors un prolongement analytique a travers
Parc Ty. D’ou f(T)y, e E. Comme on a déja montré que f(T)y, e B, on voit que
f(T)yo e E, ce qui entraine que f(T)y,=0 puisqu'on a supposé que E ={0}. Comme
f(T)#0, on voit que Ker f(T) N B est bien un sous-espace hyper-invariant non trivial de
T. Ceci acheve la preuve du théoreme.
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