ANNEAU DE FRACTIONS D’UN J-ANNEAU
M. DJABALI

Introduction. Nous nous proposons d’étudier une question posée par
L. Lesieur et R. Croisot (12). Un G-anneau posséde un anneau de fractions
A gauche semi-simple qui est son enveloppe injective. Un J-anneau posséde-t-il
un anneau de fractions qui soit un sous-anneau de son enveloppe injective ?
Nous donnerons plusieurs exemples de J-anneaux qui ne possédent pas d’an-
neau de fractions. Cependant nous donnerons une réponse positive dans un
certain nombre de cas.

Faisant suite & un premier paragraphe consacré 4 un rappel de résultats
connus, un deuxiéme paragraphe présentera des résultats généraux sur les
J-anneaux dont le principal est lexistence d’un idéal nilpotent maximum
appelé Radical. Dans un troisiéme paragraphe nous introduirons une con-
dition appelée F.1 nécessaire pour qu'un J-anneau posséde un anneau de
fractions et nous montrerons qu'elle est suffisante pour certains tyvpes de J-
anneaux et en particulier pour un J-anneau de dimension 2. Dans un quatriéme
paragraphe nous étudierons des J-anneaux qui généralisent d’une certaine
maniére les anneaux étudiés par A. W. Goldie (5). De tels anneaux vérifieront
une condition appelée F.2. Parmi ces anneaux nous considérerons dans un
dernier pargraphe ceux qui vérifient une condition appelée F.3 et nous montre-
rons qu’ils possédent un anneau de fractions artinien.

1. Rappels. Dans ce paragraphe nous rappelons quelques définitions et
propriétés qui sont exposées principalement dans (5; 11; 12).
Soit A un anneau.

Définition 1.1. Un A-module M non nul est dit de dimension finie si on ne
peut trouver une infinité de sous-modules non nuls de M dont la somme soit
directe.

On a la propriété suivante (cf. A. W. Goldie 5).

ProprI&ETE 1.1. Si M est un A-module de dimension finie, il existe un entier
positif n tel que loute somme directe de sous-modules non nuls de M posséde au
plus n composantes.

Définition 1.2. L'entier n est appelé dimension de 3.
Définition 1.3. Un A-module est dit irréductible s'il est de dimension 1.

Alors deux sous-modules non nuls ont une intersection non nulle.
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Proprif1E 1.2. Pour que M soit de dimension n, 1l faut et 1l suffit qu'il existe
une somme dirvecte de n sous-modules irréductibles essentielle dans M (5; 12).

ProPrIETE 1.3. St M est de dimension finie, tout sous-module non nul M’ de
M est de dimension finie inférieure ou égale a celle de M. La dimension de M’
est égale a celle de M si, et seulement si, M est extension essentielle de M.

Propri&TE 1.4. Pour que M soit de dimension finie égale & n, il faut et il
suffit que son enveloppe injective soit somme dirvecte de n sous-modules injectifs
indécomposables.

Nous allons maintenant définir un sous-module fermé de M.

Définition 1.5. Un sous-module &V du A-module A est dit fermé dans M
si IV est la seule extension essentielle de N dans M.
En particulier, O et M peuvent &tre considérés comme fermés dans M.

PropPrI&ETE 1.5. Supposons que le sous-module singulier J(M) de M soit nul.

Alors st N est un sous-module de M, il existie une extension essentielle maximum
N de N dans M.

De plus N est le plus petit sous-module fermé contenant N (cf. 11).
Définition 1.5. On appele N la fermeture de N.
Supposons que J(M) = 0. Alors on a les trois propriétés suivantes :

ProOPRIETE 1.6. Une intersection de sous-modules fermés de M est un sous-
module fermé.

ProprIETE 1.7. 51 N est de dimension finie, N a méme dimension que N.
Cela découle de la propriété 1.3.

Proprifrt 1.8. Soit X un sous-module irréductible. Pour que X C N, il
faut et il suffit gue X M N # 0.

Proprifire 1.9. St Ny et No sont deux sous-modules fermés de dimension
finte tels que N1 C Ny N1 = Ny si, el seulement si, Ny et Ny ont méme dimen-
ston.

Prorrifr: 1.10. Pour que M soit de dimension finte, il faut et il suffit que
les sous-modules fermés de M vérifient lo condition maximale, ou la condition
minimale.

Plus précisément si M est de dimension %, toute suite croissante de sous-
modules fermés non nuls a au plus # éléments distincts.

COROLLAIRE. Tout module noethérien ou artinien est de dimension finie.

2. Définition et propriétés générales d’un J-anneau. la notion de
J-anneau a été introduite par L. Lesieur et R. Croisot (8).
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Soit A un anneau. Nous ferons usage des conditions suivantes susceptibles
d’'étre vérifiées par 4 :

(11) A est de dimension finie comme A-module & gauche.

(21) Les annulateurs 4 gauche des sous-ensembles de A vérifient la con-
dition maximale.

(2'1) Les annulateurs a gauche des éléments de A vérifient la condition
maximale.

(81) Pour tout x € 4, x # 0, I'idéal & gauche (0-.x), annulateur & gauche
de x, n'est pas essentiel dans 4.

(3'1) Pour tout x € 4, (0-.x) est fermé comme A-module & gauche.!

Définition 2.1. On appelle J-anneau (anneau de Johnson) un anneau uni-
taire qui vérifie les conditions (11) et (3I).
Définziton 2.2. On appelle G-anneau (anneau de Goldie) un J-anneau semi-

premier.

L. Lesieur et R. Croisot ont établi les propriétés suivantes, qui ont été
établies également et independamment par Johnson et Wong et par Johnson.

Proprif1t 2.1. Dans un J-anneau, les trois affirmations suivantes sont
équivalentes (10, 12):

(1) b est un élément régulier,

(2) b west pas diviseur de O @ droite (0- .6 = 0),

(3) l'idéal Ab est essentiel dans A.

Proprifrt 2.2, Dans un J-annean A de dimension n, pour tout a € A,
a # 0, dim Aa + dim(0- .a) = n.

Prorrifitte 2.3. Dans un J-anneau A, tout annulateur & gauche est un A-
module & gauche fermé (7, 12).

En effet st S est un sous-ensemble de 4 0-.8 = M (0-.x), x €5, et la
condition (3'l) est vérifiée.

COROLLAIRE 1. Dans un J-anneau la condition (2'l) est vérifice.

Cela résulte de la propriété 1.10.

COROLLAIRE 2. Dans un J-anneau A de dimension n, toute suile croissante
d’ annulateurs & gauche non nuls a au plus n — 1 élémenis distincts.

En effet tout annulateur & gauche non nul est de dimension au plus égale
an — 1: cest un module fermé et il suffit d’appliquer la propriété 1.9,

TatoreMe 2.1 (L. Lesieur et R. Croisot et Johnson (8; 12). L'enveloppe
injective d'un J-anneau est un annean semi-simple.

Les J-anneaux seront donc des sous-anneaux d’anneaux semi-simples.

1Si (31) est vérifide, (3'1) l'est aussi. Les conditions sont équivalentes si 4 est unitaire.
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En particulier un J-anneau de dimension 1 est un anneau de Ore: il a
pour enveloppe injective son corps des fractions.

Nous allons maintenant donner d’autres résultats. Dans la suite le terme
idéal sans aulre précision voudra dive idéal 4 gauche. Nous considérerons un idéal
comme un module & gauche.

Proprifiert 2.4. Dans un J-anneau de dimension n, lout demi-groupe multi-
plicatif nilpotent est de putssance n® nulle.

Soit S un demi-groupe multiplicatif nilpotent tel que S? = 0, S?+! = 0.
Supposons p > #. On a (0-.5) C (0-.52).... En appliquant le corollaire
2 de la propriété 2.3, on voit qu'il existe un entier ¢, ¢+ < n — 1, tel que
0-.85"=0-.5%

Or S+t = S7=1 S Mais alors SP= C (0-.5"!) et donc S?* C (0-.5%).
On voit que S? = 0 et on arrive a une contradiction. Donc p < #.

THEOREME 2.2. Dans un J-anneau, tout nil demigroupe multiplicatif est
nilpotent.

La condition (21) est vérifiée. Alors on sait que tout nil demi-groupe engendré
par un nombre fini d’éléments est nilpotent (voir par exemple 6, p. 129).

Soit .S un nil demi-groupe. Si #n est la dimension de 4, considérons »n élé-
ments quelconques de S, ai, as, . .., a, Le demi-groupe engendré par les a,
est un nil demi-groupe : il est donc nilpotent et donc de puissance #¢ nulle.
On en déduit que le produit ¢ ¢» . . . @, est nul et donc que 5" = 0. En parti-
culier tout nil idéal est nilpotent. C'est pourquoi nous pouvons utiliser la
définition suivante.

Définition 2.3. On appelle radical d'un J-anneau l'idéal somme des idéaux
nilpotents. C'est un idéal bilatére nilpotent.
Dans la suite? nous I'appellerons R.

Propri&ETE 2.5. Soient I un idéal d'un J'anneau A el b un élément régulier.
Alors Ib a méme dimension que I.

Ce résultat peut se déduire de résultats établis dans (12) qui montrent
que l'enveloppe injective de I est isomorphe a celle de I. De fagon plus
¢élémentaire on établit facilement que si [ et X sont deux idéaux de A4, et si
I est extension essentielle de X, Ib est extension essentielle de Xb. Alors si
X est un idéal irréductible, il en est de méme pour Xb. Enfin s'il existe dans
I une somme directe de p idéaux irréductibles X, X, ..., X,, essentielle
dans I, alors les idéaux X ;b sont irréductibles, leur somme est directe et
essentielle dans 7b. Le résultat se déduit de la propriété 1.2

Proprifrt 2.6. Sotent I un idéal d'un J-anneaun A el b un élément régulier.
Alors
0-.0I=0-.1

20n peut remarquer que R est en général distinct du radical de Jacobson.
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On a d'abord bI C I et donc (0-.1) C (0-.bI).

D'autre part si N € (0-.0I), \boI = 0 et donc b € (0-.1). On peut écrirve
les inclustons

(0-.06Db C (0-.1) C (0-.00).

©-.001)b o méme dimension que (0-.0I). Donc (0-.1) et (0-.b1) ont méme
dimension (prop. 1.3) et comme ce sont des idéaux fermés on voit d'aprés la
propriété 1.9. que 0- .1 = 0-.51.

ProprifitE 2.7. St b est végulier’, R-.b = R.

R est un idéal bilatére. Donc R C (R-.b).

Réciproquement supposons que Ao € R. Alors (AXb)* = 0, ce qu'on peut
écrire

(AND)YT2(AND) . (ANb) = 0.
Comme b est régulier, on voit que
(AND)"2(AND)(AN) = 0 et done  (AND)" 24N C (0-.5A4N).
Mais d'aprés 2.6:
0-.04AN =0- .4\

Donc (AX0)"2(AX)? = 0. On procéde ainsi de proche en proche et on voit que
(4AN)" = 0 et donc que A € R.

ProprIETE 2.8. S¢ b esi réguliert, R-.b = R.

On a encore R C (R.-b).

Soit alors N tel que .2 € R. On en déduit que (45M\)" =0 ou que
(ADN)1(AbN) = 0. Mais l'idéal (4bN)"'Ab est contenu dans l'idéal
(AbN)"14 et ces idéaux ont méme dimension (prop. 2.5). Donc (4b\)""14
est extension essentielle de (AbN)""14b (prop. 1.3). Mais (0-.)\) est un idéal
fermé. Contenant (A4AbN)* 140D, il contient toute extension essentielle de
(4b)14b (prop. 1.5). Donc

(ADN™1A4 C (0-.\) et (AbN)" 14\ = 0.

En continuant ainsi de proche en proche on voit que (AA)* = 0 et donc
que X € R. Soit ¢ 'homomorphisme canonique de 4 sur 4/R. Nous pouvons
donc énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2.3. Si% b est un élément régulier d'un J-anneau A, ¢(b) est un
élément régulier de A/R.

Dans la suite nous utiliserons aussi les propriétés suivantes.
*Rappelons que R-.b = {AC A4, N0 C R}.
‘Rappelons que R.-b = {NC A,bAC R}.

sRappelons que si.S est un sous-ensemble de A4, 0. -S = {AC 4, SN = 0}. Si S est un idéal
4 droite, 0. -S est un idéal bilatere.
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ProprIETE 2.9. Soit R? une puissance de R. Si X est un idéal tel que
XNR =0, alors X C 0.-R?). De plus st X CR, X C (0. -R1),
En effet FRX CXNR et st X CR, RRFEIX CXN R

Proprif1E 2.10. S0it X un idéal irréductible tel que X M R? £ 0, X M RPH =0
Alors
XNR=XN (. R.

D’aprés la propriété précédente X M R C (0. R?). Réciproquement soit
Y=XMN({0.-R).RPY= 0. Comme 0-.Y est un idéal fermé, on peut
écrire R?Y = 0. Mais d’aprés la propriété 1.8, X C R?. Donc XYV = 0 et
alors ¥2 = 0. On a bien ¥ C R.

3. Anneau de fractions d’un J-anneau. Rappelons le probléme. Soit
B l'ensemble des éléments réguliers de 4. Il s'agit de plonger 4 dans un
anneau F(A4) dont les éléments s'écrivent sous la forme b7, ot b € B et
a € A. Pour ceci, il faut et il suffit que pour tout couple b, @ avec b € B et
a € A, il existe un couple &', @/, avec b’ € B et o’ € A tel que b’'a = a’b. En
particulier pour tout couple d’éléments réguliers b; et by, il existe un couple
d’éléments réguliers 6’1 et b’y tels que &'y b1 = b3 by Clest pourquoi nous
sommes amenés 3 faire intervenir la condition suivante, nécessaire pour que
A posséde un anneau de fractions.

Définition 3.1. On dira qu'un anneau A vérifie la condition F.1 si pour
tout couple d’éléments réguliers by et by, 'idéal Aby M Aby contient un élé-
ment régulier.

Dans la suite nous appellerons B(4) le sous-anneau de A engendré par
les éléments réguliers. Il est immédiat que B(4) est constituté par toutes
les sommes d’'un nombre fini d’éléments réguliers. En particulier B(4) con-
tient le radical car si 8 € R, 1 — B est inversible et donc régulier.

Proprifitt 3.1. St A vérifie la condition ¥.1, pour tout couple b, a, avec b € B
el a € B(4) 1l extste b' € B tel que b'a ¢ Ab.

Cela est vrai si ¢ est lui-méme régulier. Prenons comme hypothése de
récurrence que cela est vrai si ¢ est somme de p éléments réguliers. Supposons
que a soit somme de p + 1 éléments réguliers. On peut écrire @ = o’y 4 by,
avec by € B. Il existe donc b’y € B tel que 6’1 a1 € Ab et alors on peut écrire
bia=>0var+ 10 NMais 6'161 € B et donc il existe &'y € B tel que
b3 (b1 b)) € Ab. On voit alors que si on pose 0’20’y = b/, on a b'a € Ab.

COROLLAIRE. Si A vérifie la condition F.1 et s'il existe un élément régulier
by tel que by a ou aby appartienne & B(A), alors pour toul b € B, 1l existe b’ € B
tel que b'a € Ab.

Si bya € B(4), on sait qu'il existe &’y € B tel que b’y (bra) € 4b. On
posera b’ = 0'1by. Si aby € B(4), il existe &’ € B tel que ' (aby) € A(bby) et
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alors b'a € Ab. Dans la suite nous appellerons U I'ensemble des éléments d'un
J-anneau qui engendrent un idéal irréductible.

Prorriéte 3.2. Soit u € U. Pour tout a € A, si ua (st au) n'est pas nul,
alors wa (alors au) appartient ¢ U.

Remarquons d’abord que pour qu'un élément appartienne a U, il faut et
il suffit que son annulateur & gauche soit maximal. Cela résulte des pro-
priétés 2.2 et 2.3 (voir aussi 5). Or 0- .4 CO0-.ua. Siue # 0,0 .4 =0 .u¢
puisque 0 - .# est maximal. Alors ua € U. Maintenant si au % 0, 4 («n) C Au
et donc l'idéal 4 (au) est irréductible.

Prorrifitlc 3.3. Sz U(A) est le sous-anneau de A engendré par les éléments
de U, U(4) est constitué par toutes les sommes d'un nombre fini d'éléments de
U et c'est un tdéal bilaiére.

Prorri&TE 3.4, Sout w € U. Alors, ou bien 1 — u est régulier, ou bien u est
idempotent.

Soit N € A tel que M1 — u) = 0. Alors A € Au. Doncsi 0-.(1 — u) n'est
pas nul, AuMO0-.(1 —u) 0. Mais comme 0-.(1 —u) est fermé,
Au C0-.(1 —u) (prop. 1.8). Donc u € 0-.(1 — u) et u est bien idem-
potent.

PrOPRIETE 3.5. Supposons qu'un J-anneau A vérifie la condition F.1. St
u € U, pour tout b € B, il exisie b’ € B tel que b'u € Ab.

Cela est vrai si # n’est pas idempotent car d'aprés ce qui précede u € B(A4)
Cela est encore vrai s'il existe un élément régulier by tel que b; 0 ou ub; ne
soit pas idempotent car b; # et ub; appartiennent & U (prop. 3.2) et on appli-
quera alors le corollaire de la propriété 3.1. Supposons donc que le produit
de # par tout élément régulier soit un élément idempotent. Soit b € B. Nous
allons montrer que by = 1 — #b 4 bu est régulier. Montrons d'abord que
A — ub) M Abu = 0. En effet si A(1 — ub) = pbu, on peut écrire en mul-
tipliant a droite par

MNu — ubu) = pbu?,

Mais par hypothése u? = u et ubub = ub, donc ubu = u. On voit que
wbu = AN(1 — ub) = 0.

D’autre part 0-.0; = [0-.(1 — ub)] M (0-.bu). En effet si Moy = 0,
M1 — ub) 4+ Nouw = 0 et on vient de voir que

M1 —ub)y =0 et MNowu = 0.
On en déduit que Nowu = Ab?n = 0. Or d'aprés notre hypothése ub? est
idempotent. Alors ub?ub? = ub?, c’est-a-dire que ub% = u, On en déduit que
Mt = 0, donc que M = 0. Comme 0-.b; = 0, b; est régulier (prop. 2.1). Mais
st by est régulier, bu — ub € B(A). Alors il existe &'y € B tel que

o' (bu — ub) € Ab

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3

J-ANNEAU 189

(prop. 3.1). Donc si on pose &' = 0’1 b,
Vu € Ab.

ProOPRIETE 3.6. St un J-anneau A vérifie la condition F.1. pour tout a € U(A)
et toui b € B, il existe b’ € B tel que b'a € Ab.

COROLLAIRE. S'il extste by € B tel que by a ou aby appartienne & U(A), alors
pour lout b € B. 1l existe b’ € B lel que b'a € Ab.

La démonstration est analogue a celle effectuée pour B(A4).

TuforREME 3.1. Pour qu'un J-anneau de dimension 2 posséde un anneau de
fractions, il faut et <l suffit qu'il vérifie lo condition F.1.

En effet soit a € 4, a # 0. L’idéal Aa est, soit de dimension 2, soit de
dimension 1. Dans le premier cas ¢ est régulier (prop. 2.1) et dans le second
a appartient & U. Nous ne sommes pas en mesure de dire si la condition F.1
est suffisante pour un J-anneau quelconque. Cependant voici deux cas parti-
culiers ol elle 'est.

TrtorEME 3.2. Soit 4 un J-anneauw dans lequel U(A) conitent un élément
régulier. Alors A posséde un anneau de fractions si, et seulemeni si, la condition
F.1 est vérifiée.

I1 existe by € B tel que b, € U(4). Comme U(A) est un idéal bilatére,
pour tout @ € A, bya € U(4) et le théoréme découle du corollaire de la
propriété 3.6.

Tutorime 3.3. Soit A un J-anneau de dimension n, St pour tout entier
b, 0 < p < n p.1 est un élément régulier, A posséde un annean de fractions
st, et seulement st, lu condilion F.1 est vérifiée.

Nous allons en effet montrer que 4 = B(4). Soit « € A. Posons
L) =0-.]a+ p.1], 0<p < m
On a ly(a) N L(a) = 0 car si A\a = 0 et Me + 1) = 0, ) doit étre nul. Sup-

posons que la somme >, 4 des idéaux [o(a), li(a), ..., l,_1{a) soit directe.
Nous allons montrer que >, = li(a) + ...+ ,(¢) est encore une somme
directe.

En effet soit p € [,{a) M > ,11. On pourra écrire
wo=po+F g1+ ...+ pr avec u; € [i(a)

et on devra avoir u{e + p.1) = 0. On en déduit que
pug+ (P — Dpr 4+ ..o+ pp1 = 0.

> -1 étant une somme directe on doit avoir

pfu0=0y (p_1>ﬂ1=01-~'yﬂp—120~
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Mais par hypothése 1,2.1,..., p.1 sont des éléments réguliers. Donc
#OZOy [-"1:07 vy /—"p—1=0-

Alors p = 0. On voit donc par récurrence sur p que la somme des (n + 1)
idéaux [,(a), 0 < p < n est directe. Comme A4 est de dimension #, ['un des
idéaux [,(a) doit étre nul, c’est-a-dire que I'un des éléments a + p.1 est
régulier. On voit bien que a € B(4).

Les hypothéses® du théoréme sont par exemple vérifies si 4 est un sous-

N

anneau de l'anneau des matrices carrées d'ordre # & coefficients dans un
corps de caractéristique nulle ou supérieure & ». Nous avons besoin dans la
suite d'un certain nombre de résultats dont la démonstration n'offre aucune

difficulté (voir exemple 11).

ProPRIETE 3.7. Soit A un J-anneau qui posséde un anneau de fractions F(A4).

(1) Si X est un idéal de A, lidéal engendré par X dans F(A) est
F(X) = F(A).X et tout élément de F(X) s'écrit sous la forme b='x, avec b ¢ B
et x € X.

(2) St X et ¥V sont deux idéaux de A4 tels que X MY = 0, alors

F(X) N F(Y) = 0.

(3) F(X) est un A-module & gauche exiension essentielle de X. Comme
A-module et comme F(A)-module, il « méme dimension que X. En particulier
F(A) peut-étre considéré comme un sous-annean de I'enveloppe injective de 4.

(4) St Y est un idéal de F(A), X = Y\ A est un idéal de A et I'on a

Y = F(4).X.

TutoriME 3.4 (Talintyre). Soit 4 un J-anneau qui posséde un annean de
SJractions F(A). St R est le radical de A, F(A) posséde un idéul nilpotent
maximum F(R) tel que

F(R) = R.F(4) = F(4).R
el
R =F(R)MNA.

De plus pour tout entier p: [F(R)]P = F(A4).R?.

Il suffit de reprendre la démonstration effectuée dans (14) ot I'on n’étudie
pas le méme type d’anneau mais ol les hypothéses utilisées sont d'une part

8Par contre si ces hypotheéses ne sont pas vérifiées on peut avoir 4 = B(4). Considérons
par exemple le corps K ayant deux éléments 0 et 1. Posons alors 4 = K X K. 4 est un
J-anneau de dimension 2. Le seul élément régulier est 'unité (1, 1). L'anneau B(4) a deux
éléments (0, 0) et (1, 1). Il est distinct de A.
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I'existence dans un anneau A d’un idéal nilpotent maximum et d’autre part
le fait que si b est régulier dans 4, \b € R < N\ € R (voir notre propriété 2.7).

COROLLAIRE. A/R est isomorphe ¢ un sous-anneau de F(A)/F(R).

Appelons @ l'application canonique de F(4) sur F(A4)/F(R). La restric-
tion de ® 4 A est un homomorphisme dont le noyau est F(R) M 4= R. Dans
la suite pour tout ¢ € A, nous identifierons 1'élément ¢(a) de A/R avec
I'élément ®(a) de F(A4)/F(R).

4. Anneau de fractions d’'un J-anneau qui vérifie lIa condition F.2.
Dans ce paragraphe nous nous proposons d'étudier les J-anneaux qui géné-
ralisent d’'une certaine maniére les anneaux étudiés par A. W. Goldie (5).

Définition 4.1. On dit qu'un J-anneau vérifie la condition ¥.2 ¢'il existe
une somme directe d’idéaux irréductibles qui contient un élément régulier.
Si (X)), 1 <1< nestlafamille de ces idéaux il existe by € B tel que

b0=zui, u; € Xo
1

Remarquons que by € U(A). En appliquant le théoréme 3.2 nous pouvons
énoncer :

TufiorEME 4.1. Un J-anneau qui vérifie la condition F.2 o un annean de
fraction si et seulement s'il vérifie la condition F.1.

Les résultats obtenus par A. W. Goldie reposent essentiellement sur deux
propriétés que nous allons énoncer sous une forme un peu plus générale que

dans (5).

ProprifTE 4.1, Soit A un J-anneau dont le radical ne contient aucun idéal
non nul fermé. Alors A vérifie la condition F.2.

Il suffit de reprendre la démonstration de (5) en considérant & chaque fois
des idéaux irréductibles fermés. Remarquons qu’alors 4 est un anneau potent
au sens de R. E. Johnson (9).

COROLLAIRE 1. Un G-anneau vérifie la condition F.2.
COROLLAIRE 2. Un J-anneau de dimension 2 vérifie la condition F2, si, et

seulement st, non radical est, ou bien nul, ou bien non nul et en méme temps
non fermé.

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3

192 M. DJABALI

La démonstration? n'offre aucune difficulté

Propri&tE 4.2. Supposons que dans un J-anneau A la somme des idéaux
X, soit divecte et contienne un élément régulier. St Y est un 1déal tel que pour
tout 1, Y M X, R alors Y contient un élément régulier.

11 suffit de reprendre la démonstration de (5).

TutoriMe 4.2 (Goldie). Pour qu'un anneau posséde un annean de fractions
semi-simple, il faut et il suffit que ce soit un annean semi-premier qui vérifie les
conditions (1.1) et (2'1).

COROLLAIRE. Pour qu'un anneau umitaire posséde un anneau de fractions
semi-simple, 1l faul et 1l suffit que ce sott un G-anneau.

Proprifirt 4.3, Supposons que lo somme des idéaux irréductibles X,
1 <1< n soit directe et contienme un élément végulier. Alors aucun des X,
w'est contenu dans R. De plus pour tout entier p tel que R? #= 0, le nombre des
X tels que X ;M R? 5 0 est égal 4 la dimension de RP.

Nous appellerons n, la dimension de R’. Nous supposerons que pour
1 <2 < myp, Xy M R? 0. Nous allons montrer que m, = n,. Pourl < ¢ < m,,

On peut remarquer que pour un J-anneau de dimension supéricure 4 2, la condition 1.2
peut &tre vérifide méme si le radical contient des idéaux fermés non nuls. Soit par exemple 4
I'anneau des matrices de la forme

Pl vl glx, v] ol yq

0 slx] Hx, y]
0 0 aufx, y}_'

ot sC Klx) et p, ¢, 7, t et u appartiennent & K[x, y}, K étant un corps commutatif. On voit
que 4 est somme directe des trois idéaux

(p()()‘ |(g W {()()fl}

!

Li=4{0 0 0j}, s b, Iy=410 0 ¢t}
Lo o olj | 0 ()J L()()u_lj

ct que Iy, I, et I3 sont irréductibles. R est 'ensemble des matrices pour lesquelles les coeffi-
cients p, s et # sont nuls. On voit que 'idéal engendré par la matrice

0 vy 1
0 0 0
6 0 0

est fermé. Remarquons que nous avons précisément 12 un exemple de J-anneau qui n'a pas
d’anneau de fractions. il suffit de considérer

01 (000
t
00yea|_ooo

b est régulier. 11 n'existe aucun élément régulier &’ tel que b'a & Ab.
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X: C R? (prop. 1.8). De plus pour m, < 7, R X; = 0 (prop. 2.9). Par hypo-
thése il existe by € B tel que

b():Z/l/Li, uiEXi'
1

mp mp
R C Y Ru; CY. X
1 1
L’idéal ZpXi est de dimension m, (prop. 1.2). Donc dim(R%) < m,

1
(prop. 1.3). Mais dim(R?by) = dim R? (prop. 2.5) et on en déduit que
#n, < m,. D’autre part

SX.CR
1

et donc m, < dim(R?). Mais on sait que dim R? = dim R? (prop. 1.7). D’ou
m, < #,. On a bien m, = n,. Supposons maintenant qu'il existe ¢, 1 < 7 < 7,
tel que X,, C R. Alors il existe un entier p tel que R# N\ X;, # 0,

RN X, =0.

On voit que 1 < 79 < #,. On sait d’autre part que R? X,;; = 0 (prop. 2.10).
Alors

p
pro C ZIXI avec 1 # 7:0.

Cela est incompatible avec le fait que R?b, est de dimension exactement
égale A 1,

COROLLAIRE. R? ¢ une intersection nulle avec l'idéal ¥V = 3, X4, n, < 12 < n.

Posons Z =3 X, 1 <j<n On a vu que Z avait méme dimension
que R?. Or Z est contenu dans R? : c’est donc un idéal essentiel dans R?. Si
on avait ¥\ R? &£ 0, on devrait avoir ¥\ Z # 0, ce qui est impossible,
car la somme des idéaux X ; est directe.

PropriETE 4.4, Sott ¢(X) un idéal essentiel dans A/R. Si la condition IF.2
est vérifiée, il existe un élément régulier b tel que ¢(b) € ¢(X).

Si la somme des idéaux X, est directe et contient un élément régulier, on
vient de voir que ¢(X ;) # 0 pour tout 2. Donc ¢(X) M ¢(X;) # 0, c'est-a-
dire que X M X;  R. Le résultat découle de la propriété 4.2.

COROLLAIRE. A/R vérifie la condition (3.1) lorsque A vérifie la condition F.2.
En effet, un annulateur & gauche essentiel dans A/R devrait contenir un élément
de la forme ¢(b), avec b € B. Muis cect est impossible car ¢ (D) est régulier (Th.
2.3).

PROPRIETE 4.5. S un J-anneau A vérifie les conditions F.1 et F.2, A/R est
de dimenston finie égale @ celle de A.
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Avec les mémes notations que précédemment nous allons montrer suc-
cessivement que les idéaux ¢(X;) sont irréductibles, que leur somme est
directe et nous en déduirons le résultat. Considérons deux éléments non nuls
de ¢{X;) que nous écrirons ¢ (1) et ¢(u'), avec u et 1’ appartenant 3 X, et
n'appartenant pas & R. Posons

X'_—'A'LL—}_Z]'XJ’ et X’=AMI+Z]‘Xj, 1<j<n, j;—Ll

La propriété 4.2 nous montre qu'il existe deux éléments réguliers b et ¥
appartenant respectivement & X et X’. On peut écrire

b=Me+ 2 u, O =N+ 2 u)

avec u; et u/; appartenant & X ; pour j # 7. Mais la condition F.1 étant
satisfaite, il existe deux éléments réguliers ; et o'y tels que 6,0 = 'y 4. On
peut écrire, la somme des idéaux X, étant directe, by u; = b’y o', pour j 5% ¢
et by u =0 N u'.

D’autre part, d'aprés la propr été 4.3, \u et Nu' n'appartiennent pas 4
R. D’apres la propriété 2.8 il en est de méme pour by Au. On voit bien alors
que ¢(Au) N\ ¢(4u") #= 0. L'idéal ¢(X ;) est irréductible. Montrons main-
tenant que la somme des idéaux ¢(X ;) est directe. Supposons que

Z¢(ul) = 0) Uy E Xz
On a donc

Su, =8, BER

Reprenons les mémes notations que dans la démonstration de 4.3. Soit 74 un
indice quelconque compris entre 1 et .

Si Au;y MR =0, le corollaire de la propriété 4.3 montre que u,, = 0.
Maintenant si Au;, M R # 0, il existe un entier p tel que Au,, M R = 0,
Ay O RPF = 0. Alors n,01 < 29 < 1, Or RPB C RP*! et on peut écrire

RPB C 2 RPu; + 3> Rfu, avec 1 <j < ny et n, < < n

En appliquant le corollaire de (4.3) on voit que >, R”u; = 0. En particulier
RPu;, = 0. En appliquant cette fois-ci la propriété 2.10 on voit que z,, € R
et donc ¢ (i) = 0. Nous pouvons dire que l'idéal > ¢(X;) est de dimen-
sion 7. Maintenant soit ¢ (Ja) une famille d’idéaux de 4/R dont la somme
est directe. Par hypothése il existe un élément régulier by qui appartient a
2. X .. Alors on voit que les idéaux ¢ ({a)¢(by) sont contenus dans Y ¢ (X ;)
et que leur somme est directe. Il en existe donc au plus # qui ne sont pas
nuls et comme ¢{la)p(by) n’est nul que si ¢ {(Ja) est nul, on voit que la famille
des ¢(la) a au plus 7 éléments non nulls. Donc 4/R est de dimension finie
au plus égale & n et comme il contient I'idéal 3 ¢ (X ;) qui est de dimension
égale 4 n, on en déduit que 4/R est de dimension égale & n.

TutoriME 4.3. ST un J-anneau A vérifie les conditions F.1 et F.2, A/R est
un G-anneau.

https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1968-018-3

J-ANNEAU 195

En effet A/R est semi-premier, il vérifie la condition (3.1) et il est de dimen-
sion finie.?

PROPRIETE 4.6. Soit A un J-anneau qui vérifie les conditions F.1 et F.2. Un
élément de A/R est régulier si et seulement s'il est de la forme ¢(b), avec b € B.

Soit ¢ (r) un élément régulier de A/R. Alors I'idéal (4/R)¢(r) est essentiel
dans A/R (prop. 2.1}, donc il contient un élément de la forme ¢(b), avec
b € B (prop. 4.4). On peut écrire

b=17+r+ 8, avec B € R.

Montrons d'abord que 7’ est régulier dans 4. En effet si A’ = 0, on voit que
A = A8, ce qu'on peut écrire dans F(4) : N = MB071).

Mais Bb~! appartient & F(R) (th. 3.4). Il est donc nilpotent et on en
déduit que A = 0. Donc 0- .7 = 0 et 7" est régulier dans A. Alors 7’ est in-
versible dans F(A4) et on peut écrire: #' 1 = r 4+ r'~!8. AMontrons que
0-.r = 0. En effet, si \r =0, &'~ = Ar'—18, soit :

N = A8 Y).
On a encore 77186~ " € F(R) et pour les mémes raisons A = 0.
Quant a la réciproque® elle se déduit du théoréme 2.3.

8Remarquons que nous pouvons en déduire une nouvelle démonstration du fait que 4
posséde un anneau de fractions. En effet, soient 6C B et a & 4. Si ¢« € R, on a vu que
a € B(A4) et on applique la propriété 3.1. Supposons que ¢ € R. Comme 4 /R est un G-anneau
et que ¢(b) est régulier dans A/R on sait que U'idéal [(4/R)¢(b)- .4(a)] est essentiel dans
A/R (voir exemple 5). Donc d’apres la propriété 4.4 il existe b'; & B tel que

(') € [(4/R)¢(b)- .4(a)l.
On peut écrire

b'ra =a'1 b+ 8, B8<C R.

Mais alors il existe ', € B tel que b’ &€ 4b. Donc si on pose b’ = b'5b'; on voit que
bea€ Ab et b’ C B.

SRemarquons que si la condition .2 n'est pas vérifide, la propriété 4.7 n’est plus vraie,
que A posséde un anneau de fractions ou non. Par exemple pour un J-anneau de dimension
2, dont le radical est fermé et non nul, 4/R est un anneau sans diviseurs de 0. Donnons deux
exemples :

Premier exemple : A est I'anneau des matrices de la forme

[p{x] qm]
0 plo]

oli p et ¢ appartiennent & Kix], K étant un corps commutatif. C’est un J-anneau de dimension
2. R est 'ensemble des matrices dont le coefficient p est nul. 1l est fermé. Le quotient 4/R
est un anneau d’intégrité. On voit facilement que 4 a un anneau de fractions.

Deuxiéme exemple : A est 'anneau des matrices de la forme

\:P[x, ¥ glx, y}il

0 ply 0l
ol p et ¢ apparteinnent & Klx, ], K étant un corps commutatif. Cet anneau n'a pas d’anneau
de fractions. Il suffit de considérer

SRR
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PRropPRIETE 4.7. St un J-anneau A vérifie les conditions F.1 et F.2, A/R
posséde un anneau de fractions isomorphe & F(4)/F(R).

En considérant 4 /R comme plongé dans FF(4)/F(R) (corollaire du théo-
réme 3.4) on voit que tout élément de F(4)/F(R) s'écrit sous la forme
[®(B) ®(a), ou ®(b) est régulier dans 4/R. Réciproquement tout élément
régulier de 4/R est de la forme ®(b), o0 b appartient & B : il est donc in-
versible dans F(4)/F(R).

CoROLLAIRE. F(A)/F(R) est un annean semi-simple.
Cela découle du théoréme 4.2.

Prorrifirt 48. Soit A un J-anneau dont le radical est de carvé nul. Si A
vérifie les conditions F.1 et .2, il possede un annean de fractions artinien.

11 suffit de montrer que F(4) contient une suite de Jordan—Hélder. Nous
savons déja que F(4)/F(R) est un anneau semi-simple. De plus [F(R)]? = 0
(th. 3.4). Donc F(R) estun F(4)/F(R) module & gauche. C'est un F(4)/F(R)
module semi-simple et donc aussi un F(4)-module semi-simple. On voit que
F(R) est somme directe d’idéaux minimaux. Mais de plus F(R) est de dimen-
sion finie car I'(4) est de dimension finie (prop. 3.7). Donc F(R) est somme
directe d’un nombre fini d’idéaux minimaux et il contient une suite de Jordan—

Holder.

5. Anneau de fractions d’un J-anneau qui vérifie les conditions 1.2
et F.3. Il est difficile de verifier dans la pratique si la condition F.1 est
vérifiée. C’est pourquoi nous allons démontrer directement l'existence d’un
anneau de fractions dans le cas ol la condition F.2 et une nouvelle condition
F.3 sont vérifiées. Dans la suite nous appellerons A, 'anneau 4/(0. - R?) et
¥, l'application canonique de 4 sur 4,. On a évidemment

0.-RCO0.-R2C...
et a4 partir d’un certain entier s, R° = 0, R*t1 =0, ... et
Ay =Adg1=...=0.

Définition 5.1. On dira qu'un J-anneau 4 vérifie la condition F.3 si pour
tout entier p, lanneau A4, est, lorsqu’il n’est pas nul, de dimension finie.

Propritric 5.1, Un J-anneau noethérien vérifie la condition F.3.

En effet 4, est un anneau noethérien.
La suite de notre étude reposera sur la propriété suivante :

Proprifirl: 5.2. Soit A un J-anneau qui vérifie la condition F.2. Soit a € A
tel que @ € (0. -R**V). Si Y est un idéal de A tel que [¥,(Y) - .¢,(a)] soit un
idéal essentiel dans A, alors il existe un élément régulier b de A tel que

¥ (0) € [ (Y) - 4 (a)].
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Précisons les hypothéses : a est annulé par R?*1, Si ¢ est annulé par R, c’est
alors l'anneau 4 lui-méme qui jouera le réle de 4, et notre hypothése sera
que Y- .a est essentiel dans A4 et notre conclusion que » € V- .a. La con-
dition F.2 étant vérifiée, il existe une somme directe d’idéaux irréductibles
Xuo 1 <i<n qul contient un élément régulier Supposons RP*! = et
P # 0. Nous écrirons encore, pour 1 <z <, X,/ RPFL 0, pour
Mpp1 <1< mpy X MNR*T =0 et X;MR#0 et enfin pour #n, <71,
X, N R =0.Si RPlg = 0, R?*1.¢ = 0. Donc pour 1 <7 < 7,1 X;a =0
et donc X;a C ¥V (voir les propriétés 2.3 et 1.8). Pour n, < ¢, X, C (0.-R?)
et donc X;a C (0. -R?). Soit alors 7, U'indice tel que 7,1 < 2y < #,. On sait
que X Z (0. -R?) et donc ¢, (X ;) # 0. Clest-a-dire que

Yo (Xio) N [ (V) - 4 (a)] # 0.
Donc il existe un idéal Z;, contenu dans X, et tel que
ZiyC Y4+ (0.-RP) et Z, T (0.-R?).
Mais alors Z,, Z R (prop. 2.10). Posons alors
Z=3,X,+2:Y,+ 2 Xs, avec 1 <7< tpp1, fpp <0< 1y, #y, < R

D’aprés la propriété (4.10) Z continent un élément régulier b et I'on ¢ bien
ba € Y, + (0.-R?) ou v¢,(b)¢,(a) € ¥,(V). Maintenant si R**! =0, on
n’aura que deux groupes d’'indices & considérer : pour1 < 2 < n,, X; N RP #0
et pour n, < i, X; N\ R? = Q.

ProPRIETE 5.3. Si b est régulier dans A, ¢,(b) est régulier dans A4,.

En effet si ¢,(A\)¢,(b) =0, Mo € (0. -R?), d'ott R°Ab = 0. Comme b est
régulier, R?A = 0d'ou N € (0.-R?) ety,(\) = 0. Maintenant si ¢, (b)¢,(\) =0,
R?bx = 0. Un raisonnement déja effectué montre que, RPb étant essentiel
dans R?, R*\x = (.

TutorEME 5.1. Un J-anneau qui vérifie les conditions F.2 et F.3 posséde un
anneau de fractions artinien.

Soit b € B et soit ¢ € A. Il existe un entier p tel que ¢ € (0. - R?*1). Con-
sidérons alors 'anneau 4, (4 sia € 0. -R). ¢, (D) est régulier dans 4,. Comme
par hypothése 4, est de dimension finie ['idéal 4, ¢,(b) est essentiel dans 4,
et alors il en est de méme pour l'idéal [4, ¥, (®) - .¢,(e)] (voir par exemple
(11)). Donc d’aprés la propriété 5.2 il existe un élément régulier 6’y de 4
tel que

V'ya € Ab + 0. - R~
En particulier si ¢ € 0. R l'inclusion se réduit a

bll a E Ab
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Raisonnons par récurrence sur p. Supposons que pour tout élément a; de
0.-R? il existe un élément régulier 5"y tel que &'’y a; € Ab. Supposons que
a appartienne a 0. -R?. D’aprés ce qu'on vient de voir il existe 6'; € B tel
que Yon puisse écrire 1'égalité :

bVia=a1b+ a4 avec a; € 0.-R".
Mais il existe b''y € B tel que b''1a; € Ab. Posons ' = b, b’';. On voit que
ba € Ab.

On voit bien que pour tout a € A4, il existe b’ € B tel que b'a € A4b. Il existe
bien un anneau de fractions F(4). Montrons maintenant que F(4) est
artinien. Soit Zx une suite décroissante d'idéauxde F(4). Posons Y = Zx M 4.
On a vu que Zx = F(4)Yg. 11 existe un entier p tel que pour tout K,
Vi C (0. -RP*Y). Dans l'anneau 4, (4 si Vg C0.-R) les idéaux ¢,(Vx)
forment une suite décroissante. Comme A4, est de dimension finie, les dimen-
sions des ¢,(Y%) forment une suite décroissante d’entiers et alors il existe
un entier Ky tel que pour K > K,

dim ¢, (Yx) = dim ¢, (Vr4a).

Mais alors pour K > K, ¢,(Yx) est extension essentielle de ¢,( V1) (prop.
1.3) et on voit facilement que cela revient & dire que pour tout élément ¥, (a)
de ¢, (Vi) Uidéal |, (V1) - ¢, (a)| est essentiel dans 4,. Alors la propriété
5.2 s'applique et on voit qu'il existe b; B tel que

Z)l a € YK+1 + (O ]{p)

Si la suite Y est contenue dans (0.-R) l'inclusion se réduit a
Z)]_ a & YK+1
soit encore « € F(A)Y g1 On voit alors que pour K > Ky,
F(A)YK = F(A)YKﬁ—l-

Nous allons encore faire un raisonnement par récurrence sur p. Supposons
donc que si des idéaux de 0. - R? forment une suite décroissante, ils engendrent
dans F(4) des idéaux qui & partir d’un certain rang sont tous égaux. Con-
sidérons la suite décroissante d’'idéaux Vi de 0. -RP*! On a vu qu'il existait
un entier K, tel que si K » K, pour tout ¢ € Yk, il existait b; € B tel que
bia € Yy -+ (0. -R?). Posons V', = Y M (0. -R?). L'inclusion précédente
peut s’écrire

b1 a € YK+1 + Y/K.

Par hypothése de récurrence il existe un entier Ky, que 'on peut supposer
supérieur ou égal a K, et tel que pour K > K;,

F(A) Y/K = F(A) Y/K+1'
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On voit alors facilement que pour K > Kj,
F(A) Vi = F(A) YK+1-

Exemple. Soit L un anneau d’intégrité. Considérons I'anneau 4 des matrices
de la forme

a b ¢
0 d e
0 0 f

A coefficients dans L.

On voit que 4 est un J-anneau de dimension 3, somme directe de 3 idéaux
irréductibles. La condition F.2 est vérifiée. Le radical R est I'ensemble des
matrices de 4 pour lesquelles les coefficients «, d, et f sont nuls. Les éléments
de R? ont des coefficients nuls excepté ¢. Enfin R* = 0. On voit que

Ay = A/(0.-R?)

est isomorphe & L. Or un anneau d’intégrité est irréductible 4, = 4/(0. -R)
est isomorphe a 'anneau des matrices de la forme

d e
0 f
on voit que A; est un annueau de dimension 2. La condition F.3 est donc

satisfaite. On voit que A4 posséde un anneau de fractions qui est I'anneau
des matrices de la forme

ab ¢
0 d ¢
0 0 J

ol les coefficients appartiennent au corps des fractions de A. F(4) est bien
un anneau artinien.

PrOPRIETE 5.4. La condition F.3 est nécessaire pour qu'un J-ammeau A
posséde un annean de fractions noethérien.

Pour que A4, soit de dimension finie il suffit que les idéaux fermés de 4,
vérifient la condition maximale (prop. 1.10). Soit donc ¢,(Yx) une suite
croissante d’idéaux fermés de A4,. On peut supposer que la suite Vi est elle-
méme croissante. Si F(A4) est noethérien, il existe un entier K, tel que pour

K > K, F(A) Y = F(A) Yyt

C'est-a-dire que Yg,3 C F(A)Yx. Donc tout élément ¢ de Xg,1 se met sous
la forme ¢ = b7/, avec b € B, o’ € Y. Alors be = . Soit alors ¢, (¢) un
élément non nul de ¢,(Xx). Dans ce cas ¢,(b)¥,(a) n’est pas nul (prop. 5.7).
On voit que

Ay pla) Ny (Xg) # 0.
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Donc ¢,(Xx,1) est une extension essentielle de ¥,(Xg) et comme ce sont
des idéaux fermés :

¢p(XK+1) = ¢p(XK> pour K > KO-

CoroLLAIRE 1. Soit A un J-annean qui vérifie la condition F.2. S'il posséde
un ammneaw de fraciions noethérien cel anmeau est aussi arlinten.

COROLLAIRE 2. Soit 4 un J-anneau qui vérifie la condition ¥.2 et dont le
radical est de carré nul. A posséde un anneau de fractions si et seulement s'il
vérifie la condition F.3.

Cela®® découle de la propriété 4.8.
Ceci s’applique en particulier & un J-anneau de dimension 2. Donnons
deux exemples :

Exemple 1. Considérons le J-anneau de dimension 2 étudié dans (12). A4
est Panneau des matrices de la forme

o 2]

ol u# et v appartiennent au corps des rationnels et oty m € Z.
Ay = A/(0.-R) est isomorphe & Z : or Z est un anneau d’intégrité, donc
un anneau irréductible. 4 posséde un anneau de fractions.

Exemple 2. Dans (11), L. Lesieur et R. Croisot donnent un exemple d’anneau
L que U'on peut plonger dans un corps de fractions & gauche mais qui n’est
pas de dimension finie comme L-module & droite. Soit alors L® Uanneau
opposé & L. C'est un anneau que l'on peut plonger dans un corps K qui est
son corps de fractions & droite. On considére 4 qui est I'anneau des matrices

de la forme
a b
0 ¢

aveca € K,b € Ketc € L% 4 estun J-anneau de dimension 2. A;=4/(0. -R)
est isomorphe a LY la condition F.3 n’est pas vérifiée : 4 ne posséde pas
d’anneau de fractions.

1%0n remarque que la condition F.3 est vérifide si 4 est noethérien. T. D. Talintyre (14) a
montré que si un anneau noethérien 4 possédait un anneau de fractions artinien la condition
suivante était vérifide :

¥.4: Un élément est végulier modulo le radical de A si, seulement si, il I'est dans A.

Ce résultat est & rapprocher de notre propriété 4.6. L. Small (13) a montré que réciproque-
ment si un anneau noethérien vérifie la condition F.4, il possétde un anneau de fractions et
cet anneau est artinien. Aussi peut-on se demander si les conditions F.3 et F.4 ne sont pas
nécessaires et suffisantes pour qu'un J-anneau posséde un anneau de fractions artinien. Nous
pouvons simplement dire que la réponse est positive pour un J-anneau de dimension 2.
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6. Appendice. Dans toute notre étude nous n’avons considéré que des
anneaux unitaires (cf. définition 2.1). Cependant moyennant quelques modi-
fications la plupart de nos résultats peuvent s’étendre & un anneau non
unitaire. Dans la suite 4 est un anneau qui vérifie les conditions (11) et (31)
(voir paragraphe 2). Alors les propriétés 2.4, 2.5, 2.6 et le théoréme 2.2 sub-
sistent sans modifications, ni dans 'énoncé, ni dans la démonstration. Les
propriétés 2.7, 2.8 et donc le théoréme 2.3 sont encore vrais. Pour cela il
suffit de remarquer que pour que l'idéal Ax + Zx soit nilpotent, il faut et
il suffit que I'idéal Ax le soit. Nous allons maintenant supposer que l’ensemble
des éléments réguliers de 4 n’est pas vide. Soit donc by € B. Nous pouvons
alors énoncer.

ProprifTE: 3.4'. Soit w € U. Alors ou bien by — ub, est régulier, ou bien u
est 1dempotent.

La démonstration est tout a fait analogue a celle de la propriété 3.4.

PRrROPRIETE 3.5". Supposons que U'anneau A vérifie la condition F.1. St u € U,
pour tout b € B, il existe b’ € B tel que b'u € Ab.

Comme dans 3.5 on se raménera au cas oll %, ainsi que le produit de # par
tout élément régulier, est indempotent. On montrera alors que ['élément
by = by — boub + bobu est régulier. Pour cela, on verra d’abord que
Ao — byud) M Abybu = 0. En effet si A(bg — by ub) = ubybu, en multi-
pliant I'égalité a droite par « on voit que Nbo(u — ubu) = u(by bu? On en
conclut que why bu = 0. D’autre part 0-.b0;, = [0-. by — boub]l M [0+ .bo bu]
et si A(bg — boub) = 0, Nopu = 0 on en déduit que Aog ub?u = 0 et Nogu = 0.
Donc Moy = 0 ce qui entraine que N = 0. On en déduit alors sans modifica-
tion le théoréme 3.2.

Nous pouvons encore énoncer

THEOREME 3.3". Supposons que A soit de dimension u. St pour tout entier,
b, 0 < p < m, p.bo est régulier dans A, alors A posséde un anneau de fractions
st, et seulement st, la condition F.1 est vérifiée.

On voit d’abord que si pour a € 4, pa = 0 avec 0 < p < #, alors ¢ = 0-
En effet (pa)by = a(pby) = 0. On en déduit comme pour le théoréme 3.3
que I'un des éléments ¢ + by, 0 < p < n, est régulier et donc que 4 = B(4).
Quant au reste de notre étude, il subsiste sans modifications.
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