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CALCUL DES PRIMES ET MARCHANDAGE*
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PART I

Two premium calculation principles by negotiation. Using, as main tools,
the classical risk exchange model by Borch and
the bargaining models of Nash and Kalai-Smorodinsky,

we define two new premium calculation principles, whose main goal is to take
explicitly into account the attitude towards risk of the policy-holders. Those
principles are neither additive nor iterative, but they nevertheless possess several
important properties: the premium is translation-invariant, it does not depend
neither on the reserves nor on the portfolio of the company; it takes into account
all the moments of the claim distribution; it is independent of the policy-holder's
wealth but increases with his risk aversion.

PART II

Coalition against an insurance company. While computing the core of this risk
exchange, we show that it can be of the policy-holder's interest to coalize in
order to obtain premium cuts.

PREMIERE PARTIE: DEUX PRINCIPES DE CALCUL
DES PRIMES PAR NEGOCIATION

Le modele d'echange de risques de Borch entre plusieurs compagnies d'assu-
rances soucieuses d'ameliorer leur situation en formant un pool de reassurance
a fait l'objet de tres nombreuses publications. Ce n'est que depuis quelques
annees cependant que Ton semble s'etre apercu que le meme modele pouvait
etre utilise pour decrire toute economie d'echange, en particulier le contrat
d'assurance simple entre un assure et sa compagnie. Si Ton suppose que les
preferences de l'assure peuvent etre decrites par une fonction d'utilite exponen-
tielle, et que l'assureur est indifferent au risque en premiere approximation, les
contrats Pareto-optimaux consistent en une couverture complete du risque,
moyennant le paiement d'une prime que le critere de Pareto-optimalite ne
permet pas de determiner.

Parmi les differents modeles de marchandage presentes en theorie des jeux
et en economie mathematique, les plus satisfaisants nous semblent etre ceux de
Nash et de Kalai-Smorodinsky. Nous allons appliquer ces deux modeles a la
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116 BRIEGLEB AND LEMAIRE

negotiation que constitue la signature d'un contrat d'assurance. Cela nous
permettra de determiner un traite unique sur la courbe Pareto-optimale. En
d'autres termes, les deux modeles de marchandage vont nous permettre de
definir deux nouveaux principes de calcul des primes, principes dont nous
etudierons les proprietes.

2. LE MODELE CLASSIQUE D'ECHANGE DE RISQUES

Soient [Ju . . . , / „ ] n agents economiques soumis a un risque. /, est caracterise par
1. sa fonction d'utilite Uj(x), supposee a derivee premiere positive et a derivee

seconde non-positive, et
2. sa situation initiale [/?,, F,(x/)], ou Rt est le montant dont il dispose, et Fj(Xj)

est la fonction de repartition des debours a venir.
Les agents vont chercher a ameliorer leur situation en concluant un traite

d'echange de risques y =[yi(x), . . . , yn(x)]> avec £"=1 y,(x) = I"=1X;,ou
yy(x) = y/(jci,... ,xn) est le montant paye par l'agent Jjt apres echange, si les
debours pour les n participants s'elevent respectivement a Xi,. •. ,xn. La sig-
nature d'un tel traite modifie 1'evaluation de la situation de /, de

en

Ufa) = U,[Rh F,{x,)] = f u,(R, -x,) dF,(x,)
Jo

U,(y)=\u,[R,-y,(xy\dF(x)

ou 6 est l'orthant positif de E" et F(x) la fonction de repartition de la distribution
n-dimensionnelle des debours.

Un traite y est dit Pareto-optimal s'il n'existe aucun y' qui lui soit preferable,
c'est-a-dire tel que t//(y') s= Ut(y) pour tout /, avec au moins une inegalite
stride. L'ensemble des echanges Pareto-optimaux a ete caracterise par Borch
(1960):

THEOREME 1. y est un traite Pareto-optimal ss'il existe n constantes positives
k\,...,kn, telles que, avec une probability 1,

kjU-lRj — y/(Jc)] = kiii'iiRi -yi(x)] / = 1 n.

Un tel traite est unique lorsque les ks sont fixes. Sauf cas de degenerescence
des Fj(xj), il existe une infinite de k,- conduisant a un traite Pareto-optimal, meme
lorsque Ton impose la condition de rationalite individuelle, qui exige qu'un agent
n'accepte jamais un traite qui deteriore sa situation initiale: C/,(y)> t/,(x,) V/.

La multiplicity des solutions provient du fait que dans la definition de la
Pareto-optimalite ne figure aucun axiome de partage. La cooperation permet
d'accroftre le bien-etre global, mais rien n'est dit quant a la maniere de repartir
ce benefice entre les participants. Chacun a interet a obtenir une valeur de &,
la plus grande possible, de maniere a payer le moins possible. Nous avons une
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CALCUL DES PRIMES ET MARCHANDAGE 117

situation ou les interets des joueurs sont partiellement complementaires (globale-
ment, le marche a interet a signer un traite Pareto-optimal) et partiellement
contradictoires (une fois la surface Pareto-optimale atteinte, tout gain d'utilite
pour un agent ne peut se faire qu'au detriment d'un autre).

Surface Pareto-optimale

Point de •

desaccord

Ui = U2(X2)

Ce modele a fait l'objet de nombreuses etudes (Buhlmann et Jewell (1979),
Gerber (1978), Lemaire (1977), Baton et Lemaire (1981),...) dans le cas ou
les agents economiques sont des compagnies d'assurances desireuses de former
un pool de reassurance. Ce n'est que fort recemment (Moffet (1979), Bardola
(1981)) que Ton semble s'etre apercu que le meme modele pouvait s'appliquer
au marche a deux agents forme par une compagnie d'assurances J\ et un assure
potentiel J2.

Gerber (1974a, b), Leepin (1975) et d'autres auteurs ayant mis en evidence
les proprietes fort interessantes des fonctions d'utilite exponentielles du type

{) { \ - a x )

nous nous limiterons a ce cas particulier. De plus, comme il est evident que
l'aversion au risque de la compagnie est infiniment plus faible que celle de
l'assure (/2 raisonne en milliers de francs, / i en millions) nous pouvons, en
premiere approximation, representer le comportement de J\ par une fonction
d'utilite lineaire. Nous avons done

J\\ assureur. Reserves initiales R\
Portefeuille existant de fonction de repartition
Utilite «!(*)=;<:.

.
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118 BRIEGLEB AND LEMAIRE

/2: assure. Fortune initiale R2

Risque a assurer de fonction de repartition F2(x2)
Utilite«2(x) =

En posant fci = 1 (les fc, ne sont definis qu'a une constante multiplicative pres),
l'application du theoreme 1 donne

OU

— logfc2 et yi(xx, x2) =a

Par consequent l'assureur prend a sa charge la totalite du risque moyennant le
paiement d'une prime P{x2) = y2{xu x2), fixee des que k2 est determine. L'assure
cede a la compagnie tout son avoir R2, moins une constante qui depend de son
aversion au risque a: plus celle-ci est grande, plus le montant que J2 est dispose
a ceder est eleve. On calcule facilement

l'utilite initiale de la compagnie

t/i(xi)=f (Rl-x1)dF1{xl) = Rl-E(x1)
Jo

l'utilite initiale de l'assure

^2U2) = f - (1 - e ~a<*2'*2 VF2(x2) = - [1 - e-a*2M2(a)]
Jo a a

ou M2(a) est la fonction generatrice des moments du risque a assurer calculee
au point a. En supposant l'independance entre les variables x\ et x2 on calcule

l'utilite finale de la compagnie

£/i(y)=f f [Ri~yi{x1,x2)]dF1(x)dF2(x2)
Jo Jo

= Rl + R2-E(xi)-E(x2)
a

l'utilite finale de l'assure

U2(9)= f f -n-e-a[R^(x
Jo Jo a

le gain d'utilite pour la compagnie

a

le gain d'utilite pour l'assure

U2(y) - U2(x2) = -
a
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r CALCUL DES PRIMES ET MARCH AND AGE 119

Ceci demontre a nouveau l'opposition des interets des deux protagonistes:
l'assureur va essayer d'obtenir le plus petit k2 possible, alors que l'assure poursuit
le but inverse. II va done s'etablir une negotiation entre J\ et J2 dans le but de
se mettre d'accord sur une valeur de k2- En d'autres termes, les deux agents
doivent negocier pour determiner la prime.

3. MODELES DE MARCHANDAGE A DEUX JOUEURS

Un jeu de marchandage a deux joueurs est un couple (S, d), ou
S est un ensemble convexe compact representant les paiements realisables
dans l'espace Euclidien a deux dimensions E2 des utilites des joueurs; d
est le point de disaccord forme par les utilites initiates des joueurs.

Notons B l'ensemble de tous les couples (5, d).
Une solution est une regie qui associe a tout jeu de marchandage un paiement

realisable; il s'agit done d'une fonction/:5 -*_E2 telle que/(S, d) est un element
x = (xi, x2) de 5 pour tout (5, d) de B: /i(S, d) = xu f2(S, d) = x2.

II est evident qu'aucun joueur ne va accepter une solution qui n'est pas
rationnelle individuellement. Nous pouvons done limiter S a l'ensemble des
points x tels que xt ^dh i = 1, 2.

Les concepts de solution qui semblent les plus satisfaisants au point de vue
axiomatique sont dues, l'un a Nash (1950), l'autre a Kalai et Smorodinsky (1975).

3.1. Le Modele de Nash

AXIOME 1. Independance par rapport aux representations equivalentes des
utilites.

La solution n'est pas affectee par une transformation lineaire positive effectuee
sur les utilites desjoueurs. Pour tout (S, d) et tous nombres reels a,>0, bt

(/ = 1, 2), soit (5', d') le jeu defini par 5' = {y e E2\3x e S tel que y, = a,jc, + 6,}
et d't = atdi + bi, i = 1, 2. Alors /,(S", d') = a-friS, d) + bt, i = 1, 2. Cet axiome ne
fait que refleter l'information contenue dans les fonctions d'utilite; puisque
celles-ci ne sont definies qu'a une transformation lineaire pres, il doit en etre
de meme de la solution.

AXIOME 2. Symetrie

Tout jeu symetrique a une solution symetrique. Un jeu est symetrique si
(i) d! = d2,

(ii) (xi,x2)eS=>(x2,xi)eS
L'axiome exige que, dans ce cas, fi(S, d) =/2(5, d).

Comme la propriete precedente, cet axiome demande que la solution ne
depende que de l'information contenue dans le modele; si les joueurs ne peuvent
etre differencies par les regies du jeu, une permutation ne peut modifier la
solution. Si les participants ont meme fonction d'utilite, meme fortune initiale
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120 BRIEGLEB AND LEMAIRE

et si l'espace du jeu est symetrique, la solution doit accorder le meme gain en
utilite a chacun.

AXIOME 3. Pareto-optimalite

V(5, d) e B, si x et y e S sont tels que y, >xt i = 1, 2, alors f(S, d) * x.

AXIOME 4. Independance par rapport aux alternatives non pertinentes

La solution ne change pas si Ton retire de l'espace du jeu tout point autre
que le point de disaccord ou la solution elle-meme.

Un enonce equivalent de l'axiome est le suivant: soient (5, d) et (T, d) deux
jeux tels que T contient 5 et que f(T, d) est un element de S. Alors /,(5, d) =
f,(T, <?),/ = 1,2.

Cet axiome exprime le genre de negociation que le modele de Nash est cense
representer; il exprime une propriete de structure du processus de marchandage:
pendant celui-ci, l'ensemble des points susceptibles d'etre choisis se retrecit
progressivement, de telle sorte qu'a la fin du marchandage la solution n'est en
competition qu'avec des points extremement voisins, et non avec des alternatives
plus eloignees eliminees pendant les premieres phases de la negociation.

THEOREME 2. II existe une et une seule solution satisfaisant aux 4 axiomes;
c'est le point maximisant le produit des gains d'utilite des joueurs. C'est done la
fonction f = F definie par F(S, d) = x, telle que x 3= J et que (x\ — di)(x2 — d2) >
{yi-dl)(y2-d2)Vy*xeS.

THEOREME 3 (Roth, 1980). Le gain d'utilite que la solution de Nash accorde
a un joueur crott lorsque I'aversion au risque de son adversaire augmente. En
d'autres termes Fi(S',d')>Fi(S,d), ou (S',d') est obtenu a partir de (S,d) en
remplacant le joueur Jt # /, par quelqu 'un qui a plus peur du risque.

CRITIQUE. Si les trois premiers axiomes ont ete epargnes par les critiques, il
n'en va pas de meme de l'axiome 4. Kalai et Smorodinsky ont resume ces
attaques par l'exemple suivant

Jeu n °1: l'espace de marchandage est limite par le polygone reliant les points
(0,0), (0,1), (0,75, 0,75) et (1,0).

Jeu n °2: l'espace de marchandage est limite par le polygone reliant les points
(0, 0), (0,1), (1, 0,7) et (1, 0).

On constate que, quel que soit le gain de Ju J2 peut obtenir plus dans le jeu
n°2 que dans le jeu n°l. J2 a done de bonnes raisons de reclamer un montant
plus eleve dans le jeu n°2. Or, la solution de Nash est (0,75, 0,75) dans le jeu
n°\, et (1, 0,7) dans le jeu n°2, ce qui ne satisfait pas a la demande de J2.
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U2

Solutions de Nash

JeuN°2

3.2. Le modele de Kalai-Smorodinsky

Ces deux auteurs ont presente un autre modele, qui reprend les axiomes 1 a 3,
mais remplace le 4eme axiome par le suivant.

AXIOME 5. Monotonie

Si, quelle que soit la demande de son adversaire, les regies du jeu sont telles
qu'un joueur recoit plus dans un jeu que dans un autre, la solution lui accorde
un gain superieur dans le premier jeu.

Designons par b(S) = {bub2) le point "ideal" forme par les demandes
maximales des joueurs: 6, = max{x,|Ui, jc2)eS}. L'axiome peut alors s'enoncer
sous la forme suivante: si {T, d) et (S, d) sont deux jeux tels que T contient
S et b(S) = b(T), alors f(T, d)>/(S, d).

Soit G(S,d) la solution qui consiste a chercher le point d'intersection entre
la courbe Pareto-optimale et la droite joignant dab. Done G(S,d) = x tel
que JceS, (x1-di)/(x2-d2) = (b1-di)/(b2-d2) et x^y pour tout y e S tel

THEOREME 4. // existe une et une seule solution satisfaisant aux axiomes 1,
2, 3et 5:c'estG{S,d).

THEOREME 5 (Roth, 1980). Le gain d'utilite que la solution de Kalai-
Smorodinsky accorde a un joueur croit lorsque Vaversion au risque de son adver-
saire augmente.
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Point ideal
(bu b2)

Solution de

Kalai-Smorodinsky

La solution de Kalai-Smorodinsky ne satisfait pas bien sur a l'axiome 4,
puisque G(S,d) depend non seulement du point de desaccord mais aussi du
point ideal. On peut cependant montrer que G(S, d) est independant des
alternatives qui ne determinent pas le point ideal. Done G(S, d) (tout comme
d'ailleurs F(S, d)) satisfait a l'axiome 6.

AXIOME 6. Independance par rapport aux alternatives autres que le point de
desaccord et le point ideal.

Si (S, d) et (T, d) sont deux jeux tels que T contient S, b(S) = b(T) et f{T, d)
est un element de S, alors f(S, d) =f(T, d).

Si la solution de Kalai-Smorodinsky a l'avantage de satisfaire a l'axiome de
monotonie, elle n'est cependant pas exempte de critiques. On peut par exemple
montrer (Roth, 1980) qu'il est impossible de generaliser ce concept a un jeu a
plus de deux joueurs, alors que le modele de Nash a deja fait l'objet de telles
extensions (voir par exemple Lemaire (1973)).

THEOREME 6. Pour un jeu de marchandage a 3 joueurs ou plus, il n 'existe
aucune solution Pareto-optimale, symetrique et monotone.
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On constate une propriete de dualite entre les deux solutions proposees: le
point selectionne par le modele de Nash correspond au rectangle de plus grande
surface a l'interieur de S, tandis que le point isole par Kalai-Smorodinsky
correspond au rectangle de plus petite surface a l'exterieur de 5.

On trouve d'autres concepts de solution en theorie des jeux. Us ne nous
paraissent cependant pas adaptes a notre probleme. Par exemple les solutions
qui consistent a selectionner le traite le plus "proche" du point ideal, au sens
d'une certaine norme, ne peuvent nous convenir car elles ne sont pas indepen-
dantes d'une transformation lineaire effectuee sur les utilites des joueurs.

4. CALCUL DES PRIMES

Les deux modeles de marchandage decrits en Section 3 nous permettent d'isoler
un point sur la courbe Pareto-optimale, c'est-a-dire de determiner k2 et la prime.

4.1. Solution de Nash

Nous devons maximiser le produit

-\R2-E2(x2)--\ogk2]\e-aR>M2(a)-±-].
a L a J L k2i

Posons

A=R2-E2(x2)

1 B \ _
dk2 a a a '

Cette equation determine k2, et done la prime P(x2), en fonction des constantes
A, B et de l'aversion au risque a.

4.2. Solution de Kalai-Smorodinsky

On verifie que

_1
a

•y

a
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L'equation de la droite reliant le point de desaccord et le point (bu b2) est

MI - ( / ? i - JBI(XI)) a

- log M2(a)-E2(x2) -e-aR*lM2{a)-eaE^}
a a

Les equations parametriques de la courbe Pareto-optimale sont

ul = R1-E1(Xl)-E2(x2)--\ogk2+R2

2 ( f )a \ k2)

Apres remplacement et calculs, on obtient

equation qui determine implicitement k2 et la prime P(x2).

5. PROPRIETES

En determinant un traite d'assurance unique, nous avons en fait defini deux
nouveaux principes de calcul des primes: le principe de Nash et le principe de
Kalai-Smorodinsky. Quelles sont les proprietes de ces principes?

1. La prime contient un chargement de securite.
La prime pure vaut E2{x2), la prime effective P{x2) = y2(xu x2).

P(x2)-E2(x2) = R2 - - log k2-E2(x2).a

Le second membre est le gain d'utilite que la compagnie obtient par le traite.
Comme les deux modeles consideres conduisent a une solution individuellement
rationnelle, Pfe) est bien une prime chargee.

2. La prime ne peut depasser le montant maximum des sinistres {no ripoff
condition)

Cette propriete resulte du fait que le contrat conduit necessairement a un gain
d'utilite pour l'assure.

3. La prime fait intervenir tous les moments de la distribution des sinistres (de par
le presence de la fonction generatrice des moments).

4. La prime est independante des reserves R\ et du portefeuille de la compagnie
d'assurance.

5. La prime est independante de la fortune R2 de Vassure.

Demontrons cette propriete pour le principe de Nash.
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THEOREME 7. La prime, calculee selon le principe de Nash, ne depend pas de R2.

DEMONSTRATION. La prime vaut P{x2) -Ri — (I/a) log k2, avec
R 1

(1) 2 2 ( 2 )
a a a

Ajoutons a /?2 une quantite arbitraire a et verifions que P(x2) ne change pas.

/?2 + « - - l o g * 2 ,a
ou

(2) ± k 2 t M 2 ( a ) i

fc2 et &2 sont lies par la relation k'2=k2e
aa (il suffit pour s'en convaincre

d'effectuer le remplacement dans (2), qui se reduit alors a (1). Par consequent

--log(k2e
aa)

a

a

En fait les proprietes 3 et 4 resultent du fait qu'une modification de Ri ou R2

entraine une transformation lineaire d'une fonction d'utilite exponentielle.

6. La prime croit avec I'aversion au risque de Vassure
Cette propriete est une consequence immediate des theoremes 3 et 5 et du

fait que le chargement de securite de l'assureur n'est rien d'autre que son gain
d'utilite.

7. La prime est invariante par translation P(x2 + c) = P(x2) + c
La demonstration de cette propriete est fort semblable a celle de la propriete

4, en posant cette fois k2 = k2 e~ac.
Par contre de nombreux contre-exemples permettent de verifier que les deux

principes de calcul des primes ici definis ne satisfont ni a la propriete d'additivite
ni a celle d'iterativite.

8. Exemple
Nous reprenons ici les donnees utilisees par Moffet (1979).
Distribution du cout des sinistres pour l'assure

x2

Prob.

0

0,3

1

0,05

2

0,06

3

0,08

4

0,1

5

0,13

7

0,15

10

0,07

15

0,04

20

0,02

La prime pure vaut 4,21.
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Nous devons, pour obtenir la prime, resoudre les equations suivantes:

1. Principe de Nash: 35,79 — logfc2-e~40aM2(a) + - = 0.
a a

2. Principe de Kalai-Smorodinsky:

(35,79-jlog k2) (e~40aM2(a)-e-35J9a)-(35,79-40M2{a))

La resolution de ces deux equations pour differentes valeurs de a conduit aux
resultats repris ci-dessous. Le tableau indique la prime ainsi que les gains en
utilite des deux joueurs.

a

0,01
0,05
0,1
0,25
0,5
1

P

4,259
4,482
4,824
6,425
9,866

13,747

NASH
"1

0,05
0,27
0,61
2,21
5,66
9,54

"2

3,42 xlO"2

4,60 xlO"2

1,82 xlO"2

5,01 xlO"4

1,62 xlO"6

3,73 xlO"11

KALAI-SMORODINSKY
P

4,259
4,482
4,824
6,442

10,142
14,230

« i

0,05
0,27
0,61
2,23
5,93

10,02

« 2

3,42 xlO"2

4,60 xlO"2

1,82 xlO"2

4,97 xlO"4

1,53 xlO"6

3,48 xlO"11

Lorsque l'aversion au risque de l'assure est faible, le jeu est presque
symetrique; la prime ne depasse que de peu la prime pure. Le principe de
Kalai-Smorodinsky est plus avantageux pour l'assureur que le principe de Nash:
la prime est legerement plus elevee.

6. CONCLUSIONS

La science actuarielle a connu ces dernieres annees, avec l'etude de nombreux
principes de calcul des primes, une evolution fort interessante. Le pilier principal
de l'actuariat traditionnel, le principe d'equivalence—que Ton appelle
aujourd'hui le principe de l'esperance mathematique—a perdu un peu de son
role central suite a l'introduction de principes de plus en plus sophistiques. L'on
a commence par introduire des parametres de la distribution des sinistres autres
que la moyenne (variance, ecart-type, coefficient d'asymetrie, semi-variance,...).
Puis des concepts en provenance de l'dconomie mathematique ont fait irruption
en actuariat et les principes les plus recents introduisent la situation du marche
et les preferences de comportement des protagonistes. Les deux principes de
calcul presentes ici vont encore plus loin: nous avons determine des primes par
marchandage, en nous basant uniquement sur l'attitude des agents economiques
en presence de risques, en faisant totalement abstraction du principe
d'equivalence et de la prime pure.

.
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Si Ton pensera sans doute a juste titre que nous sommes alles trop loin, il
n'empeche que nos deux principes verifient un ensemble de proprietes satis-
faisant: la prime contient un chargement de securite, elle ne peut depasser le
montant maximum des sinistres, elle ne depend ni des reserves de l'assureur, ni
de la fortune de l'assure, ni du portefeuille de la compagnie. Elle fait intervenir
tous les moments de la distribution des sinistres et est invariante par translation.
Bien sur cet ensemble de proprietes ne peut soutenir la comparaison avec celles
verifiees par le principe de l'utilite nulle, par exemple. Neanmoins cela ne doit
pas nous faire perdre de vue la qualite a notre sens fondamentale des deux
principes ici presentes, a savoir le fait d'introduire explicitement dans le calcul
des primes le comportement de l'assure. Les principes de calcul des primes
introduits precedemment semblent avoir fait la part un peu trop belle aux
compagnies en oubliant que dans tout contrat d'assurance il y a une autre partie
tout aussi importante: l'assure. Nous avons tente ici de retablir l'equilibre en
introduisant dans le raisonnement l'attitude vis-a-vis du risque de ce dernier.

DEUXIEME PARTIE: COALITION CONTRE UNE COMPAGNIE D'ASSURANCES

Dans ce qui precede, nous avons applique le theoreme de Borch a un micro-
marche forme par un assure et un assureur. Rien ne nous empeche bien sur
d'ajouter des joueurs au raisonnement. Dans ce qui suit, nous allons introduire
un troisieme joueur, J3, un assure caracterise par sa situation [R3, F3(x3)] et sa
fonction d'utilite u3(x), que nous supposons egalement exponentielle, de para-
metre b. Nous supposons l'independance entre les risques des 3 joueurs.

Par application du theoreme de Borch, nous obtenons que l'assureur / i va
reprendre la totalite des risques de ses partenaires, moyennant le paiement de
primes P{x2) et P(x3).

y2(xu x2, x3) = P(x2) = R2 — log k2

a

y3{xu x2, x3) = P(x3) = R3-- log k3.
b

L'introduction d'un deuxieme assure permet d'ajouter une dimension au pro-
bleme. En effet les assures disposent maintenant d'une alternative a l'assurance
pure et simple: ils peuvent s'echanger leurs risques sans necessairement passer
par l'assureur. Ils peuvent egalement utiliser cette possibility supplemental
comme menace dans le but d'obtenir des primes moins elevees. C'est ce que
nous allons demontrer en calculant le coeur du marche.

DEFINITIONS
1. Soit N = {Ji /„} les agents du marche d'echange de risques, et S c N

toute coalition de joueurs. Un traite y" domine y par raport a S si y' est
realisable pour S et si M,(y')^M/(y) V/eS (avec au moins une inegalite stride).
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2. y" domine y s'il existe une coalition S telle que y" domine y par rapport
a cette coalition.

3. Le coeur du marche est l'ensemble des traites non domines.
Le coeur est done un ensemble stable, puisqu'aucune coalition n'a interet a

quitter le marche.

Le coeur d'un marche d'echange de risques a ete caracterise recemment par
Baton-Lemaire (1981) dans le cas particulier ou tous les agents utilisent une
fonction d'utilite exponentielle (de parametre c, pour /,).

THEOREME 9. Un traite appartient au coeur d'un marche d'echange de risques
a utilites exponentielles si et seulement si

y,(xi, ...,xn) = qi(x1 + - • •+x
avec

n

I 1/c,

I y,(0)« I (Pf -P?) vscjv, s*0,
jeS ;eS

OU

Pf = '- llogMk(-\-)

est la prime qu'appliqueraitJj dans la coalition Ss'il utilisait le principe de Vutilite
exponentielle.

Dans le cas de notre marche a 3 joueurs, le theoreme est d'application car
les fonctions d'utilite Hneaires peuvent etre considerees comme un cas particulier
des fonctions exponentielles.

Nous avons

= -P(x2)-P(x3),

Nous pouvons par consequent calculer

Coalition

{1}

{2}

{3}

Primes

Pf=- log M2(a)
a

p{/}4
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Coalition

{12 3}

{12}

{13}

{2 3}

Primes

P?23} =E{xi)+E(x2)+E(xJ

P^2}=E1(x1)+E2(x2)

P[13}=E1(x1)+E3{x3)

P{
2

12>=0

P 3
1 3 1 =0

Dans cette coalition, J2 et J3 se passent des services de I'assureur.
J2 prend a sa charge une fraction ( l / a ) / ( l / a+ 1/6) des deux
risques, et J3 la fraction complementaire (l/b)/(l/a + l/b). Done

"3 —T
l/b

Nous sommes maintenant en mesure d'ecrire les 6 conditions d'existence du
coeur.

1.5 = {1}. La condition yi(0) ^P{i1} -Pi s'ecrit

P(x2)+P(x3)^E2(x2)+E3(x3)

ou

R2+R3 — logk2-Tlogk3^E2(x2)+E3(x3).a b

II s'agit de la condition de rationalite individuelle pour I'assureur, iqui n'acceptera
le marche que si la prime totale percue est au moins egale a la prime pure.

2. 5 = {2}.

-
a

— logfe2«-logA/2(a).
a a

C'est la condition de rationalite individuelle pour /2, qui n'acceptera pas une
prime trop elevee.

3. S = {3}.

R3 - - log k3 ^ - log M3(b)
b b

(condition de rationalite individuelle pour J3).
4. 5 = {1,2}.

y i(0) + y2(0)«[/>r} - Ff]+[P2
12} - p f ]

••E(x3).
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Cette condition de rationalite collective pour la coalition {1,2} exige que J3 paye
une prime chargee, faute de quoi il sera plus interessant pour / i et J2 de se
separer de J3.

5. 5 = {1,3}

R2 — logk2^E2(x2)a
(condition de rationalite collective pour {1, 3}).
Remarquons que les conditions 4 et 5 rendent la premiere superflue.

6. S = {2,3}

<2>P(x2)+P(x3) = R2— logk2+R3--logk3a b

^—)+logM3(—i

Cette condition de rationalite collective pour la coalition formee par les deux
assures represente l'element nouveau: si la prime reclamee par l'assureur est
trop forte, il est preferable pour J2 et / 3 de ne pas traiter avec lui, et de partager
leurs risques.

La condition 6 restreint effectivement l'ensemble des solutions admissibles en
faveur de J2 et J3. En effet, comme l / ( l /a + 1/b) *= a nous avons

-+f) logM2 ( ] )
a b)

+ f ) logM2 ( ]_...) ^
a b) W/a + l/b) a

Gerber (1974a) ayant demontre que (l/c)logM(c) est une fonction non-
decroissante de c. Par symetrie

-+1) logM3a bl
(+1) logM3 ( ] ) ^ l
\a bl M/a + l/bJ b

et par sommation,

— log M2(a)-- log M3(b).
a b

Or, en sommant les conditions 2 et 3, nous obtenons

R2+R3 — log M2(a)-~ log M3(b)^- log k2 + -\ogk3.a b a b

Par consequent la condition 6 est plus restrictive que la somme des conditions
2 et 3; elle conduit a des valeurs de k2 et k3 plus elevees, done plus profitables
pour J2 et J3.
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EXEMPLE. Supposons que les deux assures soient soumis au meme risque,
distribue selon un loi T, de moyenne 1,2 et de variance 1,25 (Baton-Lemaire
(1981)). Supposons que R2 = 10, R3 = 5, a = 0,4, b = 0,8. On verifie que le coeur
du marche est determine par les conditions

J2 est pret a payer une prime allant jusque 1,6. J3, ayant plus peur du risque,
est meme dispose a aller jusque 2,6. En se coalisant, cependant, J2 et 73 peuvent
limiter la somme de leurs primes a 2,8.
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