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POLYNOMES A VALEURS ENTIERES
ET BINOMES DE FERMAT

JEAN-LUC CHABERT ET GILBERT GERBOUD

RESUME  Soit A un anneau mntégre de corps des fractions K et soit A[X]gy, =
{P(X) € K[X] , P(A) C A} Panneau des polyndmes a valeurs entiéres sur A
Lorsque la caracténistique de A est nulle, le A-module A[X],,p est contenu dans le A-
module {P(X) € K[X], P(Z) C A} engendré par les polyndmes binomiaux B,(X) =
X(X—=1) (X—n+1)/n" Nous caractérisons ici1 les anneaux de Dedekind A pour
lesquels ces A-modules sont égaux

Puis nous étudions la situation plus générale dans laquelle A[X]gy, = {P(X) €
K[X], P(Ap) C A} ol Ag désigne un anneau de Dedekind contenu dans A Ce sont
alors des polynomes générahisant les bindmes de Fermat Fj,(X) = X1 —-X) / p qui
Jouent le réle central

ASTRACT Let A be adomain with quotient field K and let A[X] g = {P(X) € K[X] ,
P(A) C A} the ring of integer-valued polynommals over A When A 1s of characteristic
zero, the A-module A[X]qyp 18 contaned mn the A-module {P(X) € K[X] , P(Z) C
A} generated by the binomial polynomials B,(X) = X(X — 1) (X —n+1)/n" We
characterize the Dedekind domains A for which these A-modules coincide

Then, we study a more general situation let Aj be any Dedekind domain contained
n A, the ning A[X]syb 1s 1ncluded 1n the ring {P(X) € K[X] , P(Ag) C A} We give
equivalent conditions for which these two rings comncide, making use of polynomals
such that Fermat binomals F(X) = (X? — X)/p

Introduction. Soit A un anneau intégre de corps des fractions K. On appelle
polyndme a valeurs entiéres sur A tout polyndme a coefficients dans K qui prend sur
A ses valeurs dans A.

Nous noterons A[X]sp 1I’ensemble des polyndmes a valeurs entieres sur A :

AlXIsb = {P(X) € K[X] ; P(A) C A}.

11 est clair que A[X]sp est un sous-anneau de K[X] contenant A[X], et qu’il peut étre
considéré comme un sous-module du A-module K[X]. Nous allons étudier ic1 a quelles
conditions, portant sur I’anneau A, A[X]qp peut &tre engendré en tant que A-module ou en
tant qu’anneau par certains types de polyndomes simples comme les polyndémes binomi-
aux B,(X) = X(X—1)--- (X —n+1)/n! ou les bindmes de Fermat F,,(X) = (X —X)/p.
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POLYNOMES A VALEURS ENTIERES 7

PREMIERE PARTIE : LES POLYNOMES BINOMIAUX.

1. Généralités. Supposons que I’anneau A soit de caractéristique nulle et con-
sidérons les polyndmes binomiaux suivants :

NOTATION 1.1. Posons By(X) = 1 et, pour tout entier n > 0,
B(X)=XX—-1---X—n+1)/n!,
et notons A[X]y,, le A-module libre engendré par les polyndmes B, (X).

PROPOSITION 1.2. Le A-module A[X]bm est aussi I’ensemble des polynomes :

AlX]on = {P(X) € K[X]; P(Z) C A}.

DEMONSTRATION. 11 est clair que les polyndmes binomiaux prennent sur Z leurs
valeurs dans Z, donc dans A. Par conséquent A[X]yn C {P(X) € K[X] ; P(Z) C A}.

Inversement, si P(X) est un polyndome non nul de K[X] tel que P(Z) soit inclus dans A,
alors, comme les polyndmes binomiaux forment une base du K-espace vectoriel K[X],
nous pouvons écrire :

P(X) = toBo(X) + 11B1(X) + - - - + 1y Bpu(X)

ol m est le degré de P(X) et 1,71, ..., sont des éléments de K. Mais, #y est un élément
de A car tg = P(0). De plus, si tg, ..., t,—1 (0 < g < m) sont des éléments de A, alors

tq = P(q) — toBo(q) — - - - —14-1B4-1(q)

est aussi un élément de A. D’ou la propesition.
Ceci montre en particulier que le A-module A[X]y;, est aussi muni d’une structure
d’anneau, et nous avons les inclusions :

A[X] C AlX]wp C A[X]om C K[X].

On dispose déja de nombreux résultats relatifs aux anneaux A tels que A[X]qp = A[X]
(les anneaux substitutiels de [5], § 4 ; cf. aussi [7], § 2 ou [14]). Ici, nous nous intéressons
a 1’autre inclusion, au cas ot A[X]sup = A[X]pm. Bien str, Z[X]sup = Z[X]bin- Nous allons
donner des caractérisations des anneaux de Dedekind A pour lesquels cette égalité a lieu
et notamment la suivante :

Tout nombre premier p, qui n’est pas inversible dans A, y est totalement décomposé,
c¢’est-a-dire est produit d’idéaux maximaux de A de norme p deux a deux distincts.

Commengons par une remarque valable en toute généralité.

NOTATION 1.3.  Pour tout entier n > 0, notons /,(A)—ou plus simplement 7, si au-
cune confusion n’est a craindre—le sous-module du A-module K formé de O et des co-
efficients directeurs des polyndmes a valeurs entieres sur A de degré < n.

Définis en toute caractéristique, ces I, sont des idéaux fractionnaires de A et on vérifie
facilement que :
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PROPOSITION 1.4.  Une suite Qy(X), Q1(X), ..., 0n(X),... de polynémes a valeurs
entieres sur A, tels que deg Q,(X) = n, est une base du A-module A[X)s si et seulement
si, quel que soit I’entier n, le coefficient directeur de Q,(X) engendre I,.

COROLLAIRE 1.5.  Siun anneau A de caractéristique nulle vérifie A[X]sub = A[X]oin
alors, pour tout entiern > 0, I, = (1/n))A.

2. Caractérisation des anneaux de Dedekind A pour lesquels A[X]q» = A[X]pi-
P.-J. Cahen [3] a donné une autre description des idéaux fractionnaires /, lorsque A est
un anneau de Dedekind.

NOTATIONS 2.1. Notons [g] la partie entiere d’un nombre rationnel q. Si h et N
désignent deux entiers naturels tels que £ > 0 et N > 1, notons vy(h) I’exposant de
la plus haute puissance de N qui divise A.

Si M désigne un idéal maximal de A, notons N(M) sa norme, c’est-a-dire le cardinal
(éventuellement infini) du corps résiduel A / M ; et si I désigne un idéal fractionnaire
non nul de A, notons vy (/) I’exposant de M apparaissant dans la décomposition de / en
produit d’idéaux maximaux de A.

Enfin, pour tout entier naturel n, posons

{ Thoi V() = T>1[§7]  si N estun entier > 1
0

wyn) = . . . .
~n(n) si N est un cardinal infini.

PROPOSITION 2.2 (CAHEN [3], § 2). Pour un anneau de Dedekind A, les idéaux
fractionnaires 1, sont caractérisés par : vy(l,) = —wnun(n), pour tout idéal maximal
M de A.

Supposons désormais 1’anneau A de caractéristique nulle.

LEMME 2.3. Soit A un anneau de Dedekind de caractéristique nulle. Si un nombre
premier p se décompose sous la forme :

pA=M ---M,

ou d est un entier > 0 et My, ..., M, sont des idéaux maximaux de A de norme p deux a
deux distincts, alors le binéme F,(X) = (XP — X)/p est a valeurs entiéres sur A.

DEMONSTRATION. ~ Soit a un élément de A et soit i € {1,...,d}. Comme A/M, est
un corps de cardinal p, nous avons @’ — a = 0 si a désigne la classe de a dans A/M,.
Donc a? — a est un élément de M,. Par suite :

& —aeMN---NMy;=M;---My; = pA.

Ainsi, quel que soit I’élément a de A, Fp(a) = (@’ — a) / p est aussi un élément de
A : F,(X) est un polyn6me a valeurs entieres sur A.
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LEMME 2.4. Soit A un anneau de Dedekind de caractéristique nulle. Si, quel que
soit le nombre premier p, le binome F,(X) = (XP — X)/p est a valeurs entiéres sur A,
alors :

A[X]sub = AlXTpin.

DEMONSTRATION.  Les polynémes By(X), B1(X), ..., Bu(X), ... constituent évidem-
ment une base de Z[X]. Par ailleurs, nous savons construire une autre base de Z[X]sup
formée de polyndmes Qy(X), Q1(X), ..., On(X),... qui sont obtenus par combinaisons
linéaires a coefficients dans Z de produits d’itérés des bindmes F,(X) = (X —X)/p ((8],
82).

Si, donc, on suppose que, quel que soit le nombre premier p, F,(X) est un
polynéme de A[ Xy, alors, par construction, les polyndmes Qy(X), Q1 (X), - .., @u(X), ...
sont a valeurs entieres sur A et, par suite, il en est de méme des polynomes
By(X), B1(X), . ..,By(X), ... qui se décomposent sur cette base : A[X]py est inclus dans
A[X]sup, d’ol1 le résultat puisque I’on a toujours 1’autre inclusion.

THEOREME 2.5. Soit A un anneau de Dedekind de caractéristique nulle. Les quatre
propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) AlXJsp = AlXTom ;
(b) quel que soit ’entiern > 0,1, = (1/n")A;
(c) tout nombre premier p, qui n’est pas inversible dans A, se décompose sous la

forme :
pA=M, M,

ou d est un entier > 0 et My, ..., M, sont des idéaux maximaux de A de norme p
deux a deux distincts ;

(d) quel que soit le nombre premier p, le binome F,(X) = (X” — X)/p est a valeurs
entieres sur A.

DEMONSTRATION.  L’implication (a) = (b) résulte du Corollaire 1.5.
Montrons I’implication (b) = (c). Supposons donc que, quel que soit I’entier n > 0,
I, = (1/n!)A et soit p un nombre premier. Alors, I, = I,_;.(1/p)A, et par conséquent :

pA=1I,_1.1".
Soit M un idéal maximal de A de norme N. On a:
vm(PA) = vy (1) — vu(lp)
¢’est-a-dire (Proposition 2.2),
vm(PA) = wy(p) —wn(p — 1).

Revenons 2 la définition de wy. SiN > p, wy(p) = wy(p — 1) = 0, et donc vy (pA) = 0.
SiN < p,wy(p) = wy(p— 1) +vn(p) = wy(p— 1), et donc vy (pA) = 0. Ainsi, si N # p,
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M n’intervient pas dans la décomposition de pA en produit d’idéaux maximaux de A. Et
siN = p, alors wy(p) = 1, wy(p — 1) = 0, et vy(pA) = 1. D’ou le (c).

Montrons I’implication (c) = (d). Soit p un nombre premier. Si p est inversible dans
A Fp,(X) = (X, — X)/p est un polyndme de A[X] et donc de A[X]su. Et si p n’est pas
inversible dans A, le Lemme 2.3 ci-dessus permet de conclure.

Enfin, I'implication (d) = (a) n’est autre que le Lemme 2.4.

REMARQUE 2.6. Lorsque I’anneau A vérifie les conditions équivalentes du théoréme
précédent et que son corps des fractions K est algébrique sur Q, K est un corps de nombres
et I'entier d de la condition (c) n’est autre que le degré de I’extension K /Q, il ne dépend
donc pas du nombre permier p (cf. [13], V).

3. Exemples.

PROPOSITION 3.1.  Pour tout anneau d’entiers O d’un corps de nombres K distinct
du corps Q des nombres rationnels, nous avons :

O[X] E O[X]sub g O[X]bm'

DEMONSTRATION. Les inclusions ont lieu en général ; il s’agit de montrer qu’ici
elles sont strictes. Pour la deuxieme, cela résulte de ce que, K étant distinct de Q, il existe
toujours des nombres premiers ramifiés dans O et donc 1’assertion (c) du Théoreme 2.5
n’est pas vérifiée. Pour la premiere, le résultat est classique ([3], [4], [5], [6], [7]). 1
résulte par exemple de ce qu’il existe une infinité de nombres premiers p totalcment
décomposés, i.e., tels que pO = M, - - - M, o0 My, ..., M, sont des idéaux maximaux de
O de norme p et deux a deux distincts (¢f. [11, V, § 3). Pour un tel nombre premier p, le
polynéme F,(X) = (XP — X) / p appartient a O[X]s,p d’apres le Lemme 2.3, mais non a
o[x].

EXEMPLE 3.2.  Soit O I’anneau des entiers d’un corps de nombres K de degré d. Soit
T la partie multiplicative engendrée par les nombres premiers p qui ne sont pas totalement
décomposés dans K et soit A le localisé T-'0. Alors,

AlXsup = AlX]pun-

En effet, tout nombre premier p qui n’est pas inversible dans A est totalement
décomposé sous la forme pA = M, ---M,; ou My, ..., M, sont des idéaux maximaux
de A de degré résiduel 1 deux a deux distincts. On sait d’ailleurs, on 1’a dit, qu’il existe
une infinité de tels nombres premiers.

Par exemple, pour ’anneau O = Z[V/—1], Test engendré par I’ensemble des nombres
premiers qui ne sont pas congrus a 1 modulo 4 (c¢f. [13], V).

EXEMPLE 3.3. L'anneau A = Z[(1 + /17) /2], vérifie :

A[X]up = AlXTpin-
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En effet, 2 est totalement décomposé dans 1’anneau Z[(1 + V17) /2] des entiers du
corps Q[v/17].

EXEMPLE 3.4. Lanneau A = Z[+/71s7 vérifie :

A[X]sub = A[X]bm‘

En effet, 3 est totalement décomposé dans 1’anneau Z[\ﬁ ] des entiers du corps O[ﬁ ].

EXEMPLE 3.5. Soit p un nombre premier.
Si Z, désigne I’anneau des entiers p-adiques, alors

Zp[)(]sub = Zp[X]bm~

DEUXIEME PARTIE : LES BINOMES DE FERMAT.
4. Généralités. A propos de I’égalité :

Z[X]ap = {P(X) € Q[X]; P(Z) C Z}.

on peut se poser deux questions correspondant a deux points de vue symétriques :

D’une part, dans quelle mesure peut-on restreindre I’ensemble en lequel on calcule
les valeurs des polyndomes? C’est en particulier la question qu’étudie R. Gilmer [10]
lorsqu’il caractérise les parties S de Z telles que :

Z[Xlswp = {P(X) € QIX] ; P(S) C Z}.

D’autre part, dans quelle mesure peut-on étendre I’ensemble dans lequel sont prises
les valeurs des polyndomes ? C’est en particulier la question étudiée dans la partie
précédente lors de la caractérisation des anneaux de Dedekind A de caractéristique nulle
tels que

AlX]u» = {P(X) € K[X] ; P(T) C A}.

Or, ces deux questions, qui en fait se recoupent, peuvent s’étudier sous des hy-
potheses tres générales. Ainsi, nous obtenons des énoncés assez semblables a celui du
Théoreme 2.5 sans avoir a supposer A intégralement clos, ni méme noethérien. L’ anneau
de base Z lui-méme peut étre remplacé par un anneau Ag a priori quelconque. Les car-
actérisations sont intéressantes dans le cas ol A¢ est un anneau principal, voire un anneau
de Dedekind. Mais nous ne nous limiterons plus a la caractéristique nulle et pourrons
prendre par exemple pour A un anneau tel que F,[T]. Bien sor les polyndmes binomiaux
B,(X) ne pourrons plus étre considérés ; ce sont les analogues des polyndmes (X? —X) /p
qui joueront le role fondamental :

DEFINITION 4.1. A tout idéal premier principal pA, de Ay de quotient de cardinal
fini N(p) associons le bindme de Fermat

Fp(X) = (X" —X)/p.
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Notons que tout bindme de Fermat de I’anneau Aq est un polyndme a valeurs entieres
sur Ap. En effet, 'image a de tout élément a de A dans le corps fini Ag / PAy Vérifie
a"® — a = 0 et donc a¥) — g appartient a pAg.

Posons-nous en toute généralité le probléme de la substituabilité d’un anneau Ap a un
autre A :

HYPOTHESES ET NOTATIONS 4.2. Soient Ag et A deux anneaux intégres tels que Ay
soit contenu dans A. Soient Kj et K leurs corps des fractions respectifs.

DEFINITION 4.3.  Nous dirons que 1’anneau Ay est substituable a I’anneau A lorsque :
AlXlswo = {P(X) € KI[X] ; P(A9) C A}.

Si A est substituable a A, alors tout bindme de Fermat relatif a I’anneau A est a
valeurs entieres sur A. Nous allons voir dans quelle mesure cette condition est suffisante.
Commengons par quelques assertions élémentaires.

PROPOSITION 4.4. (i) Si Ay est substituable a A, alors Ag[X]suw est inclus dans
A[stub«

(ii) SiAg C Ay C A et si Ag est substituable a A, alors A est substituable a A.

(iii) Si Ky est un corps compris entre K et K et si A est substituable a A, alors Ay est
substituablea A, = AN K.

(iv) Si Ao est substituable a une famille d’anneaux A;, alors Aq est substituable a
Uintersection A des anneaux A,.

(v) SiA estlafermeture intégrale de Ay dans K, pour que Ay soit substituable a A il
Sfaut et il suffit que Ay soit substituable a AN Ky et que A N Ky soit substituable a
A.

DEMONSTRATION. Toutes ces assertions sont de vérification immédiate. Seule la
condition suffisante de 1’assertion (v) nécessite une explication. Soit donc P(X) dans
K[X] tel que P(Ayp) soit inclus dans A. Comme A est entier sur Ag, alors K est algébrique
sur Ky, donc P(X) est entier sur Ky[X] et nous avons la relation :

P +Qn P+ + Q1P+ Qy = 0.

Les Q,(X) sont des fonctions symétriques des conjugués de P(X) ; par suite, pour tout
élément a de Ay, les Q,(a) sont des fonctions symétriques des conjugués de P(a) et donc
appartiennent a A N K. Compte tenu des hypothéses, puisque Q,(Ap) est contenu dans
ANKy, Q,(ANKjp) est contenu dans A M Ky et donc Q,(A) est contenu dans A. Ainsi, pour
tout élément x de A, P(x) est entier sur A c’est-a-dire appartient a A.

Pour effectuer une étude plus fine, ramenons nous au cas local a I’aide de :

PROPOSITION 4.5 (CAHEN ET CHABERT [5],§ 3).  Pour toute partie multiplicative S de
Ao, tout polynéme P(X) appartenant a K[X], tel que P(Ay) C A, vérifie aussi P(S~'Ag) C
SIA.
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COROLLAIRE 4.6. Un anneau Ag est substituable a tous ses localisés. Un anneau de
Priifer Ay est substituable a tout anneau A compris entre Ay et K.

A cet effet, on notera que lorsque Ay est de Priifer, les anneaux A compris entre Ag et
Ky sont tous des intersections de localisés de Ay.

Plus généralement ([5], § 3) : I'anneau Ay est substituable a tout anneau A, compris
entre Ag et Ko, qui est plat sur Ay.

COROLLAIRE 4.7. (i) Si, pour tout idéal maximal m de Ay, (Ao)m est substituable a
A, alors Ay est substituable a A.
(ii) Si, pour tout idéal maximal M de A, (Ao)mra, est substituable a Ay, alors Ag est
substituable a A.

DEMONSTRATION.  Vérifions par exemple la premiére assertion. Soit P(X) dans K[X]
tel que P(Ap) soit inclus dans A. Alors, d’apres la Proposition 4.5, pour tout idéal max-
imal m de Ag, P((Ao)m) est inclus dans A,,. Par suite, P(A,,) est inclus dans A,, d’apres
I’hypothese et donc P(A) est inclus dans A = M,,A,,.

Pour énoncer une réciproque du Corollaire 4.7, nous devons introduire une hypothese
noethérienne :

PROPOSITION 4.8.  Supposons I’anneau Ay noethérien. Si I’anneau Ay est substitu-
able a I’anneau A, alors :
(i) pour tout idéal maximal m de Ay, (Ag)m est substituable a A,,.
(ii) pour tout idéal maximal M de A, (Ao)mra, est substituable a Ay.

DEMONSTRATION.  Montrons par exemple la premiére assertion. Soit P(X) dans K[X]
tel que P((Ao)m) soit inclus dans A,,. Le Ap-module engendré par les valeurs de P(X) sur
Ay est de type fini, puisqu’il est contenu dans le Ag-module engendré par les coefficients
de P(X). 1l existe donc t dans Ag — m tel que tP(Ag) soit inclus dans A. Par suite, avec
I’hypothese, tP(A) est inclus dans A ; P(A) est inclus dans A,, et finalement P(4,,) est
inclus dans A,,.

Ainsi le Corollaire 4.7 et la Proposition 4.8 ramenent notre étude au cas d’anneaux
locaux.

5. Etudelocale. Remarquons tout de suite qu’un corps infini est substituable 2 tout
anneau qui le contient et que plus généralement :

PROPOSITION 5.1 (CAHEN ET CHABERT [5], § 2). Un anneau local de corps résiduel
infini est substituable a tout anneau qui le contient.

Pour notre étude, nous pouvons donc supposer Ay non seulement local, mais de corps
résiduel fini.

HYPOTHESES ET NOTATIONS 5.2. L’anneau Ay est un anneau intégre, de corps des
fractions K, local, d’idéal maximal m et de corps résiduel de cardinal fini g. ' anneau A
est un anneau intégre, contenant Ay, de corps des fractions K, local, d’idéal maximal M,
dominant m.
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PROPOSITION 5.3.  Supposons I’idéal maximal m de Ay principal engendré par un
élément p. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ao est substituablea A ;
(ii) le binome de Fermat F(X) = (X9 — X)/p appartient a A[X]ab ;
(iii) mA =M etAg/m=A/M.

DEMONSTRATION. ~ On sait que F,(X) est a valeurs entieres sur Ag et donc, si Ay est
substituable a A, F,(X) est aussi a valeurs enticres sur A. D’ou I’'implication (i) = (ii).

A présent, supposons vérifiée la condition (ii). Pour tout élément a de A, (a? —a)/p
appartient a A, donc a? — a appartient a pA = mA C M. Ainsi, le cardinal de A/ M est
majoré par ¢ ; comme Ao /m qui est de cardinal ¢ s’y injecte, on a bien I’ isomorphisme de
(iii). Par ailleurs, si a appartient a M, a?' — 1 = u est inversible dans A. Or, ua = a9 —a
appartient a pA, donc a appartient a pA, M est inclus dans pA et M = pA, ce qui achéve
de montrer (iii).

Pour montrer que (iii) implique (i), rappelons d’abord un résultat bien connu lorsque
A est un anneau de valuation discrete :

LEMME 5.4 (CHABERT [6],111, § 5, n°4).  Supposons l’idéal maximal M de I’anneau
local A principal et de corps résiduel de cardinal fini q. Soit p un générateur de M et
soit ag, ay,...,ag—1 un systéme de représentants de A modulo M. Définissons alors des
éléments a, par :

a,=ap+a,p+---+a,pt

ol
r= r0+r1q+~--+rqu

est I’écriture de ’entier r en base q. Pour qu’un polynome Q(X) de K[X] appartienne a
Al[X]sub il faut et il suffit que Q(a,) appartienne a A pour tout r € {0, 1, ...,deg Q(X)}.

Supposons donc les conditions (iii) de la Proposition 5.3 réalisées. L’ élément p et les
représentants ao, ai, .. .,d,—1 peuvent étre choisis dans Ag, les a, construits sont alors
des €léments de Ag. Par suite, Q(A) est inclus dans A deés que Q(Ay) est inclus dans A
autrement dit Ag est substituable a A, ce qui achéve de montrer la proposition.

Dans le cas ol A est supposé noethérien, cette réciproque résultera aussi de la propo-
sition générale :

PROPOSITION 5.5 (CHABERT [6], II1, § 5, n°1). Supposons [’anneau A noethérien. Si
mA = M et Ag/m = A/M, alors A est substituable a A.

DEMONSTRATION.  Notons que les deux conditions de 1’hypothese peuvent se con-
denser en :
A =Ay+mA.

Il est clair qu’elles impliquent cette égalité ; réciproquement, si A = Ap+mA alors, d’une
part, nous avons a fortiori A = Ag+ M, d’o0 Ay /m = A/M et, d’autre part,

MC(MNAy)+mA=mA
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d’ott mA = M puisqu’il est bien évident que mA C M.
Montrons, par récurrence sur n, que :

M'=m" +Mn+l

Par hypothése, A = Ay + M et la relation est vraie pour n = 0. Supposons-la vraie pour
n. Alors :

M™ = mA.M" = m.M" = m.(m" + M™") = m™ + m. M = m™ + M2,

Par suite :
A=Ag+M=Ap+M* = - =Ag+M"=---.

Soit P(X) dans K[X] tel que P(Ap) soit inclus dans A et soit d un élément non nul de
A tel que dP(X) appartienne a A[X]. Fixons x dans A. Pour tout entier #, il existe a, dans
Ao tel que x — ay, appartienne 2 M". Ainsi, d(P(x) — P(ay,)) appartient 2 M". Or, P(a,)
appartient a A, donc dP(x) appartient a dA + M". Ceci ayant lieu pour tout entier 7,

dP(x) € (\(dA + M") = dA

puisque A est noethérien local d’idéal maximal M ([2], I11, § 3). Ainsi, P(x) appartient &
A. Ceci ayant lieu pour tout x dans A, P(X) est a valeurs entieres sur A, ce qui achéve la
preuve.
Ainsi, pour tout entier naturel n, A contient un systeme complet de représentants de
A modulo M". 11 s’agit de la condition de R. Gilmer sur sa partie S (¢f. Proposition 6.2).
Nous retrouvons aussi le résultat connu suivant :

COROLLAIRE 5.6.  Si Ay est noethérien, alors il est substituable a son complété pour
la topologie m-adique (lorsque ce dernier est intégre).

En effet, tout polyndme a valeurs entieres sur un anneau noethérien Ay est une fonction
uniformément continue pour la topologie m-adique de Ay dans Ag [7].

EXEMPLE 5.7. Soient Ay = Z[\/ﬁ] etA = Z[(1 + \/ﬁ)/Z]. On sait que A est
I’anneau des entiers de Q[v/17], que l’idéal 2A y est décomposé en produit de deux
idéaux maximaux M, et M, de norme 2, alors que le sous-anneau Ap ne possede qu’un
idéal maximal m au dessus de 2. L’anneau 7,7 est substituable a I’anneau A,z alors qu’il
n’est pas substituable a I’anneau (Ap),z, car 2(Ap),z est distinct de m(Ag);z-

6. Globalisation. Les anneaux A et A ne sont plus supposés locaux. Nous revenons
aux notations générales du paragraphe 1.

PROPOSITION 6.1. Supposons I’anneau Ay de Dedekind. Pour que A soit substitu-
able a A il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m de A de corps résiduel fini et
tout idéal maximal M de A au-dessus de m, on ait :

mAy :MAMetAo/mzA/M.
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Cela résulte du Corollaire 4.7 et des Propositions 4.8, 5.1 et 5.3 : le corollaire et la
premieére proposition ramenent le probléme au cas local, la deuxiéme proposition au
cas ol Ay a un corps résiduel fini et la troisieme s’applique enfin puisque Ag est alors
principal.

A titre de comparaison, rappelons :

PROPOSITION 6.2 (GILMER [10], APPENDICE). Supposons que A soit un anneau de
Dedekind et soit S une partie de A. Alors A[X]sw» = {P(X) € K[X] ; P(S) C A} si, et
seulement si, pour tout idéal maximal M de A et pour tout entier naturel n, S contient un
systéme complet de représentants de A modulo M".

Lorsque A est un anneau noethérien, nous avons encore une condition suffisante :

PROPOSITION 6.3.  Supposons I’anneau A noethérien. Pour que A soit substituable
a A il suffit que, pour tout idéal maximal m de Ay de corps résiduel fini et tout idéal
maximal M de A au-dessus de m, on ait mAy = MAy et Ag/m = A/M.

Cela résulte du Corollaire 4.7 et des Propositions 5.1 et 5.5.

EXEMPLE 6.4. D’anneau Ay = Z[+/17] est substituable a I’anneau A =
[ +/17)/2].

En effet, pour tout nombre premier impair p, (Ag)pz = Apz €t, pour p = 2, (Ag),z est
substituable & A,7 d’apres ’exemple 5.7.

La condition énoncée aux Propositions 6.1 et 6.3 posseéde des équivalents selon les
hypotheses supplémentaires formulées sur Ag ou sur A. Ainsi :

PROPOSITION 6.5.  Supposons ’anneau A noethérien de dimension 1. Soit m un idéal
maximal de Ay de norme q. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout idéal maximal M de A au-dessus de m, mAy = MAy et Ag/m = A/ M.
(ii) l’idéal mA est le produit des idéaux maximaux de A au-dessus de m et ceux-ci
sont de norme q.

DEMONSTRATION.  Montrons I’implication (i) = (ii) : puisque A est noethérien de di-
mension 1, les idéaux premiers de A contenant m sont en nombre fini ; soit N = M, - - - M,
I’idéal de A produit des idéaux maximaux de A au-dessus de m. Soit M un idéal maximal
de A. Si M ne contient pas m, mAy = Ay = NAy. SIM = M;, mAy, = M}AM, = NApy,.
Donc, N = mA.

Enfin, montrons I’implication (ii) = (i) : par hypothese mA = M, ---M, et, pour
j € {1,...,r}, M; a pour norme g. Ainsi, tout idéal maximal M de A au-dessus de m est
un M;, A /M a pour cardinal ¢, donc il est isomorphe a Ay / m puisque Ao /m s’injecte dans
A/M et a déja pour cardinal . Enfin, la relation mAy = MAy, se déduit par localisation
en M de la relation initiale.

THEOREME 6.6.  Supposons que I’anneau Ag soit principal. Pour que A soit substi-
tuable a A il faut et il suffit que, pour tout élément p irréductible dans Ay, de norme q et
non inversible dans A, les assertions équivalentes suivantes soient vérifiées :
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(i) tout idéal maximal M de A au-dessus de pAy est engendré par p dans Ay et a
pour norme q ;
(ii) le bindme de Fermat F(X) = (X9 — X)/p est a valeurs entieres sur A.

Cela résulte du Corollaire 4.7 et des Propositions 4.8, 5.1 et 5.3.

7. Substituabilité et bindmes de Fermat généralisés. En fait, le phénoméne ob-
servé au Théoreme 6. 6 a lieu dans un cadre un peu plus général que celui des anneaux
principaux.

DEFINITION 7.1 (POLYA [12], § 1). On dit que le Ag-module A¢[X]sup posséde une
base réguliere s’il possede une base formée de polyndmes de degrés tous distincts.

On sait qu’il en est ainsi si et seulement si les idéaux fractionnaires 7,,(Ag) définis dans
la premiére partie sont principaux ([12], § 2 et [3], § 2). En particulier :

PROPOSITION 7.2 (OSTROWSKI [11] ET CAHEN [4], V, §2).  Lorsque Ay est un anneau
de Dedekind, le Ag-module Ao[X]sub posséde une base réguliére si et seulement si le
produit des idéaux maximaux de Ay de méme norme finie q est un idéal principal, quel
que soit l’entier g > 1.

De plus, si I’on note s(g) un générateur de cet idéal principal, ’idéal fractionnaire
principal 1,(Ao) est de la forme (1 / ap)Ap otlag = a; = 1 et, pour tout entiern > 1 :

a,= [[ s(@"™ (cf Notation 2.1).

1<g<n
Introduisons alors de nouveaux bindmes de Fermat :

NOTATION 7.3.  Si Ap est un anneau de Dedekind tel que, quel que soit’entierg > 1,
le produit des idéaux maximaux de Ap de norme g est un idéal principal engendré par un
élément s(g) alors nous associons a tout entier g > 1 le bindme de Fermat généralisé :

FiX) = X7 = X)/s(q).

Lorsque g n’est la norme d’aucun idéal maximal de Ag, on peut poser s(g) = 1 et
Fyp(X) = X7 - X.

Ce polyndme est encore un polyndme a valeurs entieres sur Ag. En effet, si s(q)A¢ =
my - --m, ol les m, sont les idéaux maximaux de Ay de norme g, pour tout a dans Ao,
a? — a appartient a tous les idéaux m,, donc a leur produit, c’est-a-dire a s(q)Aq.

EXEMPLE 7.4. Lorsque Ag = Z[v/—1], les bindmes de Fermat généralisés sont les
polynomes (X2 — X) /(1 + +/—1) pour la norme 2, (X” — X)/p ou p désigne un nombre
premier congru a 1 modulo 4 et X" —X) /p ot p désigne un nombre premier congru a
3 modulo 4.

Lorsque Ao est principal, le produit des idéaux maximaux de Ao de norme g est bien
sfir principal et pour caractériser la substituabilité, il suffit de considérer, pour tous les
entiers g > 1, les bindomes de Fermat généralisés correspondants. En effet :
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PROPOSITION 7.5.  Supposons Ay principal et soit un entier ¢ > 1. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) quel que soit I’élément irréductible p de Ay de norme q, le bindome de Fermat
Fp(X) = (X9 — X)/p est a valeurs entiéres sur A ;
(ii) le bindme de Fermat généralisé Fy,)(X) = (X4—X)/s(q) relatifa Ao est a valeurs
entieres sur A.

DEMONSTRATION. Notons p,Ag, p24o, - ..,pA les idéaux maximaux de Ao de
norme q : s(q) = upips - - -p, o0 u est une unité de Ap. Supposons (i), alors, pour tout
élément a de A, a? — a appartient a p;A quel que soit j et, par conséquent :

al—aep ANpAN---NpA=plA.prA---pA=s(qA,

car les éléments py,pa,...,p,, étrangers deux a deux dans Ay, le sont encore dans A.
Ainsi, le bindme de Fermat généralisé relatif a Ag, Fy4)(X) = (X?—X) / s(q), est a valeurs
entieres sur A.

Réciproquement, supposons (ii) et soit p un élément irréductible de Ay de norme g. Il
est clair que p divise s(g) et donc que, le bindme Fy,)(X) = (X4 —X)/s(q) étant a valeurs
entieres sur A, il en est de méme du bindme F,(X) = (X7 — X)/p.

Plus généralement :

PROPOSITION 7.6.  Supposons que Ay soit un anneau de Dedekind tel que, pour tout
entier g > 1, le produit des idéaux maximaux de norme q soit principal. Pour que Ay
soit substituable a A il faut et il suffit que les binomes de Fermat généralisés :

Fyp(X) = (X7 — X)/s(q)
relatifs a Ag soient a valeurs entieres sur A.

DEMONSTRATION. La condition est évidemment nécessaire puisque Fy)(X) est a
valeurs entiéres sur Ay. Réciproquement, soient m un idéal maximal de Ap et M un idéal
maximal de A au-dessus de m. SiA / m est infini, alors (Ao),, est substituable a Ay d’apres
la Proposition 5. 1. Supposons A /m de cardinal fini g. Le bindme de Fermat (X9 —X) / s(q)
est a valeurs entieres sur A par hypothese, donc aussi sur Ay d’apres la Proposition 4.5.
Par suite, (Ag) est substituable & Ay d’apres la Proposition 5.3 puisque (Ay),, est un
anneau de valuation discréte d’uniformisante 1’élément s(g) de Ag. On conclut avec le
Corollaire 4.7, 1a substituabilité ayant lieu localement.

Les Propositions 6.1, 6.3, 6.5, 7.6 et le Théoreme 6.6 généralisent chacun a leur fagon
le Théoreme 2.5. Donnons pour terminer un énoncé dans le cas particulier des couples
d’anneaux de Dedekind de caractéristique quelconque, énoncé tout a fait calqué sur celui
du Théoreme 2.5.

THEOREME 7.7.  Supposons que Ay et A soient deux anneaux de Dedekind et que le
Ag-module Ao[X]sup admette une base réguliere. Alors les six propriétés suivantes sont
équivalentes :
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(a) l'anneau Ay est substituable a ’anneau A ¢’est-a-dire
AlX]sp = {P(X) € K[X] ; P(Ag) C A} ;
(b) quel que soit I’entier n > 0,
I,(A) = I,(Ao). A ;

(c) quel que soit I’entier g > 1, le produit des idéaux maximaux de A de norme q est
lidéal principal de A engendré par |’élément s(q) de Ag ;

(d) quel que soit I’entier ¢ > 1, le bindme de Fermat généralisé Fy,(X) =
X7 —-X) / s(q) relatif a ’anneau A est a valeurs entieres sur A ;

(e) toute base réguliere du Ayg-module Ap[X]sup est une base (réguliére) du A-module
AlX]sub 5

(f) une base réguliére du Ay-module Ag[X]sub est une base (réguliére) du A-module

A[Xlsub-

DEMONSTRATION. Nous allons montrer successivement 1’équivalence des pro-
priétés (b) et (c) puis la chaine d’implications (a) = (c¢) = (d) = (a), ce qui nous donnera
I’équivalence des quatre propriétés (a), (b), (c) et (d), et enfin la chaine d’implications
(b) = (e) = (f) = (b), ce qui achevera la démonstration.

Montrons I’implication (b) = (c) par récurrence sur g. D’apres la Proposition 2.2 :

—wr(q)
Iq(A) — HMVM(lq(A)) — HM—WN(M)(q) — H [ H MJ 4
M M

2<r<qg"NM)=r
et, donc,
-1 —wr(q)
L,(A):[]‘[M] I [HM] .
N(M)=q 2<r<g—1'N(M)=r
Pourg =2:
[I M=0LA)"=aA=s2)A.
NM)=2
Supposons I’hypothese de récurrence vérifiée pour r = 2,...,q — 1. Alors,

-1
Iq(A):[ 11 M] T Is(hAT@.

NM)=q 2<r<g—1

Mais pour 1’anneau Ay, nous avons :

L,(Ag) = [s(@A0] ™. TI [s(r)Aogl™ .

2<r<g—-1

De I’égalité 1,(A) = I,(Ag). A, nous déduisons finalement :

[T M=s@A.
N(M=q
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L’implication (c) = (b) résulte de ce que, sous I’hypothese (c) et d’apres la Proposi-
tion 7.2, le A-module A[X]s,, admet une base réguliere et 1,(A) = (1 / a,)A ou

ap = H s(q)wq(n)
1<g<n
est défini a partir des éléments s(g) qui appartiennent a Ay.

Les propriétés (b) et (c) sont donc équivalentes.

Montrons I’implication (a) = (c). Soitg > 1, alors s(q)Ag = my - - -m, oumy,...,m,
sont les idéaux maximaux de Ag de norme g. D’apres la Proposition 6.1, les idéaux max-
imaux de A de norme g sont nécessairement au-dessus des idéaux maximaux de Ag de
norme q et, d’apres la Proposition 6.5, le produit des idéaux maximaux M de A au-dessus
d’unidéal maximal fixé m de Ag est €gal a mA ; par suite, le produit des idéaux maximaux
M de A de norme q est égal au produit m|A - - -m,A = s(q)A.

L’implication (c) = (d) résulte de ce que, sous I’hypothese (c), le bindbme de Fermat
généralisé Fy,)(X) relatif a A est aussi relatif a A, donc est a valeurs entieres sur A.

Enfin, I’'implication (d) = (a) résulte de la Proposition 7.6.

Les propriétés (a), (b), (c) et (d) sont donc équivalentes.

Montrons, I'implication (b) = (e). Soit Qy(X), 01(X),...,On(X),... une base
réguliere de Ag[X]syp. Pour tout entier n, le polyndme Q,(X) est de degré n, 1l vérfie
0,(Ap) C Ap et son coefficient directeur engendre 1’idéal ,,(Ag) de Ag. D’apreés (a), qui
est équivalent a (b), Q,(X) vérifie aussi Q,(A) C A et, d’apres (b), son coefficient di-
recteur engendre 1’idéal I,(A) de A. La suite Qy(X), Q1(X), ..., Qn(X), ... est donc aussi
une base réguliere de A[X]up.

L’implication (e) = (f) est évidente.

Montrons, enfin, I’implication (f) = (b). Soit Qp(X), Q1(X), ..., On(X),... une base
réguliere de Ao[X]sub» qui est aussi une base réguliere de A[X]y. Pour tout entier n,
d’apres la Proposition 1.4, le coefficient directeur de Q,(X) engendre 1’idéal I,,(Ay) de
Ag et I’idéal I,(A) de A ; c’est donc que I,(A) = I,,(Ao). A.
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