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UNE REMARQUE SUR UNE CLASSE
D’ALGEBRES DE DIRICHLET FAIBLES*
DE FONCTIONS ANALYTIQUES

MICHEL SAVOYANT

Soit K un compact du plan complexe C, d’intérieur K non vide et
connexc. 4 (K) désigne I'algébre uniforme des fonctions continues sur K
et analytiques dans K. Pour chaque z € K on note \, la mesure har-
monique sur la frontlere dK de K du point z, et on pose N = \,,, 2o étant
un point fixé de K. On dit que 4 (K) est une algébre de Dirichlet faible*
sur 9K si A(K) + A(K) ( désigne le conjugué) est faiblement* dense
dans L”()\) (la topologie faible* sur L®()\) est la topologie faible pour la
dualité entre L'(\) et L*(N)); vu les inégalités de Harnack pour les
fonctions harmoniques cette propriété est indépendante de la mesure
harmonique du point g, fixé dans K. Si I'ensemble des parties réelles des
fonctions de 4 (K) est uniformément dense dans Cr(dK), les fonctions
continues réelles sur K, on dit que 4 (K) est une algébre de Dirichlet
sur 0K. On démontre le théoréme suivant:

THEOREME. A (K) est une algebre de Dirichlet faible* sur 0K si et seule-
ment si A(K) est une algébre de Dirichlet sur oK.

Quelques notations: H*(M\) est 'adhérence faible* de A(K) dans
L= (\) ; si f est une fonction complexe bornée, Il f || est la borne supérieure
de | f | sur son domaine de définition; H*(K) est I'algébre de Banach des
fonctions holomorphes bornées sur K et L(K) désignera la sous-algébre
des fonctions de H® (K) qui sont limites ponctuelles d'une suite bornée
de 4 (K).

La démonstration de la partie non triviale du théoréme repose essen-
tiellement sur la propriété de ‘‘log modularité”’ des algébres de Dirichlet
faible* [8] et du théoréme suivant di & A. M. Davie ([3], p. 128):

THEOREME. Soit f € L(K). Alors il existe une suite ( f,) C A(K) telle
que:

sup, || full £ || f || et fn = f simplement dans K.

Donc L(K) est une sous-algébre fermée de H""(I%). L’application r
définie pour chaque f € H(\) par T(f) = f ot f(z) = [ fd\,, z € K,
est un homomorphisme continu de I'algébre H*()\) dans 'algébre H*(K)
([4], p. 226). On a le corollaire suivant du théoréme de A. M. Davie:
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COROLLAIRE L'application T définit un isomorphisme isoméirique de
H”(\) sur L(K)

Preuve. T est injective d’aprés le Lemme 1.2 de [1]. Notons
= {f € H(\) :3 (f) C A(K), f, — f faiblement*};

on montre que S est faiblement* fermé et pour cela il suffit de montrer,
d’aprés le théoréme de Krein-Schmulian, que S M B l'est, ot B est la
seule unité de L”(\). Soit f faiblement* adhérent & S M B; puisque la
topologie faible* restreinte & S/ B est métrisable, il existe une suite
(fu) C SN B qui converge faiblement* vers f et donc (f,) converge
simplement vers f et || f,|| £ 1. D’aprés le théoréme de A. M. Davie on
peut construire une suite (g) C A(K) telle que [lg]| £ 1 et gg—f
simplement dans K une sous-suite de (g,) converge faiblement* dans
H®(\), vers fd’ aprés I'injectivité de T'. Ainsi S est faiblement* fermé et
donc S = H®(M).

Il est clair maintenant que T'(H,(\)) = ,L(K) T est donc un iso-
morphisme continu de deux algébres uniformes, c’est une isométrie
d’aprés le théoréme du graphe fermé ([4], p. 227): ceci termine la
démonstration du corollaire.

Preuve du théoréme. Puisque A (K) + A (K) est faiblement* dense dans
L*(\), H”(\) est une algébre logmodulaire sur 'espace des idéaux
maxnmaux de L*(\) [8]. Soit P la part de Gleasen de H*(\) qui contient
K il existe une bijection continue r de A = {z € C : |z| < 1} sur P telle
quef o 7 est analytique dans A pour chaque f € H”(\) (f étant la trans-
formée de Gelfand de f ); donc P = K et K est simplement connexe. De
plus il existe F € H*(\) telle que |F| = 1 p.p. (\) et 7! = F (pour
toutes ces assertions cf par exemple [6] Théorémes 7.2, 7.4, 7.7); si
g€ H“(K), alors en exprimant g or comme limite ponctuelle sur A
d’une suite bornée de polyndmes, on montre facilement ({9], § 8) que
Im T = H“’(K) H(M) est donc isométriquement isomorphe a H°°(K)
et H“(K) = L(K) d’aprés le corollaire ci-dessus, i.e., que chaque
fonction de H°°(K) est limite ponctuelle d’une suite bornée de 4 (K):
ceci garantit que 4 (K) est une algébre de Dirichlet sur K d’aprés un
théoréme de Gamelin et Garnett ([5], Corollary 3.2).

Remarques. Une autre fagon de conclure est la suivante: puisque la
transformation conforme 7~ de K sur A est limite ponctuelle d’une suite
bornée de 4 (K), on montre facilement que 7* (la fonction définie presque
partout sur dA donnant les valeurs radiales de 7) est injective sur un
ensemble de pleine mesure; il s'ensuit d’aprés un théoréme de A. M. Davie
([2], p- 351) que A (K) est une algébre de Dirichlet sur dK.

Si U est un ouvert connexe borné de G et 4 (U) I'algébre des fonctions
continues sur U, analytiques dans U, on a le théoréme analogue suivant:
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THEOREME. St A(U) est une algébre de Dirichlet faible* sur dU, alors
A (U) est une algebre de Dirichlet (sur sa frontiére de Chilov).

La démonstration est similaire [7].
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