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CONTRIBUTION A L'ETUDE DES PERTURBATIONS PLANETAIRES DE LA LUNE 

N. Abu el Ata 
Bureau des Longitudes, Paris, France 

I. INTRODUCTION 

L'etude des perturbations planetaires de la Lune souleve un prob-
leme fundamental provenant de la difference de caractere entre la 
theorie de la Lune et la theorie des planetes. Si, les deux theories 
sont des cas particuliers du probleme de trois corps, la distinction 
entre elles resulte d'une analyse classique basee sur les resultats 
de 1'observation et de plusieurs etudes theoriques. 

II est utile de citer quelques aspects de cette distinction: 

1. Dans le developpement de la fonction perturbatrice en fonction 
du rapport des rayons vecteurs corps perturbe/corps perturbateur, il 
apparait, pour atteindre une precision relative analogue, un nombre 
de termes beaucoup plus grand dans le cas des planetes que celui de 
la Lune. II en decoule des methodes de developpement de 1'inverse de 
la distance, et de ses puissances, differentes dans les deux cas. 

2. Dans la theorie des planetes les perturbations sont proportionn-
elles aux rapports des masses des planetes au Soleil et les theories 
les plus elaborees negligent les puissances quatriemes de ce rapport. 
Dans la theorie de la Lune, le petit parametre est le rapport n' /n des 
moyens mouvements du Soleil a celui de la Lune, et les developpements 
dans ce parametre doivent etre pousses tres loins pour obtenir en 
valeur relative une precision analogue a celle d'un cas planetaire. 
3. Les mouvements seculaires des noeuds et des perihelies ne sont 

pas comparables, car dans le cas des planetes les periodes sont tres 
grandes (Kovalevsky, 1967) et 1'etude du mouvement de la Lune par suite 
d'une periode de revolution tres courte, necessite une duree de validite 
de la theorie sur un intervalle de temps tres long comparativement a 
sa revolution mensuelle. 

Ces differences citees, parmi les plus fondamentales, montrent 
que les deux theories doivent etre traitees differemment. 

Paradoxalement, le "melange" des deux theories, sous leurs formes 
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les plus elaborees, est indispensable pour etudier les perturbations 
planetaires de la Lune. II est done avantageux de conserver une separa­
tion entre planetes et Lune jusqu'a l'etape la plus avancee dans la 
construction analytique de la solution. 

D'apres Kovalevsky (1976), la plus grande amelioration a apporter 
a la theorie de Brown, qui sert actuellement de base pour la construc­
tion des ephemerides conventionelles, avec quelques corrections minimes, 
porte sur la partie concernant le calcul des perturbations planetaires. 
Aussi la conservation par Brown d'un trop petit nombre d'inegalites a 
restreint la generalite de ses resultats. Pour Henrard (1973) 1'impre­
cision du travail de Brown concernant les corrections qu'il a apportees 
au probleme central (perturbations planetaires et autres perturbations) 
est due aux erreurs de troncature (precision de l'ordre 0','01) et d'autre 
part a 1'utilisation d'une solution du probleme central ou n'/n a pris 
une valeur numerique, fixee une fois pour toutes, empechant toute genera­
lisation de ses resultats. 

II est necessaire actuellement de construire une meilleure solution 
du probleme pour aboutir a 1'etablissement d1 e"phemerides plus precises 
en vue des applications aux mesures des distances Laser - Lune et des 
missions spatiales, afin de rattraper le decalage entre "theorie" et 
"observation". II faut, d'autre part, assurer la coherence entre les 
differents types de perturbations de la Lune (planetaires,aplatissement, 
marees,..) avec les precisions obtenues actuellement dans les solutions 
les plus elaborees pour le probleme central. 

II. UNE APPROCHE DU PROBLEME 

Dans 1'elaboration de la solution, nous avons procede par etapes 
et considere qutre niveaux: 
1. Construction formelle de la fonction perturbatrice et des equations 
du mouvement. 

2. Separation des quantites "Lune" et "planete" au sens de Brown. 
3. Elaboration d'une technique de tamis pour obtenir les arguments qui 
donnent des termes sensibles (dits "sensible terms" par Brown). 

4. Calcul pratique des inegalites. 

La premiere etape du travail a consiste a developper des methodes 
de calcul analytique des puissances de 1'inverse de la distance D entre 
deux planetes ( D - s s=l,3,5,.. ). 

Hill (1879) s'etait borne pour le calcul de ces quantites a s^5. 
Nous nous sommes efforces (Abu el Ata, Chapront 1975) d'effectuer un 
calcul precis des fonctions de a = a/a', rapport des demi - grands axes 
des deux planetes, dans ces developpements, afin de realiser une amelio­
ration par rapport aux resultats de Le Verrier utilises par Brown (1908), 
qui sont, en partie, la cause d'une imprecision dans son travail. Si ces 
methodes apportent une grande precision interne, elles ne permettent pas 
d'atteindre des arguments avec des multiples tres eleves (frequences)pour 
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les longitudes moyennes, par suite du volume considerable des calculs 
que cela entrainerait, sous une forme analytique, pour construire de 
tels arguments. Ici D_sest representee par une formule du type: 

n, n_ n„ n, r,_ s ^> A t s t"l-i"2 "3 _"4 

D = / A. (a) x x x x 

k n n n n 
y' y' yp yp exP/H j ( T - p) (D 

ou, avec des notations classiques, x' =e' exp/-Tl ; y* =y' exp/-l(l+(5) 
a = a/a' et y = sin i/2, x designe la quantite conjugee de x, les varia­
bles primees sont relatives a la Terre et les variables d'indice p sont 
relatives a la planete. Les angles T et P sont respectivement les long­
itudes moyennes de la Terre et de la planete. 

On a pu obtenir les multiples eleves qui sont indispensables au 
calcul des termes "sensibles" en utilisant les resultats des calculs 
de P. Bretagnon (1976): D~s est construit avec une manipulation de series 
de Fourier a coefficients semi - numeriques a partir de la valeur du D ~ . 

— s D est alors ecrit sous la forme: 

D _ S = > C(S) cos (pT + qP) + S(s) sin ( pT + qP) (2) 
Z P.q r ^ D.Q r n 

-pnr p ' q p , q 

(s) (s) ou C et S sont deux coefficients numeriques. 
p,q p.q 
Dans une etape suivante nous avons defini le sens donne aux perturb­

ations "directes" et "indirectes" de la Lune (Chapront,Abu el Ata 1977). 
On rappelle ici les formules : 

- Perturbations planetaires directes (d pour directe): 

. d* < d )
= ^r r f < c ) < ^ c > -< o ) >- 0 °sd> 

p — • — i T — K p J 

dt j - J 3a. (3) 

+ mp X ( a£ ,rfk ,ap ) 

- Perturbations planetaires indirectes (i pour indirecte ) : 
JL 

t 4 r 9a. p J 
i = 1 1 

I . (0) P J 

(4) 

j = 1 3a 
J 

a , a1 , a sont les vecteurs respectifs de la Lune, la Terre et de la 
planete , 0(c) est la solution du probleme central. L'indice (0) indique 
qu'il s'agit d'un mouvement keplerien, a'^''represente les perturbations 
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du ptemier ordre de la Terre. 

Nous nous sommes efforce d1 assurer a nos developpements: 
- Une grande generalite ( validite pour un choix de parametres quel-

conques, et sur une echelle de temps longue ). 
- Une forme aussi fermee que possible afin d'eviter les problemes de 

troncature. 
- La maniabilite dans le cadre de la solution du probleme central dont 

nous disposons ( choix des variables, calculs analogues,.. .etc ) . 

Nous avons procede ensuite a la mise en equations du probleme, en 
exprimant les derives de la fonction perturbatrice en polynomes de 
Legendre, et en utilisant un systeme d'equations de Lagrange avec les 
variables of=( a,A,z,£ ) ou a et X sont respectivement le demi - grand 
axe de la Lune, et sa longitude moyenne, z = e exp^l St et 5 = Y exp j - \ ^ 
( y = sin i/2 ) . 

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons les notations de 
l'article ( Chapront, Abu el Ata, 1977 ) et nous rappellerons la numero-
tation des formules avec le symbole "n", ou n est le numero de la formule. 

Les equations de Lagrange pour la variable a, ( ~& = (o\ )) ont la 
forme: 

d ^ = J _ D V . grid R ( c ) (5) 
2 °k II 1 Qll 

dt n a z * "19 

ou bien une formule analogue pour R pour les perturbations directes. 
Par simplicite d'ecriture, nous travaillerons ici avec R seulement. 
Alors: 

grad R ( C ) = k m' ( R \ C ) V" + R< c ) v' ) (6) 

*k " r 3 J = l
 C J -1 ( r'} ^ ( k-1,2) (7) 

(k) 
Les C._. sont des fonctions du rapport des masses Terre-Lune, et les 
P. les polynomes de Legendre avec: 

0 = J _ v . v"' 
r. r ' 

Ecrivons (7) sous une forme generale, en explicitant les polynomes 
de Legendre, on trouve: 

m 

^ C ) = Z I PJ- »£> (J)2n (aI)2J-2n+1 0J-2n+1 (8) 
j-1 n=0 

ou m ^ v „ E &f± ) + Mod( j,2) 

n 2
J n!(j-n)!(j-2n-l)I 
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a._, est une fonction des C._ et de a =a/a' . Dans le cas de R , il 
fandra remplacer r' par D et 0 par 0 , ou: 

0 = J_ V . ( v"' + v" ) 
P r.D P 

-y 

V est le vecteur de position de P dans un repere heliocentrique. Nous 
avons realise la transformation de 1'equation (5) sous la forme: 

— - = m X = m Z L P ° pfk) (9) 
dt °k i X 

(k) 
m represente soit m' soit m . Les L: ne dependent que des elements 
de la Lune et s'expriment a^l'aide des crochets de la forme: 

{m, n}= (L)m expn/Hf ( w- A) (10) 

(k) w est la longitude vraie . Les P. sont des fonctions des planetes et 
de la Terre, ou seule 1'inclinaison de la Lune apparait a travers son 
carre. Elles sont exprimees a l'aide d'un jeu de notations q, , k =0,1, 
2,3,.. definies par "42" pour les termes principaux ( independants de 
i'inclinaison ) et i , m = 0,2 en "50" pour les termes en inclinaisons. 

m r 

Dans une premiere approche du probleme afin d'etudier quelques 
aspects et difficultes numeriques nous avons exprime les seconds membres 
sous la forme: 

X^ = 1 1 a/0] x ' ¥ 2 exp-k/^TA .q (11) 
° k 1 12

 l\'l2'
K k 

les x ont la signification donnee en (1). Les a, , , sont des coef­
ficients numeriques dont l'ordre enaest lie a 1' 2' l'indice k. 

III. FORMULAIRE DU PROBLEME ( suite ) 

a. Developpements fermes des seconds membres 

Dans les equations "41" nous nous sommes limites aux termes para-
llactiques en a , ou: 

1 
a = "^ " "L . ±, 
1 mr + mL a' 

dans les derivees de la fonction perturbatrice dont la forme generale 
est donnee par (8). Nous pousserons maintenant les developpements jusqu' 
aux termes de l'ordre (a/a') . 

D apparait avec des puissances s \\9. On peut alors etudier 
l'effet de la troncature en a/a' sur les developpements. 

Avec l'utilisation de nos variables et de nos notations, en respect-
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tant la separation symbolisee par (9), on peut reecrire les seconds mem-
bres de nos equations de facon a mettre en evidence un grand nombre de 
quantites semblables dans les trois equations "44". Les calculs sont 
reduits en exprimant ces quantites sous une forme fermee. 

Rappellons que nous avons separe les seconds membres de nos equa­
tions en deux parties: 

X = X1 + X2 (12) 
a a a 

L'indice 1 represente la "partie principale". L'indice 2 represente 
les "termes complementaires" en inclinaison. Nous nous bornerons a 
1'evaluation des termes principaux. Aux expressions "42" , qui ne dep­
endent que des coordonnees de la Terre et de la planete, il faut ajouter: 

3 *5 15 „ -n-r7 + 105
 2 _2 , 9 q, = — o - — u u § + 'u-' u u 6 

4 2 2 16 
( - i 5 , u 2 6 + i l u 3 l T 6 ) . e x p 2 / ~ r T A (13) 

8 9 I* 
36 uq 6 exp 4/ -1 \ 

q5 

q 6 T6" 

a 6 - a 
_ —, dans le cas des perturbations indirectes. 6 = ^__ pour les 

perturbations directes, la signification de u est donnee^en "43", avec 
les definitions "25" et "26". Notons que q., q. et q,sont multiplies 

a/a') . 
La nouvelle forme des equations "44" peut alors s'ecrire: 

On pose 

on trouve 

S 0" q°_+ O*lJ % 

S. = \l V \12 *5 
_ _2 

c P P P P P 
s
0 = q0

 + a — q, x « — q-j . « qr . a _? qt 
2 2 i £ , l + i a 3 + 2 a a 5 + 2 a 6 

X1 = i l ' 2 g 2a im { F L So + ( F e . - z T ) S 
a n <j> a a a ' 

( T + T ) l l S \ 
2 a _ _ 

xi = _ ^ 1 f M + L ( S O + S I ^ S I ) + ^ s 2 } 

J L 2 6 1 ( z + x ) Im ( £ , S ) 
n . ^ a^ z 

i 

xj = - 2 ^ 2 6 Re { - £ ( ! + I i W T ) S. + ^ ( ^ + | * * T 

A n a a 2 0 a a z 

+ t £ ( 7 T - z - ) ) S + 2 Re (£- (£- + iiM>T) S . ) } 
4<()a 2 a a 2 ' 

(14) 
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et 
p = r exp/ -1 w 

•2 

* 

/ l - e 

1 

1 + 

Ces formules sont sans doute plus compactes que "44" et peuvent etre 
generalisees pour des puissances superieures de a/a1 . 

b. Les perturbations indirectes 

Nous avons defini en (4) le systeme d'equations pour les perturba­
tions planetaires indirectes. Ici a' traduit les perturbations plane-
taires du premier ordre des masses du systeme Terre - Lune par la planete 
P. Aux termes en inclinaisons pres, les variables osculatrices defini-
ssant l'orbite lunaire interviennent toujours dans les coefficients des 
q, dans les equations (14). Ceux - ci sont calcules une fois pour toute 
et utilises pour toutes les perturbations, 
apparaissent a travers les quantites a 

f les longitudes des planetes 
apparaissent a travers les quanta 

Adoptons le symbole Y , pour definir les seconds membres de (4),soit: 

-•(c) 
ou la partie principale de X est donnee en (14) ou "44". Tout en re-
spectant la separation de Brown on peut exprimer facilement les perturb­
ations planetaires indirectes sous la forme: 

Ya'} = jll £ ^ *• A' Z' ?) *rfdS \ ^(G>a!( 1 ) d7) 

(i) •+ 

Y , est une composante du vecteur Y , . Les A^(a, X, z, £ ) sont les 
elements dependants de la Lune seulement. Le vecteur G est un vecteur a 
trois composantes: 

2 = ( r\ u', u' ) 

ou ici : , 
u = exp - /-l A 

a' 
la signification de ir' etant donnee par "24". 

Nous rassemblons le re'sultat des calculs des composantes de 
grad-* q dans le tableau 1 et celui des 3(5 /3o' dans.le tableau 2, les 
deux dernieres lignes du tableau 1 representent les derivees de L> et i„ 

qui remplacent les q, dans 1' equation en t, ( voir "50" et "51" ) 
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IV. APPLICATION DU FORMULAIRE 

Nous nous interessons dans cette partie a la construction pratique 
des series formant les seconds membres pour les perturbations planetaires 
"directes" ou "indirectes", ainsi qu'au probleme du tamis des termes 
sensibles dans un second membre donne. Nous nous proposons d'analyser 
les resultats de ces calculs dans une prochaine publication. 

a. Les etapes du calcul pour la formulation des seconds membres 

II a ete construit plusieurs programmes de calcul que nous utilisons 
base sur des techniques presentees par ailleurs ( Chapront et al. 1974 ) 
correspondant aux differents etapes: 
- Calcul de D ( s ̂ 9 , ici ) sous une forme analytique ou semi-
numerique. 

- Transformation des crochets {m,n } de la formule (10) en series de 
puissances des variables x et "x~. ... 

- Calcul des series du type Lune, soient L; dans la formule (9) en 
utilisant la solution semi - numerique du probleme central construite 
par M. Chapront- Touze (1974). 

- Calcul des quantites q, ,k=0,1,2,.. et i , m=0,2 du type "planete", 
avec les series de P. Bretagnon et J.L. Simon (1975) dans le cas des 
perturbations "directes". 

- Calcul des derivees partielles ( tableaux 1 et 2 ) dans le cas des 
perturbations "indirectes". 

- Calcul du produit des deux series Lune x ( planete et Soleil ) de la 
formule (9). 

- Determination des "termes sensibles" avec une technique qui est 
discutee plus bas. 

b. Tamis des termes sensibles 

Les termes sensibles sont ceux qui donnent naissance, apres 1'inte­
gration a des inegalites dont les coefficients sont plus grands qu'une 
borne inferieure fixee, a priori, en tenant compte de la precision du 
calcul et de la nature des theories utilisees. Afin d'eviter une trop 
grande proliferation d'arguments dans les combinaisons des coordonnees 
de la Lune avec celles des planetes, nous avons etabli une methode de 
tamis qui permet a la fois de calculer systematiquement tous les termes 
sensibles et d'etudier certaines combinaisons qui apportent des arguments 
des petits diviseurs. Cette idee a ete suggeree par Radau (1895) et 
Brown (1908). 

En suivant les idees de Brown, on developpe une formule qui permet 
de calculer la periode d'un argument choisi, en variables de Delaunay, 
et d'autre part une formule qui donne ( en considerant les caracteris-
tiques associes aux arguments, d'apres la propriete de d'Alembert ) un 
ordre de grandeur du coefficient correspondant a 1'argument. En conser-
vant toujours la separation entre argument "Lune" et argument "planete" 
nous avons calcule toutes les periodes provenant de toutes les combin­
aisons possibles Lune x planete, en nous limitant a une periode maximum 
de 3500 ans. Brown estime que les coefficients des inegalites ayant des 
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periodes superieures a 3500 ans ont peu de chance d'etre sensibles 

Nous calculs sont obtenus a partir des series reelles constituant 
les seconds membres de nos equations, alors que Brown s'est base sur 
une formule empirique. 

V. CONCLUSION 

Afin de rechercher a ameliorer les resultats de Brown nous avons 
pour 1'instant considere plusieurs aspects: 
- Effectuer un developpement de la fonction perturbatrice a un degre 

plus eleve en a = a/a' . 
- Calculer les expressions "Lune" et "planete" sous une forme aussi 
dense que possible afin d'eviter les erreurs de troncature. ,., 

- Utiliser, soit pour l'expression du D , soit pour les series a' , 
des expressions plus precises que celles de Le Verrier utilisees par 
Brown. 

- Realiser un tamis aussi systematique que possible pour etre sur d'att-
eindre tous les termes de petits diviseurs essentiellement. 

- Utiliser une solution du probleme central aussi precise que possible. 

Cette liste n'est sans doute pas exhaustive, et il faudra attendre 
la comparaison avec plusieurs methodes pour garantir 1'exactitude des re­
sultats . 
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'Planetary Perturbations of the Motion of the Moon' by N. Abu el Ata 

ABSTRACT. The need for accurate ephemerides describing the motion of the 
Moon warrants a new determination of the inequalities in the Moon's co­
ordinates due to the action of the planets (direct and indirect). Here 
we expose the different aspects of the problem and the methods to treat 
them. The difficulties that arose during the work and the elimination of 
their effects are explained. 
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