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SYSTEMES FONDAMENTAUX D'UNITES 
DE CERTAINS CORPS 

DE DEGRE 4 ET DE DEGRE 8 SUR 0 

CLAUDE LEVESQUE 

Introduction. Lorsque Kn = Q(œ) est une extension algébrique de 
degré n sur 0 telle que 

• - - *=s [ ( *7 - r * ) + ("7') 0 >n-Uii 

avec D G N, d G Z, d\D2 et D2 + 4d > 0, nous avons prouvé [1] en 
utilisant certaines idées de Halter-Koch et Stender [2] que si 

*n,k — 1 
M, k,œ'K  

\* w + 7—l\k ou (-d)* (-d)* 

*-S[(*7V) + (V) z>*-V, 
alors 

est un système indépendant d'unités de Kn. 
Remarquant que dans l'extension quadratique 

de Kn, nous avons la factorisation 

en,k Cn,kUn,k 

OU 

^n,k 0k y ^n,k 

a = \D + WD2 + 4d, 0 = iD- WD2 + 4d, 

nous avons aussi prouvé de la même façon [1] que 

S = \enjk1 un,k, -- \k Ç N, k\n, k ^ n} 

est un système indépendant d'unités de L2». 

Reçu le 20 novembre 1980. L'auteur dédié et article à ses parents, et tient à exprimer 
toute sa reconnaissance aux professeurs H. Kisilevsky et J.-P. Labute pour leur support 
moral. Cet article fut écrit grâce à une sub vention CRSNG (#A4545) et grâce au 
programme FCAC (#EQ1321). 
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1060 CLAUDE LEVESQUE 

Pour n = 2, 3, 4 et 6, 50 est un système indépendant maximal d'unités 
de Kn et nous trouvons dans les travaux de Stender (cf. [5] et [6]) un 
système fondamental d'unités pour chacun de ces corps. 

Dans la conclusion de [1], nous avons noté que pour n = 2, 3, 4 et 6, 
5 engendre aussi un sous-groupe d'indice fini dans le groupe des unités 
de L2u et qu'il serait intéressant de trouver une base des unités des corps 
JL4, î 6> -Ls et i>i2-

En fait, il serait intéressant de faire beaucoup mieux, i.e., de trouver 
une base des unités des sous-corps de Lu, L&kj L8k et Li2k qui sont 
respectivement des extensions de degrés 4, 6, 8 et 12 sur 0- C'est pré­
cisément ce problème qui nous amène à considérer dans cet article 
certaines extensions de degré 4 et de degré 8 sur 0 et à trouver explicite­
ment en chaque cas un système fondamental d'unités. Les extensions 
considérées sont d'une part certains composés de deux corps quadratiques 
et d'autre part des composés de certaines extensions quadratiques et de 
certains corps purs de degré 4 sur Q: cf. Théorèmes 2.1.1 et 3.1.1 qui sont 
les deux principaux résultats de cet article. Les Théorèmes 2.3.2 et 3.3.4 
sont équivalents aux Théorèmes 2.1.1 et 3.1.1 respectivement. Quant aux 
Théorèmes 3.2.2 et 3.2.3, ce sont des résultats secondaires non moins 
intéressants que nous utilisons pour prouver un des deux résultats 
principaux. 

Rappelons en terminant que si d'une façon générale, K est une exten­
sion de degré n = r -\- 2s sur Q telle que K possède r conjugués réels et 
25 conjugués complexes, alors le groupe °à'K des unités de K est un 
produit direct de groupes cycliques 

^ = f X C ! X C 2 X . . . X CV+,-1, 

où W est le groupe des racines de l'unité dans K et où les Ct sont des 
groupes cycliques isomorphes à Z; ce résultat est dû à Dirichlet et les 
r + 5 — 1 générateurs (>1) de ces groupes Ct forment ce qu'il est 
convenu d'appeler un système fondamental d'unités de K. 

1. Préliminaires. Pour prouver ces théorèmes, il est bon de poser 
immédiatement quelques définitions et d'énoncer quelques propriétés qui 
sont pour la plupart déjà démontrées en [1]. 

Définition 1.1. Pour tout m, n Ç Z, 0! = 1 et 

( n] 

/ \ 17 LTT~i si n à w ^ 0, 
I n | _ / (n — m)\m\ 
\m) ~\ 1 

\ 0 
Pour toi 

*-*».«-s [(* Tir)+(*:') 

si n = —l=m, 
ailleurs. 

Définition 1.2. Pour tout k è 0, 

Dk~2id\ 
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Définition 1.3. Pour tout k ^ — 1, 

Gk+i = Gk+1(D,d) = £ (* 7 *W-V. 
*=0 \ ^ / 

Exemples. 

M, = 2, G0 = 0, 

Mi = D, Gi = 1, 

M2 = £>2 + 2d, G2 = A 
M3 = £>3 + 3 J C W , G3 = -D2 + d, 

M, = D" + AD2d + 2d2, G4 = £>3 + 2£>d, 

M5 = £>5 + 5£>3d + 5Dd2, G, = D* + W2d + d2, 

Me = D* + 6£>4d + OD2d2 + 2d3, G6 = D5 + 4£>3d + 3Dd2
y 

Mi = D7 + 7£>5d + UDH2 + 7Dd\ 

if8 = D8 + 8£>6d + 20£>4d2 + 16£>2d3 + 2d4, 

M9 = D* + 9D7d + 27DH2 + 30Z>3d3 + Wd\ 

M10 = D10 + 10D*d + 35£>6d2 + 50DW + 25D2d4 + 2d5, 

Mn = Dn + UD'd + UD7d2 + 77DW + 55£>3d4 + \Wd\ 

Mn = # 1 2 + 12£10d + 54£>8d2 + 112ZW + 105£>4d4 

+ 36£>2d5 + 2d6. 

PROPOSITION 1.4. Pour tout r, s £ N, 
(D jkMAd) = Mr(M„-(-dy), 

(ii) G , r (Ad) = Gs(D,d)Gr(M„ ~(-d)s). 

PROPOSITION 1.5. Si a = \D + èV-P2 + 4d, $ = \D - WD2 + 4d 
(a*;ec « + £ = £>, « — /3 = V ^ 2 + 4d 5* 0 et aj3 = —d), a/ors £0^r /ow/ 
K N , 

(i) M* = <** + 0*. 

(iii) M,2 = (£>2 + 4d)G*2 + 4 ( -d )* . 

Ces propositions furent prouvées en [1] et nous allons constamment les 
utiliser sans jamais y référer explicitement. 

PROPOSITION 1.6. Pour tout H N, 
(i) {D2 + te)2M,(D, d) = M4(D

2 + 4d, -d(D2 + te)), 
(ii) (D2 + te)2Mu(D,d) = M,((D2 + 4d)G„ (-d)*(Z)2 + te)) 

Démonstration, (i) La première formule est obtenue en développant les 
deux membres de l'égalité. 

(ii) Grâce à la Proposition 1.4, nous avons 

(D2 + 4d)W4*(A d) = (D2 + te)2M,(Mkl - ( - d ) * ) . 
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Posant Di = Mk et d\ = —{—d)k dans la formule (i), et utilisant la 
Proposition 1.5, nous déduisons 

(Mk* - 4(-rf)*)W4(M*, -(-<*)*) 
= M4(M*2 - H-d)\ (-d)k(Mk> - H-d)k)), 

(£>2 + AdYGk*{D, d)M,{Mk, - (-d)k) 

= M4((Z?2 + ±d)Gk\ (-d)k(D* + 4rf)G*2), 

(D> + 4d)2M4(M*, -(-<*)*) 

= ikr4((-D
2 + 4d)G„ (-d)k(D* + 4d)). 

LEMME 1.7. (i) Si k est pair, 

\d\*'*\Mket\d\*<*\Gk. 

(ii) Si k est impair, 

\d\iw*\Mket \d\<k-»,2\Gk. 

Démonstration. La preuve peut facilement se faire par induction, si 
nous remarquons que Mk et Gk vérifient les récurrences linéaires doubles 

Mk+1 = DMk + dMt-i et Gk+1 = DGk + dGk^. 

2. Composés de deux corps quadratiques. Le but de ce chapitre 
est de calculer explicitement un système fondamental d'unités de 
certains composés Qf^/rn^y/fn^) de deux corps quadratiques, lorsque 
Wi et m2 sont des entiers qui ont une certaine structure. 

2.1. Description d'une méthode. Le problème de trouver une base des 
unités d'un composé de deux corps quadratiques a été étudié entre autres 
par Kuroda [4] et Kubota [3]. Lorsque K est un composé de plusieurs 
corps quadratiques réels, Wada a donné [7] un procédé pour trouver 
explicitement un système fondamental d'unités de K et c'est ce procédé 
que nous allons utiliser pour prouver le résultat suivant. 

THÉORÈME 2.1.1. Soit L4 = Q(0, £) un corps de degré 4 sur Q tel que 

02 = D2 + U, 

\—^TjjT— si k est pair, 
£ = / Ml 

\Mik{D,d) 

w 
si k est impair, 

ou 

D2k-2idi ^ . ^ [ ( V r M V ) : 
avec D ^ N, d £ Z et d\D. Supposons que 62 et £2 sont des entiers > 1 qui 
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ne contiennent aucun facteur carré et posons 

a = \D + R 0 = \D - \B. 

Alors un système fondamental d'unités de LA est donné par 

\e2, u2} y2} 

ou 

) JuV^ZT'1 si k est Pair> 
e2 = \ ,.|fc 

m 

/.|^i(fe-u/2_ aïc si k est impair, 

k 

11 \ÀW2 "Â* s*k est t>a^r' 
u2 = -* m P 

( i + h / 5 « ( A i ) = (3, - l )<w (5, - 5 ) , 
772 = j iD + £0 5id = ±letsi (D,d) ^ (3, - 1 ) , 

[(D + e)2/4\d\ ailleurs. 

Exemples. Comme d\D, nous pouvons poser d = ±N et D = AN avec 
A, N G N, de sorte que 

02 = i W 2 ± 4#, 

IsfCr-'r'MV)] 

Jfc-i 

2 _ / si & est pair, 

si & est impair 

et les valeurs de £2 pour 1 ^ ^ ^ 6 sont respectivement 

A2N2 ± 2JV, 

44iV2 ± 4 4 W + 2, 

4<W4 ± 64 W 3 + 94 27V2 ± 2N, 

A*N* =L 8A<W3 + 204 W2 ± 164 W + 2, 

41(W6 ± 104 W5 + 354 W4 ± 504 W 3 + 254 W2 ± 2N, 

4127V6 ± 1241(W5 + 544 W4 db 1124<W3 + 1054 W 2 

db 3642N + 2. 

Remarque. Comme D2 + 4d ne contient par hypothèse aucun facteur 
carré, alors d et D sont tous deux impairs. De plus, vu que d\D, alors 
D2 + 4d > 0 si et seulement si D2 + U > 1. 
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La façon de procéder suggérée dans [7] est la suivante. Il s'agit de 
considérer les trois sous-corps quadratiques L2, F2 et K2 de L4, puis de 
déterminer l'unité fondamentale de chacun de ces corps quadratiques, 
cette unité fondamentale (>1) étant respectivement dénotée T?2, ô2 et e2. 

U = Q(0, 0 

V2^L2 = Q(0) €2 € #2 = Qtt) 

Il s'agit ensuite de regarder si L4 contient ou non les racines carrées des 
éléments de 

B = {772, ô 2 , €2, T?2<>2, ^ 2 , ô 2 e 2 , 77252e2J. 

Comme le groupe (sans torsion) des unités de L4 est engendré par les 
éléments de B et par les racines carrées des éléments de B contenues dans 
L4, alors nous pouvons déterminer un système fondamental d'unités 
de L4. 

2.2. Unités des sous-corps quadratiques. Pour trouver l'unité fonda­
mentale des sous-corps quadratiques, c'est le théorème suivant qui sera 
utilisé. 

THÉORÈME 2.2.1. Soit K = Q(co) une extension quadratique de Q telle 
que 

co = y/m, m = I V + dx> 1, Di G N, dx Ç Z, di|4£>i, 

e/ /e//e gwe m es/ sans facteur carré. Alors 

si |cii| = l ou £ 

ou si (Du dx) = (2, - 2 ) <w (5, - 2 0 ) , 
2 

- ailleurs, 

-4), où est Vunité fondamentale de K, sauf si (Di, d\) = (2, 1) ou (3, 
2 + i V^" est Vunité fondamentale de K. 

Ce résultat fut obtenu par Degert et fut par la suite énoncé en [5] sous 
des hypothèses moins restrictives. Nous en déduisons immédiatement la 
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PROPOSITION 2.2.2. Soit L2 = Q(0) une extension quadratique de Q 
telle que 

d2 = D2 + U > 1 

avec D £ N, d £ Z, d|Z> e/ 02 sans facteur carré. Alors 

%Vb si (D,d) = (3, - 1 ) ou (5, - 5 ) , 
2^ + £0 « d = ± 1 et si (D, d) ^ (3, -1) , ! 

I—___ ailleurs, 

est runité fondamentale de L2. 

Démonstration. C'est direct. 

Considérons maintenant le sous-corps quadratique K2 = Q(£). Notons 
d'abord que 

M2/c = M2(Aft, - ( - d ) * ) = M,2 - 2 ( -d )* ; 

de plus, si & est pair, |d|*/21 Mk et si fe est impair, \d\(k~1)/2\Mk. Alors £2 

peut s'écrire sous la forme 

)W/2) 
2 

— 2 si & est pair, 

(2.2.1) r = wM v v 
( \ |̂ 7| ÇA:—îTTâ I + 2d si & est impair, 

ce qui nous permet de prouver la 

PROPOSITION 2.2.3. Soit Ki = Q(£) w«e extension quadratique de Q 
telle que 

,2 _ ; \d\k 

)Mu(D,d) 
\ \d\k~l 

si k est pair, 
_ / 

M ll/l rx, I I M f i l 

si k est impair, 

avec D G N, d £ Z, d\D, D2 + 4d > 1, £2 > 1 et £2 sans facteur carré. 
Alors 

'2 V + ïdFv d k 6St ^air' 

/ 2Ï^Ï \£ + T̂ TIF̂ T72 j si k est impair, 
€2 

est Vunité fondamentale de i£2. 

Démonstration. L'équation (2.2.1) nous permet d'écrire £2 sous la 
forme D\2 + d\ avec d^\M)\. Une application du Théorème 2.2.1 nous 
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donne alors la conclusion, et de fait, il reste seulement à prouver qu'il 
n'y a pas d'exception. 

(i) Soit k pair. S'il y avait une exception, ce serait 

(Dudi) = (Mk/\d\k>2, - 2 ) = ( 2 , - 2 ) 

et nous aurions 

Mk/\d\k/2 = 2, 

i.e., 
Mk

2 = U\ 

i.e., 

(D2 + U)Gk
2 + 4:(-d)k = U\ 

i.e., 

{D2 + U)Gk
2 = (ak - f3k)2 = 0, 

i.e., a — 13, i.e., \/D2 + 4<i = 0, ce qui contredit l'hypothèse D2 + 4d > 1. 
(ii) Soit & impair. Ici di = 2d. Comme d est impair, alors d\ ne peut 

être —20 ou —4. S'il y avait une exception, ce serait (Du d\) = (2, —2) ; 
nous aurions alors d = — 1 et 

Mk/\dYk-»'2 = 2, 

i.e., Mfc
2 = 4, i.e., 

4 = (D2 + 4d)Gk
2 + ±(-d)k

J 

i.e., 

0 = (D2 + 4d)Gk
2 = (ak - 0*)2, 

ce qui est encore contradictoire. 

Passons maintenant au sous-corps quadratique Q(0£) où 

Q 2 f c 2 = / (D2 + U)M2k/\d\k si k est pair, 
l (D2 + U)M2k/Ml*-1 si k est impair. 0V 

Le fait que 

(2.2.2) Mu = Mk
2 - 2 ( - d ) * = ((£>2 + 4d)Gk

2 + H~d)k) - 2(-d)k 

= (D2 + U)Gk
2 + 2(-d)k

} 

nous conduit à poser 

( * ¥ = ( ( j 2 , ^ y ^ ) 2 + 2 P 2 + « ) si * est pair, 
{1.2.6) X - y 2 / ( ] ) 2 + ^ G \ ! /^2 x 

(w = l-!^17"/ ~ 2IT + 4; S1 *est impair-
Remarquons que |d|*/2|Gfc si k est pair et que \d\ik+1) ,2\dGk si k est impair, 
de sorte que X2 est encore un entier de la forme I V + du 
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Lorsque k est pair, 

{8\ f) = (l>2 + U, (Z?2 | d ^ ) G * 2 + 2) = {D2 + 4d, 2) = 1, 

vu que D est impair, ce qui nous permet de conclure que X2 = 02£2 est > 1 
et ne possède aucun facteur carré. De même, lorsque k est impair, 

(0\ f) = ( p 2 + 4d, ^ ± p ^ - 2d) = (D2 + U, 2d) = \d\, 

ce qui nous permet de conclure que X2 = 02£2/|d|2 ne possède aucun 
facteur carré. De plus, lorsque k est impair, X2 > 1; en effet, si X2 = 1, 
alors 

02£2 = |d|2et e = \d\, 

ce qui est impossible, vu que la relation 

*2 " \d\*~l + M~ \d\k~l M 

implique £2 ^ 2d si d > 0 et ? ^ - 2 d si d < 0. 
Comme l'entier X2 s'écrit encore sous la forme X2 = D\2 + d\ avec 

d\\4:Di, il est encore possible d'appliquer le Théorème 2.2.1 pour obtenir la 

PROPOSITION 2.2.4. Soit F2 = Q(X) = Q(0£) une extension quadratique 
de Q telle que 

( ô2f si k est pair, 
X2 = \62? . , , . ^ . 

f T3T2 ^ k est impair, 

où 
S2 = D2 + 4d, 

,2 ; idi* 
-n~— si k est pair, 

=
 7 '"' 

f—TTpFT— ^ ^ est impair, 

( 

kl 
a w D € N, d <E Z, rf|X>, 02 > 1, £2 > 1, 02 e/ ? sans facteur carré. Alors 

(D2 + éd)Gk\
2 

\d\m I _ 
2(D2 + 4d) 2 \4 ' \d\ 

d+± 2 

est Vunité fondamentale de F^ 

2 + 4rf) _ 2 l* + \d\k/2 V 
si k est pair, 

( (D2 + 4d)Gk\
2 

\x+-]d\v^7^') 1 ( t , _ G t _ y 
J D2 . J ~2H \*+|tf| (*- l7 /27 

si & es/ impair, 
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Démonstration. Lorsque k est pair, d\ = 2(D2 + Ad) ne peut être — 2, 
— 20, 1 ou —4 et il n'y a pas d'exception. 

Soit k impair. Ici d\ = — 2{D2/d + 4) ne peut être 1 et si d\ = —2, 
— 4 ou —20, cela entraîne D2 + Ad = d, 2d ou lOd respectivement; or 
D2 + Ad — d entraîne (D,d) = (3, —3), ce qui contredit l'hypothèse 
D2 + Ad > 1; les deux autres cas mènent à une contradiction avec le 
fait que D est impair. Il n'y a donc pas d'exception. 

2.3. Unités de L4. En vue de raccourcir la preuve du Théorème 2.1.1, 
quelques remarques s'imposent. Il s'avérera utile de connaître les normes 
relatives suivantes: 

NniLiM = ??22, 

( - 1 si ( A d ) = ( 3 , - 1 ) ou (5, - 5 ) 
NLAWM = NLi/K2(r}2) = ou si d = 1 

\1 ailleurs; 

NH/LAÏI) = NLi/F2(e2) = 1, Nz,4/*2(e2) = e2
2; 

MLi/L2(ô2) = NLl/Ki(à2) = 1, NLA/F,(Ô2) = ô2
2. 

Nous utiliserons aussi le lemme suivant que nous allons démontrer sous 
les hypothèses du Théorème 2.1.1. 

LEMME 2.3.1. 
(i) Si d = - l g / 5 î D ^ 3, alors y/D + 2 g L4. 

(ii) S* d = - 1 e/ si £ 5* 3, a/ors \/2(£> + 2) g L4. 
(iii) 5i |d| 9* 1 étf w ( A d) y* (5, - 5 ) , alors V\d\ g L4. 
(iv) V2 g L4. 
(v) V2|d| g i 4 . 

Démonstration, (i) Soit d = — 1 et D ^ 3. Comme £> + 2 divise 

(92 = D2 + 4d = £>2 - 4 

qui par hypothèse est sans facteur carré, alors D + 2 n'est pas un carré 
de N. Si D + 2 est un carré de L4, c'est que D + 2 = d2, £2 ou X2. Or 
Z> + 2 = 02 entraîne D = 3 et c'est exclus. De plus, 

£> + 2 = £2 = M,2 - 2 = (£>2 - 4)G*2 + 4 - 2 

entraîne (D + 2)|2, ce qui est impossible. Finalement, si 

D + 2 = X2 = (£>2 - 4)2G*2 + 2(J92 - 4), 

alors (D — 2)|1, ce qui ne peut arriver vu que D ^ 3. 
(ii) Soit d = - 1 et D ?* 3. Si 2(Z> + 2) est un carré de N, alors 

D + 2 = 2t2 et 2 |A contradiction. Comme (D + 2)|(£>2 - 4), alors 
D + 2 ne contient aucun facteur carré, de sorte que si 2(D + 2) est un 
carré de L4f c'est que 2(£> + 2) = 02, £2 ou X2; or 2(D + 2) = D2 - 4 
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entraîne 2 = D — 2, i.e., D = 4, ce qui est impossible vu que Z) est 
impair; de plus, 2(D + 2) = £2 entraîne (D + 2)|2 ce qui est impossible; 
finalement 2(Z> + 2) = X2 entraîne (D - 2)|2, i.e., D = 4 ou 3, ce qui 
n'est pas possible vu que d'une part D est impair et que d'autre part 
D 9* 3. 

(iii) Soit |d| 7* 1 et soit (D, d) y* (5, - 5 ) . Comme d\(D2 + 4d), alors 
|d| n'est pas un carré de N. Montrons qu'il est impossible d'avoir 
\d\ = e\ e ou x2. 

Si D2 + U = |d|, alors £>2 = -U lorsque d > 0 et D2 = -5d 
lorsque d < 0, ce qui est impossible vu que d'une part D2 ne peut être 
négatif et que d'autre part (D, d) 9e (5, —5). Soit £2 = \d\. Soit k pair; 
alors 

f= (£>2 + 4<*) ^ + 2 = \d\ et / | G / 

entraînent d\2, ce qui contredit le fait que \d\ est un impair > 1. 
Soit k impair; comme 

2 Mk* (D2 + U)Gk
2 

? " \d\k~l + M~ \d\k~l " ^ ' 

alors ij2 > 2d si d > 0 et £2 > — 2d si d < 0; il est donc impossible 
d'avoir £2 - \d\. 

Considérons le cas X2 = \d\. Remarquons d'abord que 

D2 + U è \d\\ 

c'est trivialement vrai si d > 0; si d < 0, cela découle du fait que 
D2 + M > 0 et que d\(D2 + U). Si fe est pair, la relation X2 = \d\ est 
alors impossible, vu que 

X2 > 2(£>2 + 4d) ^ 2\d\ > \d\. 

Soit k impair et soit X2 = \d\. Alors 

(D2 + ±d)M2k/\d\\d\k = \d\. 

Notons que le dernier terme de M2k est 2dk et que \d\k+l divise (M2k — 
2dk). Donc X2 = \d\ implique 

{n
2 4- 4 ^ (M2* ~ 2 ^ + 2&2 + M)dk 

(D + 4d)[ ] d r ) + ^]-j5p \d\-
Comme \d\ divise {D2 + 4d) et comme |d| divise D2/\d\, alors |d| divise 8, 
i.e., \d\ = 1, 2, 4 ou 8 qui sont toutes des valeurs à rejeter vu que \d\ est 
par hypothèse un impair 5^1. 

(iv) Soit 2 un carré de L4. Alors 2 = 02, £2 ou X2. Si 2 = 02 = Z>2 + 4d, 
alors 2|Z>, et c'est impossible. 
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Si lorsque k est pair, 

o _ £2 _ (i32 + ±d)Gk
2 + 2(-d)k _ (£>2 + id)Gk

2 

Z-Z ~ \d\« ~ \d\k + Z' 

alors (D2 + M)Gk
i = 0 et c'est impossible. Si, lorsque k est impair, 

9 _ >2_ (^2 + 4d)Gfc
2 

alors d|2 vu que |d|*|(£>2 + 4d)G*2; d'où \d\ = 1. Or d = 1 implique 

4 = (D2 + 4d)G*2, 

i.e., D2 + 4d est un carré, ce qui est impossible, alors que d = — 1 
entraîne la contradiction (D2 + 4d)G/-2 = 0. 

Lorsque k est pair, X2 ^ 2, vu que X2 = £202 ^ 2 - 2 = 4. Soit fe impair 
et soit X2 = 2. Comme dk~l\Gk

2, nous déduisons de (2.2.3) que X2 = 2 
implique 

( ^ ) 
2, 

i.e., Z}2/d + 4 = ± 1 (vu que D est impair), i.e., D2 = —3d ou — 5d, 
i.e., (£>,d) = (3, - 3 ) ou (5, - 5 ) . Or (D,d) = (3, - 3 ) est impossible 
vu que D2 + 4d est > 0 par hypothèse; de plus, si (D, d) = (5, —5) et 
si X2 = 2, alors nous aurions d'après (2.2.3) 

X2 = 2 = f i + 2, 

ce qui entraînerait la contradiction Gk
2 = 0. 

(v) Si \d\ = 1, alors d'après la partie (iv), \ / 2 |d | g L4. Soit donc 
|d| T̂  1. Comme d est impair, alors 2\d\ n'est pas un carré de N. 

Si 2\d\ = D2 + 4d, alors 2|£>, ce qui est impossible. Si k est pair et si 
£2 = 2|d|, alors nous déduisons comme dans la partie (iii) que \d\ | 2, i.e., 
\d\ = 1, ce qui n'est pas le cas; lorsque k est impair, nous avons aussi 
démontré que £2 > 2\d\. 

A la partie (iii), nous avons prouvé que si k est pair, alors X2 > 2\d\. 
Lorsque k est impair, un raisonnement analogue à celui utilisé à la partie 
(iii) nous conduit à la contradiction \d\ \ 8. 

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer sous les 
hypothèses du Théorème 2.1.1 le théorème suivant. Au cours de la 
preuve, nous ferons fréquemment appel au Lemme 2.3.1 sans le men­
tionner explicitement. 

THÉORÈME 2.3.2. Si 77 2, e2 et 82 sont les unités fondamentales respectives 
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de Q(0), Q(0 et Q(0£), alors 

\T)2, V 62^2, €2} 

^ ww système fondamental d'unités de L4 = Q(0, £). 

Démonstration. Grâce aux Propositions 2.2.2, 2.2.3 et 2.2.4, nous con­
naissons explicitement l'unité fondamentale des sous-corps quadratiques 
de L\. Selon la technique décrite en [7], il nous faut verifier si 

7?2, 62, Ô2, 7?2É2, Vl^l, 62Ô2, T)lt<!.h<L 

sont des carrés parfaits de L4 ou non. 
(1) Notons immédiatement quey/li £ L\ety/Tl $_ L 4 vuque 

et v 2 R | $ Li. Cependant, nous avons 

VC2Ô2 G LA. 

(2) Montrons que VT2 € L4. Si (A d) = (3, - 1 ) ou (5, - 5 ) ou si 
d = 1, cela découle du fait que NLi/F2(rj2) = — 1 n'est pas un carré de 
F2. Soit d — —1 et D ^ S et notons pour nos besoins futurs que 

(2.3.1) 772 = \D + \B = (D + 2 + 0)2/4(P + 2) ; 

d'où V>72 £ L4 vu que y/D + 2 g L4. Soit d ^ ± 1 et soit (£>, d) ?* 
(5, —5) ; alors y/rïl S £4 vu que y/\d\ $ I>4.  

(3) Nous déduisons des parties (1) et (2) que \A?262Ô2 $ £4. 
(4) Il reste à investiguer les éléments 77262 et 772Ô2. Soit (D, d) = ( 3 , - 1 ) 

ou (5, —5) ou soit d = 1; alors 77262 et 772Ô2 ne sont pas des carrés de L4 

vu que 

N L 4 / F 2 (77262) = NLAfK2(ï]2Ô2) = — 1. 

Soit d = —1 et D 9e 3; utilisant la structure de 772 donnée en (2.3.1), 
nous déduisons q u e V W 2 (? L± et y/^h & Z,4 vu que y/2(D + 2) g L4. 
Soit enfin d 5̂  ± 1 et soit (D,d) ^ (5, —5); comme y/2\d\ g L4 et 
y/2 (? Z,4, nous concluons que 77262 et 77262 ne sont pas des carrés de L4. 

D'où la conclusion. 

LEMME 2.3.3. Posons 

f ~LJ—r^p = .• j\(k-i)/2~zr~k si k est impair, 

U\d\m + fl* _of ., ^ . 
I-1—'—k = JTT\W2 -JE si k est pair, 

2~)ï\d\(k~1),2 + Pk et . L . . 
^-L J—ne = JiT^^rZr^ sl k est imp™' 
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Alors e-i et &2 sont des unités > 1 vérifiant 

e2M2 = €2, e 2 w 2
- 1 — &2-

Démonstration. Comme Mik = a2* + |32*, alors les éléments e2 et w2 

sont bien définis. Sachant que /3* > 0 si k est pair et que 

|0|* = (-d/\d\W 

si k est impair, nous pouvons aisément prouver e2 > 1 et «2 > 1. Que 
ce soient des unités résulte des deux dernières égalités du lemme; en effet, 
e2

2 = e252 implique que e2 est une unité; d'où w2 est une unité. 
Lorsque k est pair, nous avons 

t - I ft* 4- 9 ML. t . :M*^ -lit* A . O-Mï- t A . ê + 9\ 

Mk . . e\d\k + Mk\d\kl\ + aV 

f|d|* /2 + o* $|d|*/2 + /S* 
7t • it = e2M2, 

et 

- ^ l ^ + ^ldï^^ + ldf) 

= ~2 \ft + 2d2 ~l-2 et + e2i - 2e2) 

É|<*|*/2+«* {Jd|* / 2- jS* _ . ._ ! 
fc k — #2^2 • 

De même, lorsque k est impair, nous avons 

62 ~ |<*| + | d ] ( * + l 7 7 5 f + ]d\ ~ 62U2 

et 

Ô2 = ~\d\ + ]d\xmi72~eè + ]d\ = e2U2 • 

Nous pouvons maintenant donner la 
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Démonstration du théorème 2.1.1. Nous savons d'après le Théorème 
2.3.2 que \r)2,\/e2b2, €2} est un système fondamental d'unités de L4. 
Utilisant le Lemme 2.3.3, nous trouvons 

V2 = (V2)l(e2nu2)°, 
^ 2 = ( ^ ) 0 ( « 2 ) 1 ( M 2 ) 0 , 

62 = ( l ? 2 ) ° ( « 2 ) 1 ( « 2 ) 1 , 

de sorte que le régulateur R(r}2 

R(r}2,\/€2ô2l €2) = 
1 0 0 
0 1 0 
0 1 1 

62̂ 2, €2) de r?2, \/e2ô2 et e2 vérifie 

R(rj2, e2, u2) = i?(r?2, ^2, u2), 

ce qui nous permet de conclure que le groupe engendré par rj2j \/e2ô2 et e2 

est égal au groupe engendré par r?2, e2 et u2. 

3. Composés d'un corps quadratique et d'un corps pur de degré 
4 sur Q. Nous nous proposons au cours de ce chapitre de trouver explicite­
ment un système fondamental d'unités de certains composés L — Q(\^m, 
\/~M) d'un corps quadratique et d'un corps pur de degré 4 sur O, lorsque 
m et M sont des entiers qui ont une certaine structure. 

3.1. Description d'une méthode. Nous allons donner dans cette section 
un procédé pour calculer un système fondamental d'unités de L et nous 
utiliserons ce procédé pour prouver plus loin le théorème suivant. 

THÉORÈME 3.1.1. Soit L$ = Q(0, co) un corps de degré 8 sur Q tel que 

d2 = D2 + U, 

si k est pairy 

si k est impair, 

ou 

LM*(D, d) 
4 

CO )Mu(D,d) 
\ \d\2k~2 

1 = 0 1 ("r-VMV) D 4k-2i-,i 

avec D G N, d G Z et d\D. Supposons que D2 + U et MAk(D, d)/\d\2k sont 
des entiers > 1 qui sont sans facteur carré et posons 

a = \D + i$, p = \D - \B. 

Alors un système fondamental d'unités de L8 est donné par 

{r]2, e2, u2, eAy UA) 
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OU 

| | + è \ / 5 « (D,d) = (3, ~l)ou (5, - 5 ) , 
772 = \\D + hd sid = ± 1 e /s i ( D , d ) ^ (3, - 1 ) , 

(D + e)2/±\d\ ailleurs, 

e<i _(_£_ 
/co a — a 

) ?k 

\co a — < 

si & est pair, 

t si & est impair, 

œ2dk - /3 
si k est pair, L . 

U2 = \ 2* 
f ~2 jF^ T23t si * e<tf impair, 
\œ a — p 

i, 
rjfe/2 _ fe si k est pair, 

AÊL 
. œ\d\K- - a 

) |0|* 
f —, ,,( fc—iT72 À si & est impair, 
\<jù\a\ —a 

i si k est pair, U\df2 - fi1 

m = \ ' ^ 
\Lo\d\*~llT2~Bl Si k 6St imt>air' 

Exemples. Comme d\D, nous pouvons poser d = ±N et D = AN avec 
A, N G N , de sorte que 

— i l 

1 j§[(V 
si & est pair, 

2A;+2-ï 
\±N) 

si & est impair 

et les valeurs de co4 pour 1 S k ^ 3 sont respectivement 

447V4 ± 4 i 2 F + 2iV2, 

48iV4 ± 846iV3 + 2 0 4 W 2 ± 164 W + 2, 

41 2iV8 ± 1241 (W7 + 544 87V6 =1= 1 1 2 4 W 5 + 1054 W 4 

=b 364 W3 + 27V2. 

l 'hypothèse 
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De façon générale, posons ô2 = m > 1 et co4 = M > 1 et considérons 
l'extension L8 = Q(0, co) de degré 8 sur 0- Alors L8 contient trois corps 
qui sont des extensions quadratiques de K2; ce sont 

U = Q(0, co2), F, = Q ( M , Ki = Q(«). 

Nous allons montrer comment la connaissance d'un système fonda­
mental d'unités pour chacun des sous-corps L4, ^4 et K4 nous permet de 
calculer un système fondamental d'unités de L8. 

U = Q(d, co) 

U = Q(0, co2) FA = Q(0co) Kt = Q(co) 

L2 = Q(0) F2 = Q(0co2) K2 = Q(œ2) 

0 
FIGURE 2 

Supposons que les conjugués de co et 6 sont: 

co, cr(co) = i(ay cr2(co) = — co, cr3(co) = — iœ (oui — \ / " ~ " l ) î 

(9, r(0) = - 0 . 

Ici <r(0) = 0, r(co) = co. 
Nous en concluons que le groupe de Galois de L8 sur i£2 est le groupe 

de Klein {e, a2, r, <r2r}, que les corps laissés fixes par a2, r et <J2T sont 
respectivement L4, i^4 et ^4 et que si z £ L4, alors 

NL8/L4(z) = ss*2, NL9/KA(z) = ssr, NL%/FA(z) = zz**\ 

Nous sommes donc dans une situation semblable à celle décrite par 
Wada [7] et nous allons utiliser le même artifice et prouver que le carré z2 

de toute unité z de L8 est dans le produit de groupes °tt (L4) ^(F^)0^ (K\), 
où °tt(N) pour un corps quelconque N est par définition le groupe des 
unités de N. En effet, si z £ ^(L8)f alors 

z2 = ( ^ 2 ) ( ^ 2 T ) / ( ^ ) ^ 2 , 

où sz*2 Ç ^ ( L 4 ) , ss"2' G ^ ( F 4 ) , zsT G ^ ( i £ 4 ) , et (zz*)°% G ^ ( # 4 ) . En 
résumé, nous avons l'implication 

(3.1.1) z £ °M(L8) =>z2 £ <%(LA) <%(FA) <%(KA). 
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Comme L4 est un composé de deux corps quadratiques, alors un 
système fondamental {x, y, z) d'unités de L4 peut être calculé avec la 
méthode de Wada [7]. Comme KA est un corps pur de degré 4 sur Q, alors 
nous pouvons calculer explicitement, au moyen de la méthode de 
Ljunggren [5], un système fondamental {a, e2} d'unités de K±, où sans 
perte de généralité, nous pouvons supposer que e2 est l'unité fondamentale 
du sous-corps quadratique K2 de KA. L'extension FA est aussi un corps 
pur de degré 4 sur 0 , et avec la méthode de Ljunggren [5], nous pouvons 
encore obtenir un système fondamental {b, e2} d'unités de F±, où sans 
perte de généralité, nous pouvons encore supposer que e2 est l'unité fonda­
mentale du sous-corps quadratique K2 de FA. Il est maintenant aisé de 
voir que le nombre d'éléments d'un système fondamental d'unités de L8 

est égal à ,5 et que 

5 = jx, y, 2, a, b} 

est un système indépendant maximal d'unités de L8. L'étape suivante 
consiste à regarder si L8 contient ou non les racines carrées des éléments de 

( x, y, z, a, b, xy, xz, xa, xb, yz, ya, yb, za, zb, ab, \ 
B(S) = l xyz} xya, xyb, xza, xzb, xab, yza, yzb, yab} zab, >. 

\xyza} xyzb, xyab> xzab, y zab, xyzab ) 

La relation (3.1.1) nous permet de conclure que le groupe (sans torsion) 
^ ( L 8 ) des unités de L8 est engendré par les éléments de B et par les 
racines carrées des éléments de B contenues dans L8, de sorte qu'un 
système de générateurs de tft (L%) peut être obtenu. 

Dans le cas d'un composé de deux corps quadratiques réels, Wada [7] 
a donné un algorithme permettant de vérifier si un élément est le carré 
d'un autre élément; un théorème semblable peut être facilement énoncé 
dans le cas d'un composé d'un corps quadratique réel et d'un corps pur 
de degré 4 sur 0 ; nous n'avons cependant pas besoin d'un tel théorème. 

3.2. Unités des sous-corps biquadratiques. D'après la méthode décrite à 
la section précédente, il nous faut d'abord déterminer un système fonda­
mental d'unités de i£4, ^4 et L4 respectivement. Nous aurons besoin du 
résultat suivant dû à Stender [6]. 

THÉORÈME 3.2.1. Soit K = Q(co) un corps de degré 4 sur Q tel que 

a>4 = Mi(Du dt) = ZV + 4Di2di + 2 ^ 2 > 1 

avec Di G N, d\ G Z, di\Di et D{- + 4di > 0. Supposons que \d\\ et 
Mi/di2 sont sans facteur carré. Alors 

j - d i + Diœ + a>2 jdi] \ 
\ \di\ ' - d i - Dx<a + co2/ 
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est un système fondamental d'unités de K. Même conclusion pour 

j -dx + Diu + co2 (Pi2 + 2dx + co2)2\ 
l |di| ' 2 ^ 2 / • 

Stender a énoncé son théorème en supposant to4 > 2; quant à nous, 
nous préférons ajouter l'hypothèse Di2 + 4di > 0 qui implique tacite­
ment que co4 > 2. Nous pouvons facilement déduire de ce théorème les 
résultats suivants. 

THÉORÈME 3.2.2. Soit KA = Q(«) un corps de degré 4 sur Q tel que 

4 = / Mik (D, d) I \d\2k si k est pair, 
~ \Mik(D,d)/\d\2k~2 si k est impair, 

avec D Ç N, d G Z, d\D, D2 + U > 1 et co4 > 1. Supposons Mu/\d\2k 

sans facteur carré. Si k est impair, supposons aussi \d\ sans facteur carré. 
Alors un système fondamental d'unités de K± est donné par 

174, €4 

OU 

\ 1 + TTi/72 co + co2 si k est pair, 
yi = )-d, Mk , w

2 . , , . „ . 
f-rjy + I , 1(̂ +1172 co + jTÏ w & ^ impair, 

j I 1 — T7TÂ72 co + co21 si k est pair, 
U = )(-d Mk , co 2 ^ 1 . , 

V \lcTl " IdP*1775 w ~ÎÛM / W impair. 

Même conclusion pour 

{ 7 4 , €2} 

0W 

( l / M » , 2V si & é'5/ pair, 

Démonstration. Nous pouvons écrire co4 sous la forme 

\ r ^p = M4\r^m , - 1 j si * est pair, 
w = W4(M*,-(-<*)*) , , / M, A ., . . 

F j|2F^2 = M4h-jjiiE=T372 i » I si * est impair, 
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i.e., co4 s'écrit sous la forme Mi(Dlt di) où le couple 

((Mk(D,d) A . , 
,n ^ nidf7^'-1) sl*estPair> 
iDl'dl) = )(M><p,d) \ . , , . . 

I yïï\U£=ïm >d) Slk e s t impair, 

et où Di £ N, di £ Z, di|-Di; pour montrer que Di Ç N, lorsque & est 
impair, il s'agit de noter que \d\{k~1)/2 | Mk(D, d) et de montrer que 
Mk = ak + $k > 0. De plus, 

{D2 + 4d)Gfc
2(A d) 

\d\k 

n 2 _L_ AA - ) si & est pair, 
D, + 4 * - W ï , „ ^ , Ajk {D* + M)Gk*(D}d) 

si k est impair, 

Mk 
2(D,d)- - àdk 

\ \d\k 

\Mk \D, d) + Uk 

où \d\k | Gk
2(D, d) si k est pair et où \d\k~l | Gk

2(D, d) si & est impair. 
Comme D2 + U > 1 entraîne G*(£>, d) ^ 0, alors D!2 + 4di > 1. 

Lorsque que & est pair, nous pouvons donc appliquer le théorème précédent 
vu que par hypothèse 

|di| = 1 et M,(D1,d1)/d1
2 = M,k(D,d)/\d\2k 

sont sans facteur carré. Il en est de même, lorsque k est impair, vu que 

|di| = \d\ et MtiPudù/dJ = ^/d2 = M,k(D,d)/\d\2k 

sont par hypothèse sans facteur carré. D'où un système fondamental 
d'unités de i£4 est donné par {74, €4}. Même conclusion pour {74, e2} où 

( l (Mk\D,d) -2dk , 2 V . , ^ . 
1- ^ r^p h co I si k est pair, 

€2 = ) 1 (Mk\D,d)+2dk , 2 V ._ . . 
f 2^2 \̂  T^p=i + co j si * est impair. 

Ceci termine la preuve, vu que M2k — Mk
2 — 2{ — d)k. 

Il est amusant de remarquer que d'une part, le cas où k = 1 dans le 
Théorème 3.2.2 nous donne le Théorème 3.2.1, alors que d'autre part, le 
Théorème 3.2.2 a été obtenu à l'aide du Théorème 3.2.1, en ce sens que 
l'entier co4 du Théorème 3.2.2 est précisément de la forme M\{D\, d\) 
pour certains entiers D\ et d\ trouvés explicitement. 

THÉORÈME 3.2.3. Soit FA = Q(X) = Q(0co) un corps de degré 4 sur Q 
tel que 

4 _ i 04co4 si k est pair, 
\ 04co4/|^ |4 si k est impair, 
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ou 
d2 = D2 + 4d, 

4 _ /Mu(D,d)/\d\2k si k est pair, 
~~ \Mu(D,d)/\d\2k~2 si k est impair, 

avec D <E N, d G Z, d\D, 62 > 1 et o>4 > 1. Supposons M4k/\d\2fc sans 
facteur carré. Si k est pair, supposons aussi D2 + 4d sans facteur carré et 
si k est impair, supposons {D2 + 4d)/|d| sans facteur carré. Alors un 
système fondamental d'unités de FA est donné par 

{54, iM 

ou 

\ — 1 + TTŒ72 Qu + u>2 si k est pair, 
x — l ' ' 

\ d G 2 

f ~\T\ ~^ TJÎV^îTn Ou + yjf si k est impair, 

*.-<•• w 
11 — 1 — TT1I72 0co + co21 si k est pair, 

\\d\ ~ ]d\v^îm 6œ + ]d\) si k eSt imtfair' 

Même conclusion pour 

{54, 62} 

ou 
2 (l (Mu, *Y .. , . • 

Démonstration. Nous déduisons de la Proposition 1.6 que 

, 4 M4((£>2 + 4d)Gt, {-df(D2 + 4d)) 
X - |5p~ 

= M 4 ( ( Z ? 2 + ^ ) g t , P 2 + 4d) si * est pair, 

% 4 MtUD2 + éd)Gk, (-d)"(D2 + 4fl) 
A - |d |»+î 

Donc 74 s'écrit sous la forme M±{Di, d\) où le couple 

M((D* + 4d)Gt D2 + 4d\ . , . . 
= M4l—r77TFfï)72— i —3~j—) si & est impair. 

ne M±{Di, d\) où le couple 

^({I)2+l*î)Gk,D2 + id) si « est pair, 
(Di, <*i) - \ / {D* + U ) G D* + u \ . 

' l—\d\vmj7r~ ' —^d—/ S1 eS imPair' 
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et où P i 6 N, di Ç Z, di|Z)i; pour montrer que Dx G N, il s'agit d'utiliser 
le Lemme 1.7 et le fait que y/D2 + 4d Gk = ah — j3h est positif. 

De plus, 

\D2 + ±d)[(D2 + 4d)Gk
2 + Mk] _ (D2 + ±d)Mk

2 

\d\k ~ # |d|* 
i K AJ _ ) si & est pair, 

~ i(P2 + 4^)[(Z)2 + 4 ^ ) G / - 4 / ] _ {D2 + 4<Z)Mfe
2 

M**1 " \d\*+l 

si & est impair, 

où \d\k | M*2 si k est pair et où \d\k+1 \ Mk
2 si k est impair. Si d > 0, alors 

Mk
2 > 0. Si d < 0, alors 

S1 

r 
M,2 = (D2 + 4d)Gk* + H-d)k > 0. 

Donc Dx
2 + 4di > 0. 

Enfin, si & est pair, alors 

|di| = \D2 + 4d| =± S2 et Af4(£>i, ^i) /^i2 = X4/04 = co4 

sont par hypothèse sans facteur carré. Si k est impair, 

\dx\ = \{D2 + 4d)/d\ et M4(Z>i, di)/di2 = 7
4d2/04 = o>4/<22 

sont aussi sans facteur carré. Nous pouvons donc appliquer le Théorème 
3.2.1 et déduire qu'un système fondamental d'unités de FA est donné par 
{Ô4, ^4}, où si k est pair, 

54 

m2 _i_ AJ\ 1 ÇP2 + ±d)Gk 2 

• (D + 4d) H r7p/2 X + X 
\D2 + 4d\ 

c x2 

— 1 + 777*75 X + 7^2" 

" \ * |d|*/2 X + P2 + Ad) ' 

et si & est impair, 

Z^_+ 4<Z (£>2 + Uy)Gk . 
d + |d|(*+i)/î x + x 

04 = D' + id 
\d\ 

d , _ G * _ _ , , M A 2 

\d\ + \d\(k+1)/lX+ D2 + W 
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Même conclusion pour {<54, e2}, où si k est pair, 

t2~ 2(D2Tàd)2 

1 / (J>2 + U)Gk
2 + 2dk X2 V 

~ 2 \ \d\k + Z ) 2 + W 

l / M u , X2 Y 
~ 2 \|d|* " 1"Z) 2+4d/ ' 

et si k est impair, 

<*2/^2 + 2<i* . X2 Y dUM* i *' V 
~ 2 l |J|*+1 + Z>2 + W ~ 2 \|J|*+ï + £2 + W ' 

Sous les hypothèses du Théorème 3.1.1, nous déduisons du Théorème 
2.1.1 le résultat suivant. 

PROPOSITION 3.2.4. Un système fondamental d'unités de L4 = Q(0, co2) 
est donné par 

{#2, U2, ^2}, 

ou 

( P2k 

\~Tjk 2k si k est pair, 
/co a — a 
) — * - ~2k si k est impair, 

- a 

U<L = \ 2fc \ a2> 

Wd^~ —2* si k est impair, 
P 

è + è V 5 si (D,d) = (3, - 1 ) ou (5, - 5 ) , 
V2 = [\D + ¥ sid = ± 1 et si (D,d) 9* (3, - 1 ) , 

\D + 0)2/4|d| ailleurs. 

Démonstration. Il s'agit de considérer le cas pair du Théorème 2.1.1, 
i.e., de considérer le cas où dans ce théorème 

e = MUl{D,d)/\d\*i = M2(2k)(D,d)/\d^ 
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avec ki pair, i.e., k\ = 2k, et de noter que 

i 
D'où la conclusion. 

( (co )2 si k est pair, 
l (co2)2/ |d |2 si & est impair. 

3.3. Unités de L8. Connaissant un système fondamental d'unités pour 
chacun des sous-corps L4, Fi et i£4 de L8, nous sommes maintenant en 
mesure d'obtenir un système fondamental d'unités de L8. Quelques 
résultats préliminaires sont de mise. 

LEMME 3.3.1. Les unités €2, — €2, e2_1 et — e2
_1 où 

(l (M**. 2V . , , A . 
72 \1ZF W / sl^est pair, 

62 = \l (ju 2 \ 2 

blw+Si) sikestimP«ir> 4d\* ' |d| 

we son/ £as des carrés de L8. £w particulier, €2 w'es/ M 5 ww carre de K± ou 
de Fi. 

Démonstration. Si e2 est un carré de L8, alors \ / 2 " est un élément d'un 
sous-corps quadratique du corps L4 = Q(0, co2). Or ce dernier corps 
statisfait aux hypothèses du Théorème 2.1.1. Donc \ / 2 ne peut être un 
élément de LA d'après la partie (iv) du Lemme 2.3.1. Comme \/ — 2 ne 
peut être un élément de L8, nous avons la conclusion. 

LEMME 3.3.2. Les éléments 

) 7iïïi*72~ZTJt s^ * est Pair> )œ\dr - oc 
*4 = \ ,olk ) |0|* 

r j^|(fc--i)/2 _~fc st k est impair, >\dr~l 

«,- "W'\-« 
Ê72 ~k si k est pair, 

| ( * - l ) / 2 

ifc/2 , k 

si k est impair, 

Ud\*» + a ., ,„ . 
^ 4 = \ . , i ( * - l ) / 2 | A; 

r — — — r — T f c si & es/ impair, 

L\d\m + pk ., . 
1—i—J—£ sz & est pair, 

I _LJ _ si fc esi impaiïy 

\ a 

sont des unités > 1 de L8 gwi satisfont les relations suivantes: 
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(i) e4 = e4Ut, 
(ii) 74 = -E4C/4, 

(iii) 54 = E4u4~
l
} 

( i v ) ^4 = W4 -1^4-

Démonstration. Que ce soient des unités résulte des égalités (ii) et (iii) 
du lemme; en effet, 

Y4<54̂ 2 = E^Uw^Ui = Ei2U2~1u2 = E12 

implique que £ 4 est une unité; d'où e±, u± et U\ sont des unités. 

Montrons que e± > 1 lorsque & est impair; disons tout d'abord que 
a>|d|<*-1)/2 - ^ > 0 v u que o>4|d|2*~~2 > <*4*, i.e., 

M4k = aAk + 04* >a 4 *; 

nous voulons prouver 

|0|* > uldl**-1)'2 - a*, 

i.e., 

ak + |0|* > œ\d\<k-»/2. 

Soit d < 0; alors 

a* + |0|* = ak + (3k = M* > col^l*-1 

car 

M* 4 > M4* = M,(Mk, - ( - d ) * ) î 

il est en effet aisé de vérifier que M4{Dud\) < DiA pour d\ < 0. Soit 
d > 0; alors nous voulons prouver l'inégalité 

ak + |0|* = a* - 0* = (W£> 2 + 4d > co^l^-1^2, 

i.e., 

Gk*(D2 + U)2> M,kl 

ce qui est le cas vu que 

Gk*(D2 + U)2 = (Mk
2 - 4(-d)*)* 

= Mk
4 - 8Mk*(-d)k + 16(-d) 2* 

> Mk* - 4Mk
2(-d)k + 2(-d)2k 

= M4(M„ - ( - d ) * ) = M4*. 

Les autres cas sont étudiés de façon semblable. 
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Montrons maintenant les égalités du lemme lorsque k est pair: 

_x _x _ w2\d\k - MMd\kn+aPk _ , _ Mk 

aY ~ \d\l 
„ - 1 - 1 _ w | ^ | ^ t w p | | ce M _ -i ^ f c _,_ 2 _ - 1 . 
6\ U\ — _kak — -L — \j\k/2 W ~1~ CO — €4 , 

p TT "W + MMd\*'2 + «F , , M» , 2 
i i4(74 = F p = 1 -h 777̂ 72 co -f- co = 7 4 ; 

a (3 \d\ 

x c^+C^!*'2-^* 1 , G, 2 

„ -1 _ co2|cilfc- G ^ c o [ c i l f c / 2 - a y 
^ 4 ^ 4 — fc^fc 

a p 

= — 1 — TTÏk/2 6œ + œ = ypT • 

Le cas où k est impair s 'obtient de façon similaire. 

L E M M E 3.3.3. Les formules suivantes sont vraies: 
(i) NL8/Ki(e2) = NLs/FA(e2) = e2u2 = e2; 

(ii) NLg/KA(u2) = NLs/Fi(u2) = u2e2 = e2; 
(iii) NLs/KA(yA) = 74

2 , 7VL8/F4(74) = e2
_ 1 ; 

(iv) NLi/KA(ôA) = 62"1, T V ^ / F ^ ) = 54
2; 

• l w ( A d ) = (3, -l)ou (5, - 5 ) 
(v) NLs/K4(r}2) = NLs/FA(rj2) = \ ousid = 1, 

1 ailleurs. 

Démonstration. (A) Soit & impair. 

2 , * - l , 2fc 2,A:-1 , 0 2k 

/'\ HT / \ AT / \ œ d -v a œ a -\- p 
(0 MLs/KA(e2) = NLs/F4(e2) = ~2fc 2^ = e2u2 = e2. 

p a: 
/•-\ AT / \ AT / \ œ d i P u d + a 
V11) MLs/KA(u2) = jyL8/Fi(u2) = 2fc ^ 2 ^ = u2e2 = e2. 

a p 
(iii) D 'une par t , 

2 

2 

D'au t re par t , nous rappelant les formules 

Mu = Jkf2(M„ - {-dY) = If,2 - 2 ( - d ) * et 

M t t = M s ( M U l - (-dyk) = Jkf2fc
2 - 2 ( - d ) » , 
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nous trouvons 

\d\ - r l d l » « > ' 2 u ' - r ï d l / \l<*l -\d\<"•""'"' _ 

1 \\d\k+1 + \d\2) 

4 
CO 

^r1 ' \d\2r ' î r 

~ 1 ~ \ \d\k J\d\+}d\2 

-1-]d\k+1°3 + '\d\2~2\df'\d\k+ïW + 2\df 

- 2 lui* ~ \d\) ~ t2 • ,\d\* \d\) 

(iv) D'une part, 

NL*,F<(*A) = \]d\+ ]îfwln73fc, + j ^ ) . 

D'autre part, nous rappelant la formule 

M** = (P2 + 4<J)G*2 + 4(-<i)*, 

nous avons 

= 1 
(GkV 2d\ 2 , jo 4 

\\d\k+1 ~ m2)03 + \d\2 ,\d\k+i ~ \d\2)" ' \d'\2 

_ , (GkV - 2d\d\k-1\ _co2 , co4 

- 1 - l Idl* )\d] + 

1 , i t f / + 2<f\ co2 , co4 Af t t 2 , co4 _ i 
= 1 — \ TJT* ; TT\ + TJÎ2 = 1 — u|i t+i « + TJT2 = «2 

Ml* / \d\ ^ \d\2 

(Mk
2 + 2dk\ 

\ \d\k )\d\^\d\2-— \dr~ ' \d\ 

(v) Cette partie découle du fait que 

NL8/Ki(ï}2) = NL%/Fi(7]2) = NL2IQ{7]2). 

(B) Le cas où & est pair se développe de façon semblable. 

D'après ce que nous avons vu au début du chapitre, nous savons que 

S = {e2, u2, r}2, 74, <54} 

est un système indépendant maximal d'unités qui engendre un sous-
groupe d'indice au plus égal à 25 = 32 dans le groupe engendré par les 
éléments d'un système fondamental d'unités de L%. Il s'agit maintenant 
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de regarder si L% contient ou non les racines carrées des éléments de 
l 'ensemble A (S) défini à la Section 3.1. 

Si E est le carré d 'une unité de L8 , alors NL8/N(E) est le carré d 'une 
unité de N pour tou t sous-corps N de L8 . Plus généralement, si E est le 
carré d 'un élément de L8 , alors NLsfN(E) est le carré d 'un élément de N. 
C'est une propriété que nous allons utiliser pour éliminer plusieurs cas 
possibles. 

En util isant le Lemme 3.3.3, nous déduisons aisément les normes 
relatives suivantes: 

NLs/Ki(ô,) = 62"1, 

NL8/KA(e2) = NL8/KA(U2) = NL8lKA{bAe2u2) = e2, 

NLs/K4(Ôi7]2) = — e 2
_ 1 OU € 2 ~ \ 

NLs/Ki(e2r]2) = NLs/Ki(u2r]2) = NLs/Ki(ô^e2u2r]2) = - e2 ou e2, 

NL8/KA(yAÔA) = 742e2
_1, 

NLs/Ki(yAe2) = NL8,KA(y±u2) = NL8/KA(yAôAe2u2) = 74
2e2, 

NL8,KA(y^iy]2) = —T42e2
_1 ou 742e2

_1, 

NL8/KA(yAe2r]2) = NL8/KA(yAu2rj2) = NL8/KA(yiôie2u2rj2) 

= — 7 4 2 € 2 o u 7 4 2 e 2 ; 

NLs/Fi(y4) = 62"1, 

NL8/Fi(y^2) = - 6 2 ~ 1 o u e 2 - 1
) 

NL8/FA(ôAe2) = NL8/FA(ÔAU2) = 54
2e2, 

NL%iFA{yie2u2) = e2, 

NLs/F4(dAe2T]2) = NL8/FA(ôAu2r]2) = — <54
2€2 ou ô4

2t2, 

NL8/FA(y4e2u2T]2) = — €2 ou €2. 

Le Lemme 3.3.1 et ces normes relatives nous pe rmet ten t de dire qu'il y a 
au moins 24 éléments de 4̂ (5) qui ne sont pas des carrés de L8 . De plus, 
e2u2 n 'es t pas un carré de L8 , vu que e2u2 = e2. 

Si (Z), d) = (3, —1) ou (5, —5) ou si d = 1, alors 

T?2, e2u2r]2, y^Ae2r]2j ySmwi 

ne sont pas des carrés de L 8 vu que 

NL,/K,(V2) = -1, NLs/KA(e2u2r)2) = - e 2 W , 

NLs/KA(y4ÔAe2r)2) = NL8/KA(y4Ô4U2rj2) = —yA
2 

ne sont pas des carrés de KA. 
Notons cependant que 74Ô4W2 est un carré de L 8 vu que, d 'après le 

Lemme 3.3.2, 

7454W2 = (E4U4) (EAU^~1)U2 = E±2U\U\~lU2 — E42. 
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Le moment est maintenant venu de donner la preuve du résultat suivant 
valide sous les hypothèses du Théorème 3.1.1. 

THÉORÈME 3.3.4. Soient {e2,u2,r)2}, {e2u2 = e2,jA} et {e2u2, 84} des 
systèmes fondamentaux d'unités de L4, K± et F± respectivement. Alors un 
système fondamental d'unités de L% est donné par 

\ri2, e2l u2j 7 4 , ^ 7 4 5 4 ^ 2 } . 

Démonstration. La preuve est complète si nous montrons que 

74<$402, V2, e2U2TJ2l 74^4^2^72, *ï&\U2T\2 

ne sont pas des carrés de L%\ ce sont effectivement les cinq derniers 
éléments de A (S) qu'il nous reste à investiguer. 

Ecrivons 74̂ 4̂ 2 d'une autre façon. Soit k impair. Alors d'après le 
Lemme 3.3.2, et grâce au fait que 

<o4/2|<J|2 = Mu/2\d\2k = (M2k
2 - 2(-dyk)/2\d\2k 

= (G2*
202 + 2\dn/2\d\*k = G2kW/2\d\* + 1, 

nous trouvons 

74$402 = -E4 UAU4~ e2 

= Ei \ (a/3)2* ) 

T? 21 Gu 6 , 0) , G2k 2\ _ 1 / 03 G2k \ ,-, 2 
= Ei \2\dTk + W2 + W~l ) ~ 2 \\d\ W / • 

Le cas où k est pair se développe de façon semblable, de sorte que 

jô U* + Tjà e) E? si k est Pai r> \d\ . 
7 4 ^ 2 = \ - / 2 g \ 2 

+ TTHfc 0 I £4 si k est impair. 

Donc si £474̂ 2 était un carré de L%, alors 2 serait un carré de Ls, i.e., serait 
un carré de L4, ce qui est impossible d'après le Lemme 2.3.1. 

Pour les quatre autres éléments, nous pouvons, d'après ce que nous 
avons dit précédemment, supposer (D, d) 9^ (3, —1), (D> d) 9* (5, —5) 
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et d 7* 1. Remarquons que 

r\\D + ±6= (D + 2 + d)2/4:(D + 2)sid = - l e t s i D ^ 3 , 
772 ~ ^(£> + 0 ) 2 / 4 | d | s i ^ i l e t s i (Z>,d) ^ (5, - 5 ) , 

74^4^2772 = 

Y4Ô4W2??2 = ^ 2 ^ 4 2 , 

| i | * " / -̂ 4 oi ^ vot impair, 

I f f e + co2)2 s i* est pair, 
^2^2^72 = 62Ï72 = \ / . ^ 2 \ 2 

felff + lîi) s i* est impair. 

Lorsque d — — 1 et D ^ 3, nous concluons que si l'un de ces quatre 
éléments était un carré de L8, alors D + 2 ou 2(D + 2) serait un carré 
de L8, i.e., serait un carré de L4, ce qui est impossible d'après le Lemme 
2.3.1. De même, lorsque \d\ ^ 1 et (D,d) 7e (5, —5), nous concluons 
que si l'un de ces quatre éléments était un carré de L8, alors \d\ ou 2\d\ 
serait un carré de L8, ce qui est encore impossible d'après le Lemme 
2.3.1. D'où la conclusion. 

C'est maintenant facile de donner la 

Démonstration du Théorème 3.1.1. Nous venons de prouver que 

{*?2, e2} « 2 , 7 4 V T 4 < $ 4 ^ 2 } 

est un système fondamental d'unités de L8. Nous en déduisons immédiate­
ment des relations 74= E±U±, et \ry\T^T2 que 

{??2, e2, U2, £ 4 , UA} 

est un système fondamental d'unités de L8. Même conclusion pour 

î*?2, £2, u2, e4, u A } } 

vu que 

Ex = ^ 2 _ 1 ^ 4 , Ê/4 = U2~
XU\. 

COROLLAIRE 3.3.5. Un système fondamental d'unités de L8 est donné par 

{V2, 02, U2, £ 4 , UA}-

4. Conclusion. Nous voulons conclure ce travail au moyen de quelques 
remarques. 

Supposons que nous connaissons un système fondamental d'unités de 
Q(\/D2 + 4d, \JD2 + 2d). Cela n'entraîne pas immédiatement la 
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connaissance d'un système fondamental d'unités de L4 = Q(\/D2 + 4d, 
£) où £ est défini comme au Théorème 2.1.1, même si L4 peut s'écrire sous 
la forme 

L4 = Q(V£>i2 + 4di, V ^ i 2 + 2di) avec d ^ i . 

Si P i 2 + 4Ji était sans facteur carré, nous aurions la conclusion, mais ce 
n'est pas le cas vu que pour k 9^ 1, £>i2 + 4di possède un facteur carré. 
En effet, nous déduisons de l'équation (2.2.1) que 

* 
|d|* |d|* _ ~ M|* 

r > 2 _i_ AJ - ' si & est pair, 

i*-i + 4a — i 7it-i — m^- i 

si & est impair. 

De même, la connaissance d'un système fondamental d'unités de 
Q(\/D2 + 4i , \/Mi(D, d)) n'entraîne pas immédiatement la connais-
sance d'un système fondamental d'unités de L8 = Q(\/D2 + 4d, co) où 
co est défini comme au Théorème 3.1.1, même si L$ peut s'écrire sous la 
forme 

L8 = QiVDi3 + 4dit^MA(Dl9d!)) avec d^D,. 

En effet, nous avons vu au cours de la preuve du Théorème 3.2.2 que 
pour k 7^ 1, D\2 + 4a\ contient un facteur carré. 

Dans l'énoncé de la Proposition 2.2.3, nous supposons que Q(£) est 
de degré 2 sur 0- C'est toujours le cas lorsque d > 0. En effet, pour tout 
d > 0, il est aisé de vérifier que si k est pair, nous avons 

\\d\k/2 7 < * - w ' v ~ < wv 
et que si k est impair, nous avons 

\w^ir2) < *2 = i]^^172) + 2rf < l ^ ^ + v ; 

bref, £2 est toujours compris entre deux carrés consécutifs lorsque d > 0. 
Nous supposons dans l'énoncé du Théorème 3.2.2 que K± est de degré 

4 sur 0- C'est toujours le cas lorsque d > 0 vu que co4 est compris entre 
deux carrés consécutifs; en effet, si k est pair, 

(Mu , V . 4 / M 2 * \ 2
 9 . (MUV 

\w~ > \w) ~ 2 < w ) • 
et si k est impair, 

( M « , V . 4 / M 2 , \ 2 . / M 2 * \ 2 
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Des remarques semblables peuvent se faire pour le corps Q(0£) de la 
Proposition 2.2.4 et pour le corps Q(0co) du Théorème 3.2.3. 
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