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SYSTEMES FONDAMENTAUX D’UNITES
DE CERTAINS CORPS
DE DEGRE 4 ET DE DEGRE 8 SUR Q

CLAUDE LEVESQUE

Introduction. Lorsque K, = Q(w) est une extension algébrique de
degré n sur Q telle que

n _n n—1—1 n—1 n—21 31
w5 0T+ (7)o

avec D € N, d € Z, d|D? et D* + 4d > 0, nous avons prouvé [1] en
utilisant certaines idées de Halter-Koch et Stender [2] que si

M, W
e )

[ R

So = {ens|k € N, E|n, & # n)

est un systéme indépendant d’unités de K,.
Remarquant que dans l'extension quadratique

Ly, = K,(/D? + 4d)

de K,, nous avons la factorisation

€n,x = 1 ol

I
Ma'

M,

Il
=3

7
alors

€nk = CnxUn

% K % %
w —a w — B
ik = Bk y Unkx = k )

[ed
a=3D+ D'+ 4d, B = 3D — WWD* + 4,

nous avons aussi prouvé de la méme fagon [1] que

a

S = {en.ky Un ky .@ k € N, kln, k 7~ n}

est un systéme indépendant d'unités de L.,.

Regu le 20 novembre 1980. L'auteur dédié et article A ses parents, et tient & exprimer
toute sa reconnaissance aux professeurs H. Kisilevsky et J.-P. Labute pour leur support
moral. Cet article fut écrit grice & une sub vention CRSNG (#A4545) et grice au
programme FCAC (#EQ1321).
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1060 CLAUDE LEVESQUE

Pour n = 2, 3, 4 et 6, S est un systéme indépendant maximal d'unités
de K, et nous trouvons dans les travaux de Stender (cf. [5] et [6]) un
systéme fondamental d’unités pour chacun de ces corps.

Dans la conclusion de [1], nous avons noté que pour n = 2, 3, 4 et 6,
S engendre aussi un sous-groupe d’'indice fini dans le groupe des unités
de L., et qu'il serait intéressant de trouver une base des unités des corps
L4, Ls, Lg et ng.

En fait, il serait intéressant de faire beaucoup mieux, i.e., de trouver
une base des unités des sous-corps de Ly, Lex, Lsi et Lig; qui sont
respectivement des extensions de degrés 4, 6, 8 et 12 sur Q. C'est pré-
cisément ce probléme qui nous améne A considérer dans cet article
certaines extensions de degré 4 et de degré 8 sur Q et A trouver explicite-
ment en chaque cas un systéme fondamental d’unités. Les extensions
considérées sont d’une part certains composés de deux corps quadratiques
et d’autre part des composés de certaines extensions quadratiques et de
certains corps purs de degré 4 sur Q: cf. Théorémes 2.1.1 et 3.1.1 qui sont
les deux principaux résultats de cet article. Les Théorémes 2.3.2 et 3.3.4
sont équivalents aux Théorémes 2.1.1 et 3.1.1 respectivement. Quant aux
Théorémes 3.2.2 et 3.2.3, ce sont des résultats secondaires non moins
intéressants que nous utilisons pour prouver un des deux résultats
principaux.

Rappelons en terminant que si d'une fagon générale, K est une exten-
sion de degré n = r 4+ 2s sur Q telle que K posséde 7 conjugués réels et
25 conjugués complexes, alors le groupe % des unités de K est un
produit direct de groupes cycliques

@Kz WX C}X C2><... X Cr+s-ly
ol W est le groupe des racines de I'unité dans K et ou les C, sont des
groupes cycliques isomorphes & Z; ce résultat est dfi & Dirichlet et les

r + s — 1 générateurs (>1) de ces groupes C; forment ce qu'il est
convenu d’appeler un systéme fondamental d’unités de K.

1. Préliminaires. Pour prouver ces théorémes, il est bon de poser
immédiatement quelques définitions et d’énoncer quelques propriétés qui
sont pour la plupart déja démontrées en [1].

Définition 1.1. Pour tout m, n € Z, 0!

1et

n! .
(n)_‘@—m)!m! sinzm 20,
m] 1 sin

0 ailleurs.
Définition 1.2. Pour tout & = 0,

My = M(D, d) = ZL: [(k f_l N i) + (k N i)]D"‘“di.

i=0 K3 1

I
|
I

g
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Définition 1.3. Pour tout & = —1,

k o
Gk+l = Gk+l(Drd) = Z (k i t)Dk_“di-

1=0
Exemples.
M, = 2, Go =0,
M, =D, G, =1,
M, = D? + 2d, Gy, = D,
M; = D3 + 3Dd, Gy = D*+ d,
My, = D* + 4D + 24?2, Gy = D* 4+ 2Dd,
M; = D% + 5D3% + 5Dd?, Gs = D* 4 3D%* + d?,

Me = DS + 6Dd 4 9D%? + 2d%, Ge¢ = D® 4+ 4D3% + 3Dd?,
M7, = D7 + 7D% + 14D3%*d* + 7Dd?,
Ms = D?® + 8D + 20D*d* + 16D*d? + 2d*,
My = D® + 9D"d 4 27D%d* 4 30D%® + 9Dd*,
My = D' + 10D + 35D%? + 50D%d® + 25D%d* 4 2d5,
My = DY 4 11D% + 44D%d* + 77D%d* + 55D%* 4 11Dd?,
My, = D2 4 12D + 54D%? + 112D%? + 105D*d*
+ 36D2%d° + 2d¢.

ProrosiTiON 1.4. Pour toutr, s € N,

(1) Msr(Dv d) = Mr(Msr _(_d)s)'

(11) Gsr(Dv d) = Gs(Drd)Gr(Msy _<_d)s)

ProposiTioN 1.5. ST o = 1D + 3\/D? + 4d, 8 = 1D — i\/D? + 4d
(aveca + B =D,a — B =/D?+ 4d # 0 et af = —d), alors pour tout

kE € N,
(i) M=o+ g,
. o — Bk
(i) Gp= Py

(iii) M2 = (D? 4+ 4d)G,? + 4(—d)*.
Ces propositions furent prouvées en [1] et nous allons constamment les

utiliser sans jamais y référer explicitement.

ProposiTION 1.6. Pour tout k € N,

(1) (D? 4+ 4d)*M (D, d) = M(D? + 4d, —d(D? + 4d)),

(i1) (D* 4 4d)*M (D, d) = M ((D? + 4d)Gy, (—d)*(D?* + 4d))
Démonstration. (i) La premiére formule est obtenue en développant les

deux membres de I'égalité.
(ii) Gréce a la Proposition 1.4, nous avons

(D* + 4d)*M (D, d) = (D* + 4d)*Ms(My, — (—a)*).
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1062 CLAUDE LEVESQUE

Posant D, = M, et d; = —(—d)* dans la formule (i), et utilisant la
Proposition 1.5, nous déduisons

(M2 — 4(—=ad)*)* M ( My, — (—d)*)
= My(M;* — 4(—ad)*, (—d)*(M* — 4(—d)¥)),
(D?* + 4d)*Gy*(D, &) M (M, — (—d)")
= Mi((D? + 4d)G;?, (—d)*(D* + 4d)G?),
(D?* + 4d)2My( My, — (—d)¥)
= M.((D? + 4d)Gy, (—d)*(D? + 4d)).
LeMME 1.7. (1) St k est pair,
|d[* 72| M, et |d|*"?|G.
(i1) Sz k est impair,
|d| &40 72| M, et |d|*=D72|G,.

Démonstration. La preuve peut facilement se faire par induction, si
nous remarquons que M; et G vérifient les récurrences linéaires doubles

Myyr = DMy + dMy—y et Gygy = DGy, + dGy—1.

2. Composés de deux corps quadratiques. Le but de ce chapitre
est de calculer explicitement un systéme fondamental d'unités de
certains composés Q(\/m1,A/m,) de deux corps quadratiques, lorsque
my et m, sont des entiers qui ont une certaine structure.

2.1. Description d'une méthode. Le probléme de trouver une base des
unités d'un composé de deux corps quadratiques a été étudié entre autres
par Kuroda [4] et Kubota [3]. Lorsque K est un composé de plusieurs
corps quadratiques réels, Wada a donné [7] un procédé pour trouver
explicitement un systéme fondamental d’unités de K et c’est ce procédé
que nous allons utiliser pour prouver le résultat suivant.

THEOREME 2.1.1. Soit Ly = Q(8, £) un corps de degré 4 sur Q tel que
62 = D? + 44,

S-——Mz’]((illjk'-d—l st k est pair,

€= IM%(D, d)

| dlk_l st k est impair,

- £[ 71 4 (5 o

i=0 1

avec D € N, d € Z et d|D. Supposons que 6* et £* sont des entiers >1 qui
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ne contiennent aucun facteur carré et posons
a=1D+ 16,8 = 1D — 6.
Alors un systéme fondamental d'unités de L, est donné par

{62, Uz, 772}
on

Bk
Smm‘:—;z stk est pair,
€y = K
1%%4?7'72_;-“% st k est impair,

ak . .
—— k est pair
’ 7 BT gk St ’
= (T 5
AT G st k est impazr,
3+ 35 si(D,d) = (3, —1) ou (5, —5),
me = {iD 4+ 10 sid = +letsi (D,d) # (3, —1),
(D + 6)2/4|d| ailleurs.

Exemples. Comme d|D, nous pouvons poserd = Net D = AN avec
A, N € N, de sorte que
= A2N? £ 4N,
2k — 1 —
E [( 1 —1

=0

(7 e

si k est pair,

)
B e

si k est impair
et les valeurs de £ pour 1 £ k < 6 sont respectivement
AN? £ 2N,
A*N? £ 44°N + 2,
ASN* &= 64*N3 + 942N? 4 2N,
ABN* &= 8ASN? + 2044N? &+ 164N + 2,
APNS £ 1048N° + 3548N* & 5044N3 + 25A42N? + 2N,
A2N® + 1249N5 + 5445N* &+ 11245N% + 1054*N?
+ 3642N + 2.
Remarque. Comme D? + 4d ne contient par hypothése aucun facteur

carré, alors d et D sont tous deux impairs. De plus, vu que d|D, alors
D? 4+ 4d > 0 si et seulement si D? + 4d > 1.
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1064 CLAUDE LEVESQUE

La fagon de procéder suggérée dans [7] est la suivante. Il s’agit de
considérer les trois sous-corps quadratiques L., F; et K, de L,, puis de
déterminer 'unité fondamentale de chacun de ces corps quadratiques,
cette unité fondamentale (>1) étant respectivement dénotée 7, 8; et ..

Ly= 0(0, 5)

m€L=Q@) 6€F.=0Q00) etcK,=0Q(F)

Q

FiGure 1.
Il s’agit ensuite de regarder si L, contient ou non les racines carrées des
éléments de
B = {n3, 63, €2, 1262, n2€2, Sa€a, Nadaea}.

Comme le groupe (sans torsion) des unités de L4 est engendré par les
éléments de B et par les racines carrées des éléments de B contenues dans

L,, alors nous pouvons déterminer un systéme fondamental d'unités
de L4.

2.2. Unatés des sous-corps quadratiques. Pour trouver l'unité fonda-
mentale des sous-corps quadratiques, c’est le théoréme suivant qui sera
utilisé.

TutorEME 2.2.1. Soit K = Q(w) une extension quadratique de Q telle
que

w = \m,m = D12+d1 > l,Dl E N, d1 E Z, d1|4D1,

et lelle que m est sans facteur carré. Alors

§_Dl+w stldy| = 1ou 4

) Vi
n = ou si (D1, d1) = (2, —2) ou (5, —20),
1(D1 + w)°
||
est U'unité fondamentale de K, sauf si (Di, d1) = (2, 1) ou (3, —4), ou
1 + 1 /5 est l'unité fondamentale de K.

atlleurs,

Ce résultat fut obtenu par Degert et fut par la suite énoncé en [5] sous
des hypothéses moins restrictives. Nous en déduisons immédiatement la
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ProposiTiON 2.2.2. Soit L, = Q(8) une extension quadratique de Q
telle que

0> =D*+4d > 1
avec D € N, d € Z, d|D et 62 sans facteur carré. Alors
§%+%\/5— si (D,d) = (3, —1) ou (5, —5),
_ 3D+ 30 sid = xletsi (D, d) # (3, —1),

N2 = 2
(—D—;%Q)—— ailleurs,

est unité fondamentale de L.
Démonstration. C'est direct.

Considérons maintenant le sous-corps quadratique K, = Q(¢). Notons
d’abord que

MZI:: = Mg(Mk, —(—‘d)k) = Jl[].;2 - 2(—d)k;

de plus, si k est pair, Idl’”?le et si k est impair, |d|®=V/2| M,. Alors £
peut s’écrire sous la forme

2
f(ﬁﬂl{c—’;i) -2 si k est pair,

M, 2 . ) .
Tlﬂmm + 2d sik est impair,

(2.2.1) ¢ =

ce qui nous permet de prouver la

ProrosiTiON 2.2.3. Soit K, = Q(§) une extension quadratique de Q

telle que
SM st k est pair,
£ = 2|
le'(iiglkg_—’ld—) st k est impair,
avec D € N, d € Z, d|D, D+ 4d > 1, £ > 1 et £ sans facteur carré.
Alors
1 2 . .
‘5 (E + —“](%ck/z) st k est pair,
@«=31 M, \?
lm £+ VIW_%W) st k est impair,

est V'unité fondamentale de K.

Démonstration. L'équation (2.2.1) nous permet d’écrire £ sous la
forme D.® + d, avec d;|4D;. Une application du Théoréme 2.2.1 nous
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1066 CLAUDE LEVESQUE

donne alors la conclusion, et de fait, il reste seulement a prouver qu'il
n'y a pas d’exception.
(i) Soit k pair. S'il y avait une exception, ce serait

(D1, dv) = (My/|d]*?, = 2) = (2, =2)

et nous aurions

Mk/|d|k/2 = 2,
i.e.,

M2 = 4dF,
i.e.,

(D2 + 44)G2 + 4(—d)* = 4d*,
i.e.,

(D + 4d)Gy = (@ — §9)* = 0,

ie,a = B,ie.,vD?* 4+ 4d = 0, ce qui contredit I'hypothése D? + 4d > 1.

(ii) Soit k impair. Ici d; = 2d. Comme d est impair, alors d; ne peut
étre —20 ou —4. S’il y avait une exception, ce serait (Dy, d1) = (2, —2);
nous aurions alorsd = —1 et

My/jd) 07 = 2,
i.e., M;? = 4, ie.,
4 = (D? + 4d)Gi* + 4(—a)F,
i.e.,
0 = (D + 4d)Git = (o — §)%,
ce qui est encore contradictoire.
Passons maintenant au sous-corps quadratique Q(6¢) ol
6% — {(D2 + 4d)My/|d|* ik est pair,
(D* + 4d) M,/ |d|*™"  sik est impair.
Le fait que
(2.2.2) Moy = M2 — 2(—d)* = (D* 4+ 4d)G® + 4(—a)¥) — 2(—d)*

= (D? 4+ 4d)Gi* + 2(—d)F,
nous conduit & poser

((D2 + 4d)G,

2
Fikk ) + 2(D* 4 4d) ik est pair,

foe

2 —_—
(228) M =2 ((D2+4d)Gk : 2(12_2+4 i & est impai
i kG —“\4q St estimpair.

Remarquons que |d|¥/2 |G,c si k est pair et que |[d|®+D /2| dG, si k est impair,
de sorte que A\? est encore un entier de la forme D% + d,.
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Lorsque k est pair,

(D? + 44)G,*
laf*

vu que D est impair, ce qui nous permet de conclure que A\* = 2% est >1

et ne posséde aucun facteur carré. De méme, lorsque & est impair,

(D’ + 4d)G,*
|d|k—1
ce qui nous permet de conclure que A? = §%2/|d|* ne posséde aucun

facteur carré. De plus, lorsque & est impair, \2 > 1; en effet, si \? = 1,
alors

6% £) = (D2 + 4d, + 2) = (D* 4+ 44,2) = 1,

6% &) = (D2 + 4d, — 2d) = (D* +4d, 2d) = |d|,

6282 = |d|2 et £ = |d|,
ce qui est impossible, vu que la relation

M

D? + 4d)G,®
£2=Wﬁ+2d=( + 4d)Gi

i
implique £2 = 2dsid > 0et £2 2 —2dsid < 0.

Comme l'entier A% s'écrit encore sous la forme A* = D,;? + d; avec
d1]4D;, il est encore possible d’appliquer le Théoréme 2.2.1 pour obtenir la

—2d

PrOPOSITION 2.2.4. Soit Fo = Q(N\) = Q(6) une extension quadratique
de Q telle que

0°t"  sik est pair,

x? - 2,2
W st k est tmpair,
o
6 = D* + 4d,
f%kl%l)k’—d) st k est pair,
£ =
—%gﬁﬂ st k est impair,

avec D € N,d € Z,d|D, 8> > 1, £ > 1, 6% et £ sans facteur carré. Alors
2 2
(x Lo+ 4d)Gk)

[ _1 ( Gy )
2" + 4d) =3 £+Id]m0
5 = st k est pair,
P (D* + 44)Gi)*
A+ Tﬂmm" 1 G,

D2
T2

st k est impair,
est l'unité fondamentale de F,.
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Démonstration. Lorsque k est pair, d; = 2(D? + 4d) ne peut étre —2,
—20, 1 ou —4 etil n'y a pas d’exception.

Soit k impair. Ici dy = —2(D?/d + 4) ne peut étre 1 et si d; = —2,
—4 ou —20, cela entraine D? 4+ 4d = d, 2d ou 10d respectivement; or
D? + 4d = d entraine (D,d) = (3, —3), ce qui contredit I'hypothése
D? 4 4d > 1; les deux autres cas ménent 4 une contradiction avec le
fait que D est impair. Il n'y a donc pas d’exception.

2.3. Unités de Ly. En vue de raccourcir la preuve du Théoreme 2.1.1,
quelques remarques s'imposent. Il s’avérera utile de connaitre les normes
relatives suivantes:

Nipyza(n2) = n2?,

It

—1 si(D,d)= (3,—1)ou (5 —5)
Niyps(m2) = Npyx,(n2) = ousid =1
1 ailleurs;
NL4/L2(€2) = NL4/F2(€2) =1, NL4/K2(52) = €]
Mipyps(82) = Npgk,(82) = 1, Npyyr,(82) = 8%

Nous utiliserons aussi le lemme suivant que nous allons démontrer sous
les hypothéses du Théoréme 2.1.1.

LemME 2.3.1.
(1) Std = —1etsi D=3, alors /D + 2 ¢ L,
(ii) Std = —1letsi D 5 3, alors /2(D + 2) ¢ L.
(iii) Si |d| # 1 et si (D, d) # (5, —5), alors /|d| ¢ L.
(iv) V2 ¢ L.
Démonstration. (i) Soitd = —1 et D % 3. Comme D + 2 divise
02 = D*+ 4d = D? — 4

qui par hypothése est sans facteur carré, alors D + 2 n’est pas un carré
de N. Si D + 2 est un carré de Ly, c’est que D + 2 = 62, £2 ou A2 Or
D + 2 = §% entraine D = 3 et c’est exclus. De plus,

D+2=¢g2=M?>?—-2=D*—-4)G>+4 -2
entraine (D + 2)|2, ce qui est impossible. Finalement, si
D+ 2 =2\ = (D? —4)2G*+ 2(D* — 4),

alors (D — 2)|1, ce qui ne peut arriver vu que D 3.

(ii) Soit d = —1 et D # 3. Si 2(D + 2) est un carré de N, alors
D + 2 = 242 et 2|D, contradiction. Comme (D + 2)|(D? — 4), alors
D + 2 ne contient aucun facteur carré, de sorte que si 2(D + 2) est un
carré de L4, c'est que 2(D + 2) = 62, £2 ou \%; 0r 2(D + 2) = D? — 4
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entraine 2 = D — 2, i.e., D = 4, ce qui est impossible vu que D est
impair; de plus, 2(D 4 2) = £ entraine (D + 2)|2 ce qui est impossible;
finalement 2(D + 2) = \? entraine (D — 2)|2, i.e., D = 4 ou 3, ce qui
n'est pas possible vu que d'une part D est impair et que d'autre part
D # 3.

(iti) Soit |d| # 1 et soit (D, d) # (5, —5). Comme d|(D? + 4d), alors
|d| n'est pas un carré de N. Montrons qu'il est impossible d’avoir
|| = 6%, £ ou A2

Si D2+ 4d = |d|, alors D? = —3d lorsque d >0 et D? = —5d
lorsque d < 0, ce qui est impossible vu que d’une part D? ne peut étre
négatif et que d’autre part (D, d) # (5, —5). Soit £ = |d|. Soit & pair;
alors

2

F= 0Dt o= e &l

entrainent d|2, ce qui contredit le fait que |d| est un impair >1.
Soit k impair; comme

2
2 Mk

g M o, (D14 4G
s

il
alors 82> 2d si d > 0 et £ > —2d si d < 0; il est donc impossible
d’avoir £ = |d|.

Considérons le cas A\* = |d|. Remarquons d’abord que

— 2d,

D2+ 4d 2 |d|;

c’est trivialement vrai si d > 0; si d < 0, cela découle du fait que
D? 4+ 4d > 0 et que d|(D? + 4d). Si k est pair, la relation A\* = |d| est
alors impossible, vu que

N> 2(D% + 4d) = 2|d| > [d].
Soit k impair et soit A2 = |d|. Alors
(D? + 4d) M/ |dl|d]* = |d|.

Notons que le dernier terme de My est 2d* et que |d|**! divise (M —
2d*). Donc N = |d| implique

) My — 2d’°) 2(D* + 4d)d"*

Comme |d| divise (D? 4+ 4d) et comme |d| divise D?/|d|, alors |d| divise 8,
i.e., [d| = 1,2, 4 ou 8 qui sont toutes des valeurs a rejeter vu que |d| est
par hypothése un impair #1.

(iv) Soit 2 un carré de L4. Alors 2 = 62, 2 0ou \2. Si 2 = 62 = D? + 44,
alors 2|D, et c’est impossible.

= |dl.
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Si lorsque k est pair,

(D" 4+ 4d)G +2(=d)* _ (D" + 4d)Gy’

— 2 —
2=4= Vi Pk

+ 2,
alors (D? 4+ 4d)G;? = 0 et c’est impossible. Si, lorsque k est impair,

(D* + 4d)Gy*
||

alors d|2 vu que |dl"|(D2 + 4d)G;?; d'ou Id| = 1. Or d = 1 implique

2=t =

— 2d,

4 = (D?* + 4d)Gy?,

e., D? + 4d est un carré, ce qui est impossible, alors que d = —1
entraine la contradiction (D? 4 4d)G,* =

Lorsque k est pair, A\? # 2, vu que \? = 5202 = 2-2 = 4. Soit k impair
et soit A? = 2. Comme d*~ ‘[G,ﬁ, nous déduisons de (2.2.3) que A? = 2
implique

D’ + 4d) ‘

(754 |
ie.,, D*/d +4 = &1 (vu que D est impair), i.e., D* = —3d ou —5d,
ie.,, (D,d) = (3, —3) ou (5, —5). Or (D,d) = (3, —3) est impossible
vu que D? 4 4d est >0 par hypothése; de plus, si (D,d) = (5, —5) et
si A2 = 2, alors nous aurions d’aprés (2.2.3)

Gy
MV =2= 42
5
ce qui entrainerait la contradiction G;? = 0.

(v) Si |d| = 1, alors d’aprés la partie (iv), v/2|d| ¢ L. Soit donc
|d| # 1. Comme d est impair, alors 2|d| n’est pas un carré de N.

Si 2|d| = D?* + 44, alors 2|D, ce qui est impossible. Si k est pair et si
£2 = 2|d|, alors nous déduisons comme dans la partie (i) que |d| |2, i.e.,
|dl = 1, ce qui n'est pas le cas; lorsque k est impair, nous avons aussi
démontré que £ > 2|d|.

A la partie (iii), nous avons prouvé que si k est pair, alors A2 > 2|d|.
Lorsque k est impair, un raisonnement analogue a celui utilisé a la partie
(iii) nous conduit A la contradiction |d|| 8.

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer sous les
hypotheses du Théoréme 2.1.1 le théoréme suivant. Au cours de la
preuve, nous ferons fréquemment appel au Lemme 2.3.1 sans le men-
tionner explicitement.

THEOREME 2.3.2. St 12, €2 et 82 sont les unités fondamentales respectives
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de Q(0), Q&) et Q(6%), alors
{"72, Vv €20, 62}

est un systéme fondamental d'unités de Ly = Q (6, £).

Démonstration. Grace aux Propositions 2.2.2, 2.2.3 et 2.2.4, nous con-
naissons explicitement 'unité fondamentale des sous-corps quadratiques
de L. Selon la technique décrite en [7], il nous faut vérifier si

N2, €2, 02, Na2€2, 202, €202, N2€ads

sont des carrés parfaits de L, ou non.
(1) Notons immédiatement que\/e—z ¢ Liet\/8, ¢ Livu que\/§ ¢ L,
et1/2|d| ¢ L. Cependant, nous avons

\/ 6252 E L4.

(2) Montrons que Vs @ Li. Si (D, d) = (3, —1) ou (5, —5) ou si
d = 1, cela découle du fait que N, r,(n2) = —1 n’est pas un carré de
Fs. Soit d = —1 et D # 3 et notons pour nos besoins futurs que

(231) m=13D+ 30 = (D+2+0)*/4D + 2);

d’ott V12 ¢ Ly vu que /D + 2 ¢ Ly. Soit d # +1 et soit (D,d) #
(5, —5); alors\/n2 ¢ Ly vu que V/[d| ¢ L.

(3) Nous déduisons des parties (1) et (2) que \/ 7126285 ¢ L.

(4) Il reste & investiguer les éléments 7z¢; et 728s. Soit (D, d) = (3, —1)
ou (5, —5) ou soit d = 1; alors naez et 7202 ne sont pas des carrés de L,
vu que

NLA/F?(WQ) = NL4/K2(’7262) = —1

Soit d = —1 et D # 3; utilisant la structure de 5, donnée en (2.3.1),

nous déduisons que \/n2es ¢ Ly et \/ 7205 ¢ Lsvu que/2(D + 2) ¢ L,.

Soit enfin d # =£1 et soit (D,d) # (5, —5); comme \/2|d| ¢ L, et

v/2 ¢ L., nous concluons que 7:z¢2 et 726, ne sont pas des carrés de L.
D’ot la conclusion.

LeEMME 2.3.3. Posons

d k/2 13 ' ) )
£ld] Bk+ 2= fld|kg — st k est parr,
€y = (k—1) /2 k k
d . . .
l&L lﬂlk ta = Eidl@ff% —F st k est impaar,
d k/2 k k ] )
fi‘l I ak+ B _ Eldlk/o; L st k est pair,
Uy = (k—1) /2 k 13
d . . .
1& o + 8 = §|d|(k_;xm s st k est impair.
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Alors ex et up sont des unités >1 vérifiant
€ty = €2, 621!2_1 = 62.

Démonstration. Comme M, = a?* + B2, alors les éléments e, et u,
sont bien définis. Sachant que 8% > 0 si k est pair et que

1] = (—d/|d|)B*

si k est impair, nous pouvons aisément prouver e; > 1 et us > 1. Que
ce soient des unités résulte des deux derniéres égalités du lemme; en effet,
es? = €26, implique que e, est une unité; d’ou #» est une unité.

Lorsque k est pair, nous avons

1 M, M, 1
e2=§(52+2w’"ws+]d") =§(E2+~|d|u>f+5 +2 )
k k/2
=1+|§|{kﬂ£+£ _Eldl +Maklzl £+ g
_Ead]*” +a" Ed]*” + 6"
= 3 - 3 = €slo,
B a
et
5 = =3 (0252 420" g 4 0—49;)
2 = 202 ldlk/Z |d’k
= (og + 26 |d(|;kf°05+0£ —20)
k/2
= 1+ gttt + _ Hlel FOll e
k/2 k k/12 ok
Sld‘ ﬁk-i—a Eldl ak B = ezuz—l

De méme, lorsque k est impair, nous avons

—d M i
€2 = E—I + [dl(k-licl)/2£+ |£d| = €alg

et

__‘_i_ Gy 52 _ —1
62 - ‘d[ + Id[_——j/zos_’_ ld[ = €alg

Nous pouvons maintenant donner la
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Démonstration du théoréme 2.1.1. Nous savons d’aprés le Théoréme

2.3.2 que {72,V €202, €2} est un systtme fondamental d’'unités de L.
Utilisant le Lemme 2.3.3, nous trouvons

n2 = (n2)'(e2)°(u2)°,
Vieds = (12)°(e2)' (u2)°,
€ = (772)0(82)1(%2)11

de sorte que le régulateur R(n2, \/ €202, €2) de 12, V/ €202 et €2 vérifie
- 100

R(n2,V €263, €2) = || 0 1 0 || R(ng, ez, u2) = R(ns, ez, us),
011

ce qui nous permet de conclure que le groupe engendré par 12,V €202 et e
est égal au groupe engendré par 7, e; et u,.

3. Composés d’un corps quadratique et d’un corps pur de degré
4 sur Q. Nous nous proposons au cours de ce chapitre de trouver explicite-
ment un systéme fondamental d’unités de certains composés L = Q(/m,
/M) d’un corps quadratique et d'un corps pur de degré 4 sur Q, lorsque
m et M sont des entiers qui ont une certaine structure.

3.1. Description d'une méthode. Nous allons donner dans cette section
un procédé pour calculer un systéme fondamental d’unités de L et nous
utiliserons ce procédé pour prouver plus loin le théoréme suivant.

THEOREME 3.1.1. Soit Ls = Q(6, w) un corps de degré 8 sur Q tel que

02 = D? 4+ 44,
M"—Il‘é%—dl st k est pair,
4 —
© T )\ Mu(D,d)

| dlzk_g s1 k est impair,

Mo(D, d) = “Zk [(4k _——1 1— i) + (4k - 1)] ptiige

i=0 7 7

avec D € N,d € Z et d|D. Supposons que D* + 4d et My (D, d)/|d|** sont
des entiers >1 qui sont sans facteur carré et posons

«=13D+ 16,8 =13D — 3.
Alors un systéme fondamental d'unités de Ls est donné par

{772? €2, U2, €4, u4}
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14+ 34/55(D,d) = (3, —1) ou (5, =5),
iID+ 30sid = x£letsi (D,d) # (3, —1),

Ne = 2
(D + 6)%/4|d| ailleurs,
’ 621;
e = SZQET:—(?Z st k est pair,
ﬁZk
T E S k est impanr,
a2k
o — g st k est pair,
U = o
P s st k est impair,
Bk
wldfT = o si k est pair,
"o i et imbad
o PTG si k est impair,
ak
oldf T = g st k est pair,
Uy = ak
1Z|d—[(_kzr/—j—z st k est impair.

Exemples. Comme d|D, nous pouvons poser d = £=Net D = AN avec
A, N € N, de sorte que

62 = A2N? £ 4N,
i [<4k—— 1—3
1 —1
si k est pair,

)
W' = }% {(41@ —1- 1) + (4ki_ i)]Au_u(iN)mz_i

si k est impair

i (4ki-— i) :'A4k—2i(:i:N)2k—i

et les valeurs de w! pour 1 = k < 3 sont respectivement

A4N? £+ 442N? 4 2N?,
ASN* & 84SN? 4 204*N? £ 164N + 2,
AVNE & 124°N7 + 54A48NS + 1124°N° 4 1054 *N*
+ 3642N3% + 2N2

Remarque. Comme D? + 4d ne contient par hypothése aucun facteur

carré, alors d et D sont tous deux impairs. De plus, comme au Chapitre 2,
I'hypothése D? + 4d > 1 est équivalente a I'hypothése D? + 4d > 0.
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De fagon générale, posons 82 = m > 1 et w* = M > 1 et considérons
I'extension Ls = Q(f, w) de degré 8 sur Q. Alors Lg contient trois corps
qui sont des extensions quadratiques de K»; ce sont

L4 = 0(0, w2), F4 = 0(00)), K4 = Q(w).

Nous allons montrer comment la connaissance d'un systéme fonda-
mental d'unités pour chacun des sous-corps L4, Fy et K, nous permet de
calculer un systéme fondamental d’unités de Ls.

Ls = Q(6, w)

2
g oir T

Li=Q@,«*) Fi= Q(fw) Ky = Q)

L, = Q(0) Fy = Q(80?) K» = Q(w?)

Q

FI1GURE 2

Supposons que les conjugués de w et 8 sont:

w, 0(w) = 1w, ¢?(w) = —w, ¢*(w) = —iw (o7 =/ —1);
9, r(6) = —8.
Icic(@) =0, 7(w) = w.
Nous en concluons que le groupe de Galois de Ls sur K, est le groupe
de Klein {e, o2, 7, o2}, que les corps laissés fixes par o?, 7 et o?r sont
respectivement L4, K4 et Fs et que si 2 € Ly, alors

Nigizi(2) = 227", Npg/xi(28) = 287, Nipg ri(z) = 2277,

Nous sommes donc dans une situation semblable & celle décrite par
Wada (7] et nous allons utiliser le méme artifice et prouver que le carré z?
de toute unité z de Lg est dans le produit de groupes % (L) U (Fs) U (K.4),
olt % (N) pour un corps quelconque N est par définition le groupe des
unités de N. En effet, si z2 ¢ % (Ls), alors

2 = (22) (287)/ @),

ot zz°* € U(Ly), 227'7 € U(Fy), 227 € U(K,), et (327) € U (K,). En

résumé, nous avons |'implication

(B.1.1) z2€ U(Ls) =22 € U(Ly) U (Fs) U (Ky).
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Comme L, est un composé de deux corps quadratiques, alors un
systtme fondamental {x,y, z} d'unités de L, peut étre calculé avec la
méthode de Wada [7]. Comme K, est un corps pur de degré 4 sur Q, alors
nous pouvons calculer explicitement, au moyen de la méthode de
Ljunggren [5], un systéme fondamental {a, e;} d'unités de K,, ol sans
perte de généralité, nous pouvons supposer que e; est 'unité fondamentale
du sous-corps quadratique K, de K,. L'extension F, est aussi un corps
pur de degré 4 sur Q, et avec la méthode de Ljunggren (5], nous pouvons
encore obtenir un systéme fondamental {b, e;} d'unités de Fi, ol sans
perte de généralité, nous pouvons encore supposer que e est I'unité fonda-
mentale du sous-corps quadratique K, de F,. Il est maintenant aisé de
voir que le nombre d’éléments d'un systéme fondamental d’unités de Ls
est égal 4 5 et que

S = {x,9, 3, a, b}

est un systéme indépendant maximal d’'unités de Ls. L'étape suivante
consiste 4 regarder si Lg contient ou non les racines carrées des éléments de

x,9,3,a,b, xy, x3, xa, xb, yz, ya, yb, za, 2b, ab,
B(S) = {xyz, xya, xyb, xza, x2b, xab, yza, yzb, yab, zab,
xyza, xyzb, xyab, xzab, yzab, xyzab

La relation (3.1.1) nous permet de conclure que le groupe (sans torsion)
Y (Ls) des unités de Lg est engendré par les éléments de B et par les
racines carrées des éléments de B contenues dans Ls, de sorte qu'un
systétme de générateurs de % (Lg) peut étre obtenu.

Dans le cas d'un composé de deux corps quadratiques réels, Wada (7]
a donné un algorithme permettant de vérifier si un élément est le carré
d’un autre élément; un théoréme semblable peut étre facilement énoncé
dans le cas d'un composé d’un corps quadratique réel et d’'un corps pur
de degré 4 sur Q; nous n’avons cependant pas besoin d'un tel théoréme.

3.2. Unités des sous-corps biquadratiques. D’aprés la méthode décrite a
la section précédente, il nous faut d’abord déterminer un systéme fonda-
mental d’unités de K4, Fy et L4 respectivement. Nous aurons besoin du
résultat suivant di & Stender [6].

THEOREME 3.2.1. Sott K = Q(w) un corps de degré 4 sur Q tel que
w"‘ = MA(D], dl) = D14 + 4D12d1 + 2d12 > 1

avec Dy € N, dy € Z, di|D, et D:® + 4d, > 0. Supposons que |di| et
M,/d,* sont sans facteur carré. Alors

f—di+ Dw + o |d] }
ld1| ! ‘"dl - Dlw + w')
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est un systéme fondamental d'unités de K. Méme conclusion pour

{—d1+D1w—l—w2 (DY +2d1+w) }
A ' 24,

Stender a énoncé son théoréme en supposant w* > 2; quant a nous,
nous préférons ajouter I'hypothése D,? -+ 4d; > 0 qui implique tacite-
ment que »* > 2. Nous pouvons facilement déduire de ce théoréme les
résultats suivants.

THEOREME 3.2.2. Soit Ky = Q(w) un corps de degré 4 sur Q tel que

ot § My(D, d)/|d|*  sikest pair,
T A\Mu(D, d)/ | ik est impair,

avec D € N, d € Z, d|D, D* + 4d > 1 et w* > 1. Supposons My /|d|*
sans facteur carré. Si k est impair, supposons aussi |d| sans facteur carré.
Alors un systéme fondamental d'unités de K, est donné par

{’Y‘l) 64}
ou
51 + ‘dik/g w+ o st k est paur,
B 2
+ st k est impair,
il + e i P
-1

j |d|k/2w + w) si k est pair,

€4 = l ( M, 2 -1
+ - ) st k est impaar.
4]~ @ T gl p
Méme conclusion pour

{747 62}

2
S (']gl?}f + w ) st k est pair,

€2 = 2
ll (l](li[lz,f I‘:’il) st k est impair.

Démonstration. Nous pouvons écrire w* sous la forme

k
) ‘M"(Mkl’d,n( d)) = Jlﬁ(lél—l[k% , —1) si k est pair,

w _ k
1M4(M,2 IR_@ 99 _ m%gm,d) si & est impair,
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i.e., ! s'écrit sous la forme M,(Dy, d1) ou le couple

(DD 1) ik estpai,

(Dly dl) =
l(%%g—z) , d) si k est impair,

et ot D; € N, di € Z, d1|D;; pour montrer que D, € N, lorsque k& est
impair, il s'agit de noter que |d|*-D/2 | M.(D,d) et de montrer que
M, = o* 4+ ¥ > 0. De plus,

M (D,d) — 4d* _ (D' + 4d)G,*(D, d)

la|* ld|*
2 _ si k est pair,
Ditddi=Nyr2p ay + 48 (D° + 4d)GA(D, d)
[ a?

si k est impalir,

ot |d|* | Gi2(D, d) si k est pair et ot |d|*~' | G,2(D, d) si k est impair.

Comme D? 4+ 4d > 1 entraine G;(D,d) # 0, alors D* + 4d, > 1.
Lorsque que & est pair, nous pouvons donc appliquer le théoréme précédent
vu que par hypothése

|d1| =1let M4(D1, dl)/d12 = M4k(D, d)/‘d‘%
sont sans facteur carré. Il en est de méme, lorsque & est impair, vu que
|dl| = |dl et M4(D1,d1)/d12 = w4/d2 = M4k(Dy d)/’dlzk

sont par hypothése sans facteur carré. D’ol un systéme fondamental
d’unités de K, est donné par {vy4, e;}. Méme conclusion pour {v4, €2} ot

S; (M,f(D, d) — 2d"*

2
+ wz) si k est pair,

L2 ld|*
2 = 2 k 2
15}? (M" (letyil(izl_*- 2d + w2) si k est impair.

Ceci termine la preuve, vu que My = M2 — 2(—d)*.

Il est amusant de remarquer que d’une part, le cas oit £ = 1 dans le
Théoréme 3.2.2 nous donne le Théoréme 3.2.1, alors que d’autre part, le
Théoréme 3.2.2 a été obtenu & 'aide du Théoréme 3.2.1, en ce sens que
I'entier w* du Théoréme 3.2.2 est précisément de la forme M4(Dy, d1)
pour certains entiers D; et d; trouvés explicitement.

TaEOREME 3.2.3. Soit Fy = Q(N\) = Q(8w) un corps de degré 4 sur Q
tel que

N = {0%4 si k est pair,
0%*/|d|* sik est impair,
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62 = D* 4+ 4d,
. {M4k(D, d)/|d|*  sikest pair,
C T AM(D, d)/|d|* 7 sik est impair,

avec D € N, d € Z, d|D, 62> 1 et w* > 1. Supposons Mu/|d|* sans
facteur carré. Si k est pair, supposons aussi D?* + 4d sans facteur carré et
st k est impair, supposons (D? + 4d)/|d| sans facteur carré. Alors un
systéme fondamental d'unités de F4 est donné par

{647 ¢4}
ol
G]_c 2 . .

-1+ ',:i—lkﬁ 0w + w st k est pair,

%=1 4 G %
— 4 ks O + o si k est impair,
jaf T T g ?

L _ Gr_ -t . .
- IdIm b + st k est pair,

¢4 = d G 2\ -1
Idl Id|('°1—)/0w + |d{) st k est impair.

Méme conclusion pour

{64) 62}
on
2
5 (f‘dlrlf + w ) st k est pair,
€y = 2
11 fld[]? |dl) st k est impair.

Démonstration. Nous déduisons de la Proposition 1.6 que

M ((D* + 4d)Gk,( —d)*(D* + 4d))

Ad
ld|*
2
= M4((—D*|7+|;§gﬁ ,D* + 4d) si k est pair,
A = M (D’ + 4d)G;, ( d) (D* + 44d))
la]**
2
= M4((Dld|t+%)d/)2Gk ,D _-|;Z4d) si k est impair.

Donc v* s'écrit sous la forme M,(D;, d;) ol le couple

2
§ (D406 b2y 4a) i est pa,

(D1, dy) = 2
n (D* + 4d)G, D' +4d\ ., . .
LRI — si k est impair,
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etou D; € N,d, € Z, d\|Dy; pour montrer que D; € N, il s’agit d’utiliser
le Lemme 1.7 et le fait que\/D? + 4d G, = of — * est positif.

De plus,
(D" + 4d)[(D* + 4d)G,* 4 4d"] _ (D* + 4d) M’
dl* a*
D+ 4d 51kestpair
1 1=

YD + 4)[(D* + 4d)G,* — 4d] _ (D* + 4d)M,’
ld|k+l |d|k+l
si k est impair,

oll |d|* | My si k est pair et ol |d[**1| M, si k est impair. Si d > 0, alors
M2 >0.Sid <0, alors

M2 = (D* + 4d)G2 + 4(—d)* > 0.

Donc D% 4 4d, > 0.
Enfin, si k est pair, alors

|di] = [D? 4 4d| = 6% et My(Dy, d1)/d:® = N\/6 = w?
sont par hypothése sans facteur carré. Si k est impair,
|di| = [(D? + 4d)/d| et Ms(Dy, d1)/d\ = v*d?/8* = w*/d?

sont aussi sans facteur carré. Nous pouvons donc appliquer le Théoréme
3.2.1 et déduire qu'un systéme fondamental d’unités de F, est donné par
{84, ¥4}, oU si k& est pair,

D* + 4d)G
Y
By = ID° F 4d]
EEPNC . &
|d|"’2 D* + 44’
_ G A2 )_1
‘l’4— (_1 [dlk/2>\+ +4:d ’
et si k est impair,
D*+4d | (D* + 4d7)G,
£ 4 |d|t+n]2) E) 4 3
01 = D’ + 4d
|d|
G d|\*
d ldlfkil)/2>\+DL_|*_4dy

(4 Gy |d|x* )
#’4" (ldl Idl(k—l)/2>\+D2+4d
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Méme conclusion pour {3, €}, ol si k est pair,

2 2~ 2 2
(BAA2G 50 4 40y 4 1)

= 2(D” + 4d)*
1 ((D2 +4d)G," + 24" A’ )2
T2 a|* D+ 4d

= l (M?_k + __l\f___)z
“2\|d|* " D* +4d/
et si k est impair,

L ((D2 legf‘)26k2 + 2(02_+d4d) N ) / (D + 4d)

—d
_d_z(Mkz-i—de_{_ )\2 )2_£(M2k n )\2 )2
T2 |d|*+! D*+4d) — 2 \|[d['"' " D* + 4d

Sous les hypothéses du Théoréme 3.1.1, nous déduisons du Théoréme
2.1.1 le résultat suivant.

ProPosITION 3.2.4. Un systéme fondamental d'unités de Ly = Q (0, w?)
est donné par

{82, U, 172},

ol
S 62/:
—— St kest pair
W'd¥ — o parr,
€ = 2%
B k—ﬁl 5% Stk est impair,
wd T —a

2k
(o4 o o
s-——z E 3% st k est pair,
wd —f8

Uy = 2k
a . . .
o _-73—2} st k est impair,
14+ 345 si(D,d) = (3, —1) ou (5, —5),
2 = {3D + 36 sid = xletsi (D, d) = (3, —1),
(D + 6)2/4|d| ailleurs.

Démonstration. 11 s’agit de considérer le cas pair du Théoréme 2.1.1
i.e., de considérer le cas ol dans ce théoréme

£ = My, (D,d)/|d|"r = Maar (D, d)/|dI?*
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avec k; pair, i.e., k; = 2k, et de noter que
g = {(w2)2 si k est pair,
(w")?/|d|® sik est impair.

D’otl la conclusion.

3.3. Unités de Ls. Connaissant un systéme fondamental d’unités pour
chacun des sous-corps Li, Fy et K4 de Ls, nous sommes maintenant en
mesure d'obtenir un systéme fondamental d’unités de Ls. Quelques
résultats préliminaires sont de mise.

LEMME 3.3.1. Les unités ez, — €2, €27 et — ey~ 0n

2
g (‘71—4[—2’L + wz) st k est pair,

=22\l
2 = 2\ 2
1 (Mz_,c @ ) o
12 ——ld'k + —ldl st k est impair,
ne sont pas des carrés de Lg. En particulier, ex n'est pas un carré de K4 ou

de F4.

Démonstration. Si e, est un carré de Ls, alors v/2 est un élément d’un
sous-corps quadratique du corps Ls = Q(6, w?). Or ce dernier corps
statisfait aux hypothéses du Théoréme 2.1.1. Donc /2 ne peut étre un
élément de L, d’aprés la partie (iv) du Lemme 2.3.1. Comme \/ —2 ne
peut étre un élément de Lg, nous avons la conclusion.

LEMME 3.3.2. Les éléments

Bk
Sl =& st k est pair,
N

w,dl(k—ly——‘—/z —oF St R est imparr,

€y =

k

*

~

Il
/\/\'\N

;Wk%—:—? st k est pair,
ak
;T(—Z_I(T:TWTB’C st k est impair,
k/2 13
g old[ o st pair,
Ey= k=1 /2 k
lM—[B-lk—_i_—a- st k est impair,
k/2 i3
S“’_ld_l_;k_".'_ﬁ st k est pair,
Uy = (k—1) /2 k
\l‘i@—c—f-—_*-—ﬂ si k est imparr,

sont des unités >1 de Lg qui satisfont les relations sutvantes:
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(1) es = equy,
(i1) v4 = E4Uy,
(iii) 8¢ = Equst,
(iv) Ya = uy ey

It

Démonstration. Que ce soient des unités résulte des égalités (ii) et (iii)
du lemme; en effet,

ydsue = ELUm U = Elus™uy = E42
implique que E, est une unité; d’otl ey, u4 et U, sont des unités.

Montrons que e; > 1 lorsque k est impair; disons tout d’abord que
w|d|*-D/2 — oF > 0 vu que w!|d|*~2 > a¥, ie.,

My = a* 4+ g% > ot
nous voulons prouver
Bl > wldj=brs — o,
i.e.,
o + |8t > wldt-vr,
Soit d < 0; alors
o + |BlF = of + BF = My > ||t
car
Myt > My = My(My, — (—ad)¥);

il est en effet aisé de vérifier que M4(D1, d1) < D1* pour d; < 0. Soit
d > 0; alors nous voulons prouver l'inégalité

o + (B = of — g* = GeV/D? + 4d > w|d|*-V7,
i.e.,

G (D? 4 4d)? > My,
ce qui est le cas vu que

G (D + 4d)t = (M2 = 4(=d))?

= Myt — 8MA(—d)* + 16(—d)*

> Myt — 4M*(—ad)* + 2(—d)*

= M4(Mka —('-'d)k) = M4k.

Les autres cas sont étudiés de fagon semblable.
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Montrons maintenant les égalités du lemme lorsque & est pair:

_ k/2
34.—11///4 ldl Ju;“wﬁldl + ﬁ ]_ —_ ldL‘llkl%gw + w2 = 64—1;
k/2
E4U |d|+M2'BId| + B_1+Tél|[£;/§w+w2=74;
d 0 d L/2 kok
E4u4 l I +Gac:3| I o« B _—1+|d|k/20w+w = 0y,
_ k/2 _ Kkgk
Vet = @ldf Gbsld[*"* — o'
a*g*
._..1 |d|k/20w+w = ¢4—1.

Le cas ou k est impair s'obtient de fagon similaire.

LEMME 3.3.3. Les formules suivantes sont vrates:
(1) Nigixi(ez) = Nigiri(e2) = eatts = €3/

(i1) Nipg/xs(ua) = Nipgiry(us) = uses = ez,

(ii1) Nzgma(vs) = ¥4 Nig/ra(vs) = €7

(iv) Nigixi(8) = 27!, Npg/ri(84) = 842

—1st (D,d) = 3, —1) ou (5, —5)
(V) NLB/K4(772) = NLs/F4(’72) = ousid = 1,
1 ailleurs.

Démonstration. (A) Soit k impair.

2 k—1 2% 2;k—1 2%
. d d
(1) Nig/xi(e2) = Nigiri(es) = = 182;'— R a;t s = elUs = €.

B dk 1 2k 2dk— 2k
(ii) Niygxi(Us) = Nipgiro(u2) = a2k+ B sz_ B Ugey = €.

(iii) D’une part,

—d M 2\ 2
NLs/Kq('YA) ( ldl + Id|<k+k15/2w + |d|) = Y4 2-

D’autre part, nous rappelant les formules
Mo = My(My, — (—d)*) = M2 — 2(—d)* et
My = My(May, — (—d)%) = My — 2(—d)%,
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nous trouvons
d o, —d M, ’
NLs/FA(‘Y‘l = (idl Idl—(—k—)/zw+ |d|) (ld' Idl(kfl7/2w+ [dl)
M
=1- ( + ) +7
la*t T ) ® W
4

M +%d“j w
1 — (___k____l__]__ 2oy E
" a] TP

L My o' My My o'
1 - Id|k+1w + ldlz = 2'd|2k - [d|k+l°’ +2|d|

_l(_ﬂ_’-’}_k_w_z)2_ -1
e ~lal) T

(iv) D’une part,

Niara(8) = (i+~—G’° 26 +—‘fi)2
Lg/F4\04) = Idl |dIW-ﬁT/2 w |d| .
D’autre part, nous rappelant la formule
M = (D* + 4d)G* + 4(—d)",

nous avons

d G d G i
Nigki(8s) = (Idl mrrffwww + I%I) (m - mzmw—f@w + |d|)

- (8 -2
-1 (- )+

1 — (Gk202 — 2d|d k—l) _‘ﬂ_ o'
lal*

ld|
M2+ 2d* ¢ M. ! -

(v) Cette partie découle du fait que

It

+
|

Nigixa(nz) = Nigri(n2) = NiryQ(n2).

(B) Le cas ou k est pair se développe de fagon semblable.

D’aprés ce que nous avons vu au début du chapitre, nous savons que
S = {eq, s, M2, Y1, 04}

est un systéme indépendant maximal d’unités qui engendre un sous-
groupe d’indice au plus égal & 25 = 32 dans le groupe engendré par les
éléments d’un systéme fondamental d’unités de Ls. Il s'agit maintenant
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de regarder si Ls contient ou non les racines carrées des éléments de
I'ensemble A4 (S) défini & la Section 3.1.

Si E est le carré d’une unité de Ls, alors N~ (E) est le carré d’'une
unité de N pour tout sous-corps N de Ls. Plus généralement, si E est le
carré d'un élément de Ls, alors N, ,v(E) est le carré d’un élément de V.

C’est une propriété que nous allons utiliser pour éliminer plusieurs cas
possibles.

En utilisant le Lemme 3.3.3, nous déduisons aisément les normes
relatives suivantes:

Nipgxi(84) = €271,

Nygxi(e2) = Nigixo(u2) = Npgix,(8seauts) = e,

Nigiki(8m2) = — &' ou &7},

Nigxi(eme) = Nipgxa(uame) = Nigx,(8seatams) = — €2 0u €,
Nigixi(vi0s) = vile™,

Nipgixs(vi€2) = Npgxy(vatte) = Npgxa(Vadeerths) = vales,
Nigixi(vadme) = —7vle™! ou yiler ™!,

Nigxi(viems) = Nipgki(vaans) = Npgxq(vibieattans)

I

—7v4%e ou vsles;
Nipgiri(ve) = &7},

Nigra(yame) = —e™ ! ou e,

Nigiri(84€2) = Nigip,(8au2) = 84%s,
Nipgri(vieatts) = e,

Nipg/ra(8seama) = Nypgipy(Bauuams) = —84%€ 0u 84%¢s,
Nigiri(vieattans) = —e2 0U e

Le Lemme 3.3.1 et ces normes relatives nous permettent de dire qu'il y a
au moins 24 éléments de 4 (S) qui ne sont pas des carrés de Ls. De plus,
ests N'est pas un carré de Lg, vu que estty = eo.
Si (D,d) = (3, —1) ou (5, —5) ou si d = 1, alors
N2, €2Uan2, Y404€aM2, V404Uan2
ne sont pas des carrés de Ls vu que
Niyki(n2) = —1, Npgi,(eaamz) = —esua?,
N g/ (vidseams) = Nipgixi(vdauams) = —v

ne sont pas des carrés de K.

Notons cependant que vyidsu2 est un carré de Ls vu que, d'apres le
Lemme 3.3.2,

7464'“2 = (E4U4) (E4u4—1)u2 = E42U4M4—1u2 = E42.
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Le moment est maintenant venu de donner la preuve du résultat suivant
valide sous les hypothéses du Théoréme 3.1.1.

THEOREME 3.3.4. Soient {82, Ug, 172}, {62142 = €g, ')/4} et {ezuz, 54} des
systémes fondamentaux d'unités de Li, K4 et Fy respectivement. Alors un
systéme fondamental d'unités de Lg est donné par

{7721 €2, U2, V4,V 7454142}'

Démonstration. La preuve est compléte si nous montrons que
Yaba€2, N2, €alhans, V40422, Y404lhan:

ne sont pas des carrés de Ls; ce sont effectivement les cinq derniers
éléments de 4 (S) qu'il nous reste a investiguer.

Ecrivons v, d’'une autre fagon. Soit k& impair. Alors d’aprés le
Lemme 3.3.2, et grice au fait que

w/20d? = Mu/2ld]* = (Mu? — 2(—d)*)/2|d]*
(Go?6? + 2|d|?*)/2]d|* = Gai26%/2|d|% + 1,

It

nous trouvons

2 -1
Yib4€2 = EfUmug “eq

B 2<widl(k—1)/2 + ﬁk) (ﬂ[d!(k_”/z _ 61:) ((.dzdk_l + a?k)
4 k k

p p sz

S

= E, ( 1+d2+§3!‘10w)

_ 2 G2k202 w4 sz ) _ 1( sz )
= B (24d|” o tarn) =2\t apt) B

Le cas ol k est pair se développe de fagon semblable, de sorte que

Sl (w + f;lk ) E® sikest pair,

Y4dses ll ( G
= E t
5 |dl+ Idlko 4 ik estimpair.
Donc si 84y4e2 était un carré de Ls, alors 2 serait un carré de Lg, i.e., serait
un carré de L4, ce qui est impossible d’aprés le Lemme 2.3.1.

Pour les quatre autres éléments, nous pouvons, d’aprés ce que nous
avons dit précédemment, supposer (D, d) # (3, —1), (D, d) # (5, —5)
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et d # 1. Remarquons que

B {%D-{— 19=(D+2+6)°/4(D+2)sid = —letsiD 5 3,
T (D +0)*/4[d|sid = £1etsi (D, d) # (5, —5),

2
Z’2—2 (w2 + %“,’c—k 0) E® sikest pair,

Y40seame = w2 G 2
132_2 (I—d—l + ﬁll’% 0) E{ sikestimpair,
Yabattans = maEs?,
2
’7_22 (:rd[_l%" + w2) si k est pair,
Elome = €xmy = M wi\?
11’2_2 l_&—r%k Wl si k est impair.
Lorsque d = —1 et D # 3, nous concluons que si 'un de ces quatre

éléments était un carré de Lg, alors D + 2 ou 2(D + 2) serait un carré
de Lg, i.e., serait un carré de Ly, ce qui est impossible d’aprés le Lemme
2.3.1. De méme, lorsque |d| # 1 et (D, d) # (5, —5), nous concluons
que si I'un de ces quatre éléments était un carré de Ls, alors Id| ou 2|d|
serait un carré de Ls, ce qui est encore impossible d'aprés le Lemme
2.3.1. D’ou la conclusion.

C’est maintenant facile de donner la
Démonstration du Théoréme 3.1.1. Nous venons de prouver que
{2, €2, Uz, YoV v bahs}

est un systéme fondamental d'unités de Ls. Nous en déduisons immédiate-
ment des relations yys= E Uy, et v/vid4u2 que

{772, e, g, By, U4}
est un systéme fondamental d’unités de Ls. Méme conclusion pour
{n2, €2, Us, €4, Uy},
vu que
E, = e ley, Uy = us™luy.
COROLLAIRE 3.3.5. Un systéme fondamental d' unités de Lg est donné par
{n2, €2, us, Ey, Ud}.
4. Conclusion. Nous voulons conclure ce travail au moyen de quelques
remarques.

Supposons que nous connaissons un systéme fondamental d’unités de
QW/D? + 4d, A/D? + 2d). Cela n'entraine pas immédiatement la
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connaissance d’un systéme fondamental d’unités de L, = Q(\/D? 4+ 4d,
£) ol £ est défini comme au Théoréme 2.1.1, méme si L, peut s'écrire sous
la forme

L, = Q&W/D: + 4di,/D:* + 2d,) avec d1|D;.

Si D% + 4d, était sans facteur carré, nous aurions la conclusion, mais ce
n’est pas le cas vu que pour k # 1, D2 4+ 4d, posséde un facteur carré.
En effet, nous déduisons de 'équation (2.2.1) que

M M- 4l (D + 4d)G)
ld| |d| |d|
2 _ si k est pair,
Dy +ddi=1 pp2 ©ag 2 M4 (D 440G
Id’k—l - 'd|k_1 - Id'k-—l

si k est impair.

De méme, la connaissance d’'un systéme fondamental d’unités de
Q\/D? + 4d, /M ,(D, d)) n’entraine pas immédiatement la connais-
sance d'un systéme fondamental d’unités de Ls = Q/D? + 4d, w) ol
w est défini comme au Théoréeme 3.1.1, méme si Ls peut s'écrire sous la
forme

Ls = QD2 + 4di, N/ M(Dy, d1)) avec di|D;.

En effet, nous avons vu au cours de la preuve du Théoréme 3.2.2 que
pour k # 1, D:*> 4 4d; contient un facteur carré.

Dans 'énoncé de la Proposition 2.2.3, nous supposons que Q(f) est
de degré 2 sur Q. C'est toujours le cas lorsque d > 0. En effet, pour tout
d > 0, il est aisé de vérifier que si k est pair, nous avons

M, : M\ M\
(=) <= () -2 < (i)

et que si k est impair, nous avons

M, \? M, \’
(m(T—TFﬁ) <E= (m@:kfm) +2d < (m

bref, £? est toujours compris entre deux carrés consécutifs lorsque d > 0.

Nous supposons dans 'énoncé du Théoréme 3.2.2 que K, est de degré
4 sur Q. C’est toujours le cas lorsque d > 0 vu que w* est compris entre
deux carrés consécutifs; en effet, si k est pair,

Moy _ )2 s _ (M_‘L’zc)z_ (_J‘@c)2

et si k est impair,

() < () o< 2

M 2
=7z + 1) ;
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Des remarques semblables peuvent se faire pour le corps Q(8¢) de la
Proposition 2.2.4 et pour le corps Q(fw) du Théoréme 3.2.3.
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