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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
FONCTIONNELLE ANALYTIQUE*

PAR

JACQUES BELAIR

Nous considérons dans cette note une classe d’équations différentielles
fonctionnelles linéaires dont les coefficients sont analytiques; des résultats sur
I’ordre des solutions et leur comportement asymptotique seront obtenus.

Il s’agit d’'une généralisation a des équations du deuxieme ordre d’une
propriété d’équations d’ordre un [2]: la démonstration du théoreme principal
demeure valable dans ce dernier cas.

1. Considérons I’équation
(*) @)+ L a(2)f W2)+ X b(2)f(e;2)=0
p=1 j=1

ou chaque coefficient a,(z), b,(z) est analytique dans le disque |z|=R du plan
complexe, n, m sont des entiers fixés, et A, o5, 1=p=n, 1=j=m, des
nombres complexes du disque unité fermé.

La théorie des séries majorantes avec les bornes de Cauchy donne directe-
ment le

THEOREME A. L’équation (*) posséde une solution analytique dans le disque
|z| = R uniquement déterminée par les conditions initiales f(0) = «, f'(0) = 8, pour
deux constantes a, 3 fixées.

En particulier, si les coefficients sont des fonctions entiéres, la solution de (*)
est aussi une fonction entiere.
Ceci est une extension des résultats classiques sur ’existence de solutions des
équations différentielles ordinaires, cas particuliers de I’équation (*) avec
p=0;=1.

2. Le principal résultat est le suivant

THeEOREME B. Si, dans I’équation (*), chacun des coefficients a,(z), b;(z) est
une fonction entiére d’ordre au plus p<+o, et 0<|A,|, |oj|<1, alors toute
solution est d’ordre au plus p.

Regu par les rédacteurs le 11 decembre 1978.
* Etude subventionnée par le Conseil national de recherches du Canada.
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Démonstration. Selon la notation habituelle, M;(r) = maxi,_, |f(z)|; posons

A, = max {M, (n)}, B, = max {M, (n)},

1=p=n I=j=m

A= max{]A]} et o= max {o,]}

1=j=n 1=p=m
Il est bien connu [1] que

M,(n)=|f(0)|+rM(r) et Mp(r)<|f'(0)|+ rMp(r).
On a donc

Mp(n= L Mo, (1) - M\ | N+ L M, (NM(lo;| )

i=1

=MD Y M, (0+M(on - Y. My ()

P=1 !=1

=n-Mu(Ar)- A, +m - M;(or) - B,

Utilisant le théoreme des trois cercles d’Hadamard appliqué aux cercles de
rayon 1, or et r,0on a

log or

-1
08 o )log[Mf(rﬂ

togl M (o)1= =222 ) ogl M 1))+

ogr log r
et de méme fagon pour |z|=1, Ar, 1,

—log
log

2E2) 0g M, (1)

loglM,(Ar)] = ( r)‘)log[Mf,(l)] + (

log r

Posons D = max{(—log A) - log[M;(1)], (—log o)log[M;(1)]}, C, = max{A,, B,} et
7=max{A, o}; pour r assez grand,

|f(0)‘+ r- ]f’(0)|+ re- Mf”(r)z‘f’(0)|+ r- Mf”(r)
et

L={f0)]+7 - [f(0)]+ r? - My(r)=3r>M,.(r).

Donc

D log 7r
log M,.(r)=——+1 +1 +m)+—=—- 2M..
og f(r)<log ;Tlog C, +log(n+m) log 1 log(3r°*M;.(r)),

—log 7

log 1 log My(r)=P+log C,+2logr ou P=1+log3+log(n+m),

log(—log 7)+loglog M;.(r)<loglog r+log(P+log C,+2logr),
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et enfin

log log M. loglog C,
lim sup 0 708 V1) ;)g () =< lim sup e AL AN
r—se ogr r—sm log r

L’ordre de f"(z), donc de f(z) [1], est ainsi au plus p.
Notons qu’il est essentiel que chaque “perturbation” A;, o, soit intérieure au
disque unité; ’équation

(%) f(2)+f(2)+f(2/2)=0

avec la condition initiale f(0) =1, f'(0) = 0, posséde la solution

I (1e(2)

= e 1+(— 2n
f(Z) n=0 (zn)' ]1:[() 4] z

obtenue par substitution formelle d’une série entiere dans I’équation (**), qui

est d’ordre un.

3. Dans le cas particulier de I’équation

(k) f"(z)+p(2)f(Az)=0

ou 0 <A <1 et la fonction p(z) est entiére, et prend des valeurs réelles sur ’axe
réel, il est clair que l'ordre de la solution f(z) est exactement celui du
coefficient p(z).

De plus, il est bien connu [1] qu’une fonction de type exponentiel nul ne
peut étre bornée sur I’axe réel.

Il en résulte le

TueoreME C. L’équation (xxx), lorsque p(z) est d’ordre p<<1, ne posséde
aucune solution non-triviale et bornée sur I’axe réel.

De plus, un théoréme de Waltman [3] affirme que lorsque p(x)=0 et
§” p(u) du =+, toutes les solutions de I’équation (+**) sont oscillantes.
Dans un cas particulier, on a donc le

CoROLLAIRE. L’équation (¥**) lorsque p(z) se réduit a une constante réelle et
positive, posséde seulement des solutions oscillantes et non-bornées (si non-
triviales).

Pour cette méme équation (##+), on peut comparer les types 7; de la solution
f(z) et 7, du coefficient p(z). En effet, de (++*) il vient, si p(z) est d’ordre p,

M;.(r) =M, (r)M;(Ar)
donc,
log M;- log M, (r) . log M;(A
lim sup—(ir%(ﬂslim sup[ o8 pa(r)+ og pf( r)]
r—soo >0 r r
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et

=T, TA" T
Si, de plus 7; <+, alors

7p

1—A°°

TfS

Une borne pour le type de f(z), solution de I’équation (##+*) est ainsi
obtenue.
Cette borne peut étre atteinte, par exemple dans ’équation

f'(z)—e"*f(32/4)=0

dont une solution est f(z) = e*.

11 serait intéressant de voir si pour un coefficient p(z) de type fini, la solution
f(z) doit nécessairement étre de type fini.

Remarquons enfin que le théoréme B se généralise & une équation possédant
un nombre infini de coefficients, des conditions supplémentaires sur leur
croissance devant toutefois étre imposées.
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