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GENERALISATION DE LA FORMULE
DE RIEMANN-HURWITZ

NGO VAN QUE

Introduction: nombre de Chern. Etant un polynéme ® € R[X,, ... ,X,]
a » indéterminés, ® est dit de poids homogéne m si

q’(Xl, PN ,Xn) = Z Gajay -« .anXlaleaz .. .Xna”,

avec m = Y 1zp=n 2p0y.

Si E est un fibré vectoriel complexe de rang # (i.e., # est la dimension sur C
de la fibre Ex) sur une variété différentiable orientée compacte M de dimension
m, & tout polyndbme ® & # indéterminés de poids homogéne m, on associe un
nombre de Chern:

®(E, M) = <®(E), [M]>
oll [M] est le cycle fondamental défini par 'orientation de M et C,(E) la
iéme classe de Chern de E. Dans le cas ot le poids homogéne de & est différent
de la dimension de M, on pose: ®(E, M) = 0.

Il est utile de rappeler [2;4] que si V est une connexion hermitienne sur E,
i.e.,, V est un opérateur différentiel linéaire

V : A?T*c ® E > AP1T*c Q E,
T*c étant le fibré des 1-formes complexes sur M, telle que
Vi ®s) =do ®@s+ (=1« A V(s),

pour toute p-forme complexe w et section s de E sur M, on définit I'opérateur
de courbure

V:=VoV:E—-AN*cQE

qui est un morphisme de fibré vectoriel. On peut considérer V2 comme une
section sur M de A2T*c ® End(E), et définir

det<Id +‘%1 v2> =14 C(V) + ...+ C(v).

Alors, pour tout z, C;(V) est une 2:-forme réelle fermée dont la classe de
cohomologie est par définition C;(E), la iéme classe de Chern de E. Ainsi
donc on a

®(E, M) = [, ®(C1(V), ..., Cu(V)).
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Formule de Riemann-Hurwitz généralisée. (a) Soient donnes deux
fibrés vectoriels complexes E et F de rang # sur M. Soit ® un morphisme de
fibré vectoriel complexe sur M: &: E — F. Supposons qu'il existe une sous-
variété différentiable fermée N de M telle que restreinte sur M — N, ®: E|y_n
Fyr—n soit un isomorphisme de fibrés vectoriels.

Considérons alors un voisinage tubulaire fermé B (V) de N et son double
différentiable

S(N) = B1(IN) a;({v) By (N)

obtenu de deux exemplaires distincts de B(N) en identifiant leur bord. S(V)
est un fibré sur N en sphéres S7, r étant la codimension de N dans M. Il est
immédiat de montrer que M étant compacte orientée, S(NN) est aussi une
variété compacte orientable de méme dimension .

Sur S(N), il existe alors un fibré vectoriel complexe canonique (E, ¢, F)
construit en prenant respectivement sur B1 (V) et sur B2 (N) la restriction de
E etde Fa B(N) et en identifiant sur By (V) N By (N) = 9B (V) par I'isomor-
phisme de transition ¢ (dans la terminologie de [1], ¢ est ce qu'on appelle
“clutching function’).

Ceci étant, pour tout polyndme & de poids homogéne m, on a

TuaftorEME 1 (Formule de Riemann-Hurwitz généralisée).
®(E, M) — ®(F, M) = ®((E, ¢, F), S(NV)),
le second membre étant défini par une orientation convenable de S(N).

Preuve. En effet, soit donnée une connexion hermitienne Vi sur E. Soit
B’(N) un voisinage tubulaire de N, contenu dans l'intérieur de B(NN). A
l'aide d’une partition de 'unité on exhibe sur F une connexion hermitienne
V. telle que sur M — B’(N) on ait ce diagramme commutatif de faisceaux
de sections:

E l T*c Q E
| o
F—2 T*c @ F.
D’ou:
Ci(V)lu-se) = Ci(V2) y—naw-

Ainsi donc on a

(1) o¢(E, M) — ¢(F, M) = fM¢(C1(v1)y ey Gi(V1)) — ¢(Ci(Va), ..o,
G (V2))
=[5 ®(C1(V1), ..., Ci(V1)) — ®(Ci(Va), .. .,
Co(V2)).
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Or, par la méthode standard de raccordement, on montre facilement qu’il
existe une connexion hermitienne V sur (E, ¢, F) telle que sur

(E, ¢, F)lsion =~ E|say, V soit égale & V,
et sur

(E, ¢, F)|p,an) = Flpan, V soit égale a V.
D’oil le second membre de (1) n’est autre que
Jsan®(C1(V), ..., Ci(V)) = ®((E, ¢, F), S(V))
pour une orientation convenable de S(N).

(b) Supposons que sur N, ¢ est de rang constant, ce qui entraine que sur IV,
nous avons une suite exacte de fibrés vectoriels.

O—>K1—>E]Ni)> FlN—>K2——>O.

Nous désignerons par L, le sous-fibré de Fly, qui est 'image ¢ (E|y). Ainsi
donc, on a ces isomorphismes

EINEKI @L,
FINQL @Kz

Désignons par m:B (V) — N, la fibration de B(N) sur N. Comme N est un
rétract par déformation de B(XN), on a:

(2) Elpa) ~ 7K1 @ 7*L,

Flpay >~ 7*K> @ 7*L,
ou 7*L, 7*K,, 7*K, sont respectivement des fibrés induits par = sur B(N).
L'image par ¢: E|gw) — Flpa du sous-fibré 7*L de E|pw) est un sous-fibré
isomorphe & 7*L de F|pw) et dont le fibré quotient est isomorphe & 7*Ko.

Donc on peut supposer que modulo des isomorphismes de (2), I'isomorphisme
¢ soit de la forme

¢:Elosen — Flosan

¢ 0
* K@ 7*L — 7*Ks @ n*L

(6, y)—= W (%), )

ol ¥ est un isomorphisme de fibrés vectoriels:
T Kilopay — 7 Kolosw)-
Autrement dit, dans le cas considéré, on a le lemme suivant:

LEMME. Sur S(N), on a U'isomorphisme de fibrés vectoriels

(E) ¢v F) =~ W*L @ (W*Klv lpy W*KQ)
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on le second membre est la somme directe de w*L, le fibré induit de L sur S(N)
par la fibration w: S(N) — N et de (n*Ky, ¢, m*K2), qui est le fibré construit sur

SWV) = B«(V) 2 B,(N)

par une certaine fonction de transition .

Nous désignerons, pour simplifier, par 1 + Ci(K) + ... + C,(K) la classe
totale de Chern sur S(V) de (7*Ky, ¢, 7*K,). Etsil+ Ci(L) + ... + Cop (L)
est la classe totale de Chern de L sur N, #*(1 + Ci(L) 4+ ...+ C,—1(L)),
la classe induite par w: S(V) — N, sera celle de #*L sur S(IV).

Supposons dans la suite que NV est une sous-variété orientable connexe de M.
On a la proposition suivante:

PROPOSITION. Soient ®; et ®, des polyndmes respectivement de p et de n — p
indéterminés et de poids homogenes r et n —r (r = codim N). On a

(P1(CL(K), ...y G(Kg) A 7*®2(Ci(L) ..., Gy (L)) [S(V)]) = k®2(L, N)

ou k est une constante et ®;(L, N) est le nombre de Chern défini par ®, relativement
a une certaine orientation de N.

Preuve. 11 suffit de se donner des connexions hermitiennes YV sur
(7*K1, ¢, 7*Ky) et Visur L. On a

(#1(C1(K), ..., G(K)) N 7*P2(Cr(L), ..., Cop (L)), [S(N)])
= s ®1(C1(V), ..., C(V)) A 7*&:(C1(V1), . . ., Coy(V1)).

Par intégration par partie le long des fibres S(V)|,ex de S(V) sur N, le second
membre est aussi

fN(J.S(Nn,,GN‘I’l(Cl(V)y o G(V))) A 2(Ci( V), . e, Gy (V1))
Or
fS(N)Ingq)l(Cl(v)) LN Cp(v)) = CDI(KJM S(N)]:c)

K, = (7*Ki|sver ¥z 7™ Ks|pav),)

est le fibré construit sur S(V)|, & I'aide de la fonction de transition ¢,,

~
Yo: ™Kilopan, = m™Ko|anw.

la restriction de ¢ & 0B (IV),.

Or si y(x, ¥) est une courbe dans IV, joignant deux points x et ¥, Ki|, (s, et
K)yz.yy sont triviaux. Donc, on a des isomorphismes verticaux dans le dia-
gramme suivant:

z
™ Kilapan, — ™ Kslosw,

o, R

*
™ Kl,aB(N)y — 77*K2|68(N)1/:
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et modulo ces isomorphismes, ¥, et ¥, sont homotopes. Ainsi K, et K,, con-
sidérés comme fibrés sur la sphére

ST~ S(N)|; =Sy,
sont isomorphes; ce qui implique
&, (K, S(N)|.) = &,
constante indépendante de x, la variété NV étant connexe par arc. D’ol

In( sl ®1(CL(V), ..., G (V) A ®:(CL(V1), ...y Coyp(V1))

= ka¢2(C1(V1), ce ey Cn_p(vl)) = kq)z(L, N)
(¢) Un cas important des considérations précédentes est lorsque & =
X, € R[X4, ...,X,]. Alors, pour tout fibré complexe E de rang # sur M, on a

®(E) = C,(E), la classe de Chern de plus grand degré de E. D’aprés le
théoréme de Gauss-Bonnet [4], C,(E) n’est autre que la classe d’Euler-
Poincaré de E.

Si la dimension de M est deux fois le rang du fibré complexe E, nous noterons

(Cu(E), [M]) = x(E, M).
Ceci dit, d’apreés la formule de Whitney, on a, pour
(E, ®, F) = 7*L @ (7*Ky, ¢, ™*K>)
dans les hypothéses du lemme de la section (b),
Cu(E, ¢, F) = 7*Cop(L) N G(K).
Immédiatement par application de la proposition de la section (b), on a

TaEOREME 2 (Formule de Riemann-Hurwitz). Sous les hypothéses de la
section (b) précédente, on a:

X(E, M) - X(F: M) = kX(L’ N)
le rang (n — p) du fibré complexe L étant égal o la moitié de la dimension de N.

La formule est encore évidemment valable avec le second membre nul
lorsque 2(n — p) > m — r, dimension de N.

(d) Cas de fibrés réels. Nous nous sommes restreints dans tout ce qui précéde
a la catégorie des fibrés vectoriels complexes. Mais si E et F sont des fibrés
réels sur M, le morphisme ¢ étant alors un morphisme de fibrés réels, avec des
hypothéses identiques, on a de méme la formule de Riemann-Hurwitz généra-
lisée en considérant non plus des nombres de Chern mais des nombres de
Pontrjagin respectivement de E et F sur M et de (E, ¢, F) sur S(V).

En particulier, soient E et F des fibrés vectoriels réels orientés sur M. Dans
les hypothéses de la section (b), supposons en plus que L, étant I'image de

¢: E|ly — Flw,
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soit un fibré vectoriel sur M orientable. Alors, on a de méme la formule de
Riemann-Hurwitz avec les nombres d'Euler:

X(Ey M) - X(Fy M) = kX(L: N)

le rang de L étant égal & la dimension de N. La formule reste encore valable
avec second membre nul si le rang de L est plus grand que la dimension de N.

Application. Rappelons l'application bien connue de la formule de
Riemann-Hurwitz aux revétements ramifiés.

Soit 7: M —.S une application différentiable surjective d’une variété
compacte orientée M sur une variété différentiable orientée de méme dimension
m. L’application m est un revétement ramifié, s'il existe une sous-variété
orientable N fermée de S, de codimension plus grande ou égale a 2, telle que:

(1) m: M — 71(N) —» S — N soit une submersion conservant l'orientation
et, M — 7~1(N) soit aussi un revétement connexe 4 ¢ feuillets de S — N;

(2) #~'(N) soit une sous-variété fermée de M et 7: 7~1(IN) — N soit un
difféomorphisme.

Remarquons alors que si N, est une composante connexe de N, il existe un
voisinage tubulaire B(N,) tel que 7~ 1(B(N,)) soit un voisinage tubulaire
de 71(Vy). Ainsi

e W_I(B(N())) — T_I(N()) —)B(No) —_ N[)

est un revétement connexe a ¢ feuillets de B(NVy) — N,o. Or, si N, est de
codimension plus grande que 2, B(N,) — N, est simplement connexe. Ce
qui est impossible si ¢ > 1. Nous pouvons donc supposer que NV soit de codi-

mension 2.
Ceci dit, considérons le morphisme tangent d= du fibré vectoriel sur M.
d
(M) i > 7*T(S)
M

Nous sommes dans les hypothéses de la formule de Riemann-Hurwitz: d’ot
x(T' (M), M) — x(@*(T(S)), M) = kx(T (@ (N)), == (N))
ou encore
x(M) — gx(S) = kx (V).
On démontre facilement que & est égal au signe prés a ¢ — 1: De fait, on a:

x(M) — gx(S) = — (g — D)x (V).

N

En effet & étant égal au signe prés & (¢ — 1), pour déterminer le signe,
comme la formule est évidemment universelle, il suffit de regarder, sur un

https://doi.org/10.4153/CJM-1972-073-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1972-073-7

FORMULE DE RIEMANN-HURWITZ 767

exemple précis. Or, on peut voir facilement qu’il existe un revétement ramifié
A deux feuillets de la sphére S? par un tore S' X S! avec quatre points de
ramifications. D’ou:

x (ST X S') — 2x(S?) = 4%
0—4 =4k
k= —2=— (¢ —1).

Exemple (qui m’ a été suggéré par J. Morrow, Washington University,
Seattle). Soit D une courbe algébrique non singuliére de degré ¢ de I'espace
projectif P2(C). Rappelons que d’apreés Kodaira [3, p. 119]

x(D) = +(—=¢* + 39).

D’autre part le diviseur [D] définit évidemment un fibré vectoriel complexe sur
P?(C) isomorphe a H ® ... ® H = H¢ H étant le fibré universel de Hopf.
Soit un recouvrement de P2(C) par des ouverts U; de coordonnées.
Désignons par ¢; = 0, I’équation de définition de D M U; dans U,.
Si ¢, est la coordonnée vectorielle de H|y,,

HlU{ ~U;, X C
x — (m(x), £:(x))
ou w: H— P2(C) est 'application de fibration, alors dans H|y,, "équation

¢, 0w = £,2 définit une sous-variété V; C H|y,. Il n’est pas difficile de montrer
que V; se raccordent pour définir une sous-variété non singuliére V de H et que

A

V est revétement ramifié & ¢ feuillets de P2?(y), ramifié le long de la sous-
variété D de P2(C). Ainsi on a:
x(V) — gx(P*(C)) = — (g — DHx(D)
x(V)—=3¢=—(q—1)Bg— ¢
x(V)=q(6 — 4g + ¢*).

I
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