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Endoscopie et conjecture locale raffinée de
Gan—Gross—Prasad pour les groupes unitaires

R. Beuzart-Plessis

ABSTRACT

Under endoscopic assumptions about L-packets of unitary groups, we prove the local
Gan—Gross—Prasad conjecture for tempered representations of unitary groups over p-
adic fields. Roughly, this conjecture says that branching laws for U(n — 1) C U(n) can
be computed using epsilon factors.

Introduction

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et F une extension quadratique
de F. Considérons deux espaces hermitiens (V,h) et (V' h') de dimensions respectives d et d’
et de groupes unitaires respectifs G' et G’. On suppose d pair et d’ impair et que le plus petit
des deux espaces hermitiens s’injecte dans le second. Alors, une fois une telle injection choisie, le
plus petit des groupes G et G’ est naturellement un sous-groupe du plus gros. Soient o et o’ des
représentations lisses irréductibles de G(F') et G'(F') respectivement. Gan, Gross et Prasad ont
défini dans [GGP12] une multiplicité m(o, o’). La définition de cette multiplicité est rappelée en
la section 4.1. Indiquons seulement ici sa signification dans deux cas extrémes :

o sid =d—1 (respectivement d = d' — 1), alors G’ est un sous-groupe de G (respectivement
G est un sous-groupe de G') et on a

m(o,0’) = dim¢ Homg/ (0 ® o', 1)
(respectivement m(o, 0’) = dim¢ Homg(o ® o', 1))

ou Homg/ (0 ® o’, 1) (respectivement Homg (o ® o/, 1)) désigne l'espace des formes linéaires
G'(F)-invariantes (respectivement G(F)-invariantes) sur o ® o’ ;

e si d =0, alors m(o,0’) est la dimension de I’espace des fonctionnelles de Whittaker sur o’
(pour un certain sous-groupe unipotent maximal de G’ et un caractére générique sur les
F-points de ce sous-groupe).

En général, la définition de m(c, o’) est un “mixte” entre ces deux cas extrémes (cf. la section 4.1).
D’apres [GGP12] et [AGRS10], on a toujours m(o,o’) < 1.

Nous nous intéressons ici seulement au cas ol les représentations o et o’ sont tempérées.
Rappelons la correpondance, toujours conjecturale, de Langlands pour les représentations
irréductibles tempérées d’un groupe unitaire. Enoncons ces conjectures pour G, celles-ci étant
analogues pour G'. Notons WDg = Wg x SLy(C) le groupe de Weil-Deligne de E et fixons
un élément ¢t € Wrp\Wpg que l'on laisse agir par conjugaison sur WDpg (avec action triviale
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sur le facteur SLy(C)). Soit ®iemp(G) 'ensemble des classes de conjugaison d’homomorphismes
¢ : WDg — GL4(C) vérifiant des conditions classiques de semi-simplicité et d’algébricité ainsi
que les conditions supplémentaires suivantes :

(i) ¢ est tempérée, c’est-a-dire que 'image de Wg par ¢ est relativement compacte ;
(ii) ¢ est (—1)%*1-conjuguée-duale, cela signifie qu'il existe une forme bilinéaire non dégénérée
B:C%x C%— C telle que :

- Blp(r)w, p(trt ') = B(w,w') ;
o B(w7 (p(t2)w/) = (_1)d+1B(wa wl)7

pour tous w,w’ € C% 7 € WDg.

Cette derniere condition ne dépend pas du choix de ¢. Soit ¢ € ®Piemp(G), on peut alors
décomposer ¢ en somme directe de représentations irréductibles de WDg. Notons ¢ = @, lips
cette décomposition avec les ¢; deux & deux non isomorphe. Notons I’ le sous-ensemble des
i € I tels que ; soit (—1)%*!-conjuguée-duale. Fixons une forme B vérifiant la condition (ii)
précédente. Soit S, le sous-groupe de GLg(C) des éléments qui commutent & ¢ et qui préservent
B. Notons S, son groupe des composantes. On a alors un isomorphisme naturel entre S, et
(7./27.)! ", en particulier S, ne dépend pas des choix de B et t. Notons z, 'image de —I € S,
dans S,,. Définissons £%(¢) comme I'ensemble des caracteres e de S, vérifiant €(z,) = u(G), ot
on a posé

1 si G est quasi-déployé,
MG =93 |
—1 sinon.

Soit Temp(G) l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations tempérées
irréductibles de G(F). On conjecture que Temp(G) est réunion disjointe de L-paquets II¢(¢)
indexés par les ¢ € ®iemp(G). On conjecture aussi que I1%(¢) admet une paramétrisation par
SG(go) que l'on note € — o(p,€). On impose & cette paramétrisation des conditions de types
endoscopiques. Il y a tout d’abord 1’endoscopie usuelle entre G et ses groupes endoscopiques
elliptiques. Ces groupes endoscopiques sont de la forme G x G_ ou G4 et G_ sont des groupes
unitaires quasi-déployés. On considere aussi une endoscopie tordue. Plus précisément soient G
et G_ des groupes unitaires quasi-déployés d’espaces hermitiens de dimensions d; et d_. Posons
n=dy+d_ et M, = Rg/pGLy, (ot Ry /r désigne la restriction des scalaires a la Weil). Notons
6 I'automorphisme de M,, donné par g — (g¢)~! et Mn la composante non neutre du groupe
non connexe M, x {1,0}. Alors G4 x G_ est un groupe endoscopique du groupe tordu ]\7”
Soient ¢4 € Premp(G4), - € Premp(G-) et I (¢,), TI% (¢_) les L-paquets correspondants
de représentations tempérées de G4 (F') et G_(F') respectivement. Posons ¢ = ¢ @ ¢_. La
correspondance locale de Langlands pour les groupes linéaires, prouvée par Harris-Taylor et
Henniart, associe a ¢ une représentation tempérée irréductible w(y) de M, (F'). On peut étendre
cette représentation en une représentation unitaire 7 () de M, (F) x {1,0} et on note 7(p) sa
restriction a Mn(F) D’apres Clozel [Clo87], 7(¢) possede un caractere que I'on note ©(,). On
impose alors a nos L-paquets les deux conditions suivantes :

e les caracteres Oy, = ) 64, ) Oos sont stables ;
e il existe un nombre complexe ¢ de module 1 tel que cOz ) soit un transfert de G,, X Oy .

Pour que cela ait un sens, il faut bien entendu fixer précisément les facteurs de transfert. On
renvoie pour cela a la section 3.2. Les conjectures sont les mémes pour G’. 1l suffit de remplacer G
par G’ et d par d’ dans les définitions sauf en ce qui concerne I’ensemble de caracteres €Gl(<p’ )
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on le définit comme I’ensemble des caracteres € de S, vérifiant €(z,) = pu(G). On renvoie a
la section 7.2 pour I’énoncé précis des conjectures, notamment en ce qui concerne ’endoscopie
classique. On a introduit dans nos conjectures des constantes non précisées. Cela entraine que
la correspondance de Langlands n’est pas uniquement déterminée par nos hypotheses. Plus
précisément, la composition des L-paquets I1% () est entierement déterminée par nos hypotheses
mais pas les bijections € — o (¢, €) qui elles ne sont déterminées qu’a une “translation” pres. On
montre en les sections 7.7 et 8.3 comment fixé précisément la correspondance. Dans le cas
quasi-déployé, on demande que la représentation correspondant au caractere trivial soit I'unique
représentation du L-paquet admettant un certain type de modele de Whittaker. Dans le cas
non quasi-déployé, on demande & notre paramétrisation de vérifier une instance de la conjecture
de Gan—Gross—Prasad. Ces choix dépendent d’un caractere additif non trivial 1/)% de E qui est
trivial sur F' (qui nous permet par exemple de choisir un type de modele de Whittaker en rang
pair). Des lors, les L-paquets et les paramétrisations sont uniquement déterminés.

Soient ¢ € Piemp(G) et ¢’ € Premp(G’) des parametres de Langlands tempérés pour G et G
respectivement. Soit ¢ = €, li; la décomposition de ¢ en composantes isotypiques. Comme
indiqué précédemment, on a une identification naturelle S, = (Z/27)! ". On définit un caractére
egﬁo, de S, par

cap((eier) = [[ e1/2.0i® ¢ )"
i€l

pour tout (e;);c;r € Sp = (Z/QZ)F et oll 1,/1% est le caracteére additif qui nous a permis de fixer la
correspondance de Langlands. Le facteur epsilon d’une représentation du groupe de Weil-Deligne
est défini comme dans [GGP12]. On définit de la méme fagon un caractere 65@’ de S,r. On vérifie
que

! D)
Egyw’(zso) = Eg,w(%') =e(1/2,0 @ ¢, V%).

En admettant les conjectures ci-dessus (précisées en la section 7.2), notre résultat principal
est le suivant (le théoréme 8.5.1).

THEOREME 1. Soient ¢ € ®remp(G) et ¢’ € Premp(G’). Alors :
(1) si w(G) # €(1/2,0 @ ¢, %), on a m(o,0') = 0 pour tous o € T%(y), o’ € N (¢') ;
(it) sip(G) = e(1/2,0 ® @', ¥), on a

m(o-(907 63@’)7 O-(Solv eg,ap’)) =1

et m(o,0') = 0 pour tous o € II(p), o' € I (') avec (0,0") # (o (e, egw), a(¢, egw/»

11 s’agit de la conjecture 17.3 de [GGP12] pour les modeles de Bessel des groupes unitaires
et restreinte aux représentations tempérées. Expliquons brievement comment on prouve le
théoreme 1. Rappelons que ’on a montré en [Beul2] une formule intégrale calculant la multiplicité
m(o,0’) en fonction des caracteres de o et ¢’. Par endoscopie classique on peut exprimer ces
caracteres en fonction de caractéres stables vivant sur des groupes endoscopiques elliptiques de
G et G'. Par endoscopie tordue cette fois, on peut exprimer ces caracteres stables en fonction
de caracteres sur les groupes tordus M,,. Dans [Beul4], on a montré une formule intégrale pour
certains facteurs epsilon de paires, similaire a celle pour la multiplicité, mais ot on remplace
les caracteres de o et ¢’ par des caracteéres sur des groupes tordus M, et M, avec n et m de
parités différentes. Finalement, on obtient une expression de m(o,c’) & partir de facteurs epsilon
de paires. C’est de cette expression dont découle le théoreme 1.
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Mentionnons aussi un autre résultat, le lemme 7.7.1, qui possede un intérét propre. On peut
Pénoncer ainsi : si G est quasi-déployé, pour chaque type de modele de Whittaker sur G(F), il
existe dans le L-paquet HG(cp) une unique représentation admettant un tel modele de Whittaker.
Il en va de méme pour G’ (il n’existe qu’un seul type de modele de Whittaker pour G'). Signalons
que cette propriété des L-paquets tempérés a déja été obtenue pour les groupes classiques par
Konno [Kon02].

Décrivons le plan de l'article. Dans la premiere section, on a rassemblé les définitions,
notations et résultats généraux sur les groupes, groupes tordus et groupes unitaires dont nous
aurons besoin dans la suite. On parametre dans la deuxieme section les classes de conjugaison
et conjugaison stable des groupes unitaires et des groupes tordus M,,. Dans la troisieme partie,
on fixe les facteurs de transfert et on les exprime en fonction des paramétrages précédents.
Les formules prouvées dans [Beul2| et [Beuld]| sont réexprimées dans la quatrieme section
sous des formes plus appropriées pour la suite. Dans la cinquiéme partie, on prouve, grace a
un résultat de Rodier, une formule donnant le nombre de modeles de Whittaker d’un type
fixé d’une représentation tempérée irréductible d’'un groupe unitaire de rang pair. Dans la
derniere section de cette partie (la section 5.6), on démontre une formule de transfert pour
cette multiplicité de Whittaker. Dans la sixieme partie, on prouve des formules de transfert
analogues pour la multiplicité m(c, ¢’) et pour certains facteurs epsilon de paires. On y utilise de
fagon cruciale les principaux résultats de [Beul2] et [Beul4d]. On précise nos hypotheses de travail
sur la correspondance de Langlands dans la septieme partie et on en déduit un certains nombre
de conséquences. C’est dans la huitieme est derniere partie que 'on démontre le théoreme 1.
Enfin, l'article contient une appendice ot on démontre une formule intégrale pour certains
facteurs epsilon de caracteres. La proposition de I'appendice est utilisée dans la preuve de la
proposition 7.6.1.

Cet article s’inspire bien évidemment grandement de la preuve par Jean-Loup Waldspurger
de la conjecture de Gross—Prasad pour les groupes spéciaux orthogonaux [Wall2]. Il apparaitrait
méme évident a qui compare les deux articles que les structures des preuves sont tout a fait
semblables. Il s’agit en fait d’une partie de la these de 'auteur sous la direction de Jean-Loup
Waldspurger. Je voudrais exprimer ici ma profonde gratitude a I’égard de ce dernier autant pour
avoir partager ses idées si fécondes que pour sa patience a répondre a mes questions. Je tiens
a remercier Wee Teck Gan, Atsushi Ichino ainsi que le rapporteur pour m’avoir fait remarquer
qu’il y avait une erreur de signe dans le lemme 5.3.1 (entrainant une contradiction entre le choix
des paramétrisations en la section 7.7 et les prédictions initiales de Gan, Gross et Prasad). Je
remercie aussi le rapporteur pour les nombreuses remarques et suggestions qui m’ont permis
d’améliorer grandement la présentation et la clarté de cet article.

1. Groupes, mesures, notations

1.1 Notations générales

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et £ une extension quadratique
de F. On notera O, pr, wr, kr, qr, valp et |- |p Panneau des entiers de F', son idéal maximal,
une uniformisante, le corps résiduel, le cardinal de kp, la valuation normalisée par valp(wp) = 1
et la valeur absolue définie par |z|p = ¢ valp(a) pour tout x € F. On définit de méme Opf, pg,
wg, kg, g, valg et |- |g. On notera N et Trg,/p les applications norme et trace de I'extension
E/F,  — T l'unique F-automorphisme non trivial de E que l’on notera aussi 7 /F et sgnp/p
I'unique caractere quadratique de F'* dont le noyau est N(E*). On fixe pour toute la suite un
caractére continu non trivial ¢ de F, une cloture algébrique F de F et un élément 6 € FE non nul
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de trace nulle. On pose ¢ = ¢ o Trp,p. Pour tout groupe algébrique G défini sur F, on notera
Rpg/rpG le groupe algébrique sur F' obtenu par restriction des scalaires a la Weil a partir de G.

1.2 Groupes et groupes tordus

Soit G un groupe réductif défini sur F'. On note g son algebre de Lie et on pose §(G) = dim(G) —
rg(G) ou rg(G) désigne le rang (absolu) de G. On désignera par Gy la sous-variété des éléments
semi-simples de G. L’action adjointe de G sur g sera notée ainsi

Gxg—g
(9. X) — ad(9)X = gXg .

Pour € G, on notera Zg(x), respectivement G, le centralisateur de z dans G,
respectivement le centralisateur connexe de x dans G. Un élément x € G sera dit fortement
régulier si Zg(x) est un sous-tore (forcément maximal) de G. On définit de la méme facon
la notion d’élément fortement régulier de g. On note Greg, respectivement greq, la sous-
variété des éléments fortement réguliers de G, respectivement g. On dira que deux éléments
2,y € Greg(F) sont stablement conjugués, s’ils sont conjugués par un élément de G(F). On
désigne par Greg(F')/conj, respectivement Gieq(F)/stconj, 'ensemble des classes de conjugaison,
respectivement classes de conjugaison stable, dans Geg(F'). On note les projections naturelles
Greg(F) = Greg(F)/conj et Greg(F) — Greg(F)/stconj par ¢¢, respectivement ¢ft. On dispose
d’une application naturelle ¢ /conj entre Greg(F)/conj et Greg(F')/stconj qui rend le diagramme
suivant commutatif.

2t /conj

Greg(F)/Conj Greg(F)/Stconj

%
el

Greg(F)

Soit T un tore. On notera Ap son sous-tore déployé maximal. On munit 7'(F') d’une mesure
de Haar de la fagon suivante : si T'(F’) est compact, on choisit la mesure de masse totale 1 ; si T
est déployé, on choisit la mesure qui donne au sous-groupe compact maximal de T'(F') la mesure
1 ; dans le cas général on choisit la mesure sur T'(F') compatible avec les mesures sur Ap(F') et
T(F)/Ar(F) = (T/Ar)(F) que l'on vient de fixer.

On peut munir Greg(F)/conj d'une structure d’espace F-analytique et d’une mesure
caractérisées par la condition suivante : pour tout x € Gieg(F') il existe un voisinage w de 1
dans Zg(z) tel que lapplication

w — Ghreg(F')/conj
t — ¢c(xt)

soit un isomorphisme qui préserve les mesures de w sur un voisinage ouvert de ¢g(x). On munit
de méme Geg(F')/stconj d'une structure de variété F-analytique et d’une mesure. L’application

gt /conj : Greg(F)/conj — Gieg(F')/stconj est alors un revétement analytique qui préserve
localement les mesures. Un élément x € Geg(F) sera dit anisotrope si G, est un tore anisotrope.
On note G(F')ani le sous-ensemble des éléments (fortement réguliers) anisotropes de G(F'). On
vérifie que la propriété d’étre anisotrope est invariante par conjugaison et conjugaison stable.
On notera G(F)ani/conj, respectivement G(F')api/stconj, ensemble des classes de conjugaison,
respectivement conjugaison stable, dans G(F')ani. Ces espaces s’identifient naturellement & des
ouverts de Greg(F)/conj et Greg(F')/stconj respectivement.
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Pour z € G(F') un élément semi-simple, on pose
D(z) = |det((1 — ad(x)) g/g, )| -

On désignera par Nil(g(F)) I'ensemble des orbites nilpotentes de g(F'). Fixons une forme
bilinéaire non dégénérée (-,-) sur g(F') invariante par l'action adjointe de G(F). Pour f €
C*(g(F)), on pose

F(X) = / FOV)B(Y, X)) dY  pour tout X € g(F)
g

ol dY est la mesure de Haar sur g(F) telle que f(X) = f(—X). Pour O € Nil(g(F)), on munit O
d’une mesure de la fagon suivante. En tout point X € O, la forme bilinéaire (Y, Z) — (X, [Y, Z])
sur g(F') se descend en une forme symplectique sur g(F')/gx (F'), c’est-a-dire sur I’espace tangent
a O au point X. Ainsi O est muni d’une structure de variété F-analytique symplectique et on
en déduit une mesure “autoduale” sur O via le caractere . On définit I'intégrale orbitale sur O
par

Jo(f) = /O F(X)dX

pour tout f € C°(g(F)). D’apres Harish-Chandra, [Har99, Theorem 4.4], il existe une fonction
7(0O,-) localement intégrable sur g(F) telle que

Jo(f) = / L @X)sx)ax
g

pour tout f € C(g(F)). Lorsque 'on voudra préciser le groupe ambiant, on notera 790,
plutot que 7(O,-). Les fonctions j(O, ) vérifient la propriété d’homogénéité suivante :

JOAX) = AR50, X)

pour tout O € Nil(g(F)), pour tout X € greg(F') et pour tout A € F*. Signalons que si A €
F*2 alors AO = O. On notera Nil(g(F))yeg le sous-ensemble de Nil(g(F)) constitué des orbites
régulieres c’est-a-dire des orbites qui sont de dimension §(G). Ce sous-ensemble est non vide si
et seulement si G est quasi-déployé sur F'.

Enfin on notera Temp(G) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations (complexes)
irréductibles lisses et tempérées de G(F). Pour o € Temp(G), on notera E, un espace vectoriel
complexe sur lequel se réalise la représentation o, ¢V la représentation contragrédiente de o et
O, le caractere de Harish-Chandra de ¢ (vu comme une fonction localement intégrable sur le
groupe). -

Soit (M, M) un groupe tordu défini sur F. Cela signifie que M est un groupe réductif connexe
défini sur I et que M est une variété définie sur F, vérifiant M (F') # @, et munie de deux actions
commutantes a gauche et a droite de M qui font chacune de M un espace principal homogene
sous M. On note

M x M x M — M

(m,m,m') — mmm/

les actions a gauche et a droite de M sur M. Pour i € M , on note 07 'automorphisme de M
tel que mm = 65 (m)m pour tout m € M. On note Zys () le centralisateur de m dans M pour
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I’action par conjugaison, c’est-a-dire le sous-groupe des points fixes de 05, et My la composante
neutre de Zy/(m). On dira que o est fortement régulier si Zy/(mn) est abélien et My est un
tore. On note Mreg la sous-variété des éléments fortement réguliers et ]\Zeg(F) /conj lensemble
des classes de conjugaison d’éléments fortement réguliers de M(F (F). On dit que deux éléments de
]\Zeg(F ) qu’ils sont stablement conjugués s’il sont conjugués par un élément de M (F). On note

M,eg(F') /stconj I'ensemble des classes de conjugaison stable de Mreg( ). On dispose, comme
dans le cas des groupes, d’un diagramme commutatif naturel

st ;
— ¢M /conj —

M;eg(F)/conj M,eg(F) /stconj

Pxr

Meg(F)

On peut munir ]\Zeg(F )/conj d’une structure d’espace F-analytique et d’une mesure
caractérisées par la propriété suivante : pour tout m € ]\Zeg(F ), il existe un voisinage ouvert w
de 1 dans My, (F') de sorte que 'application t € w — ¢, (t/m) soit un isomorphisme qui préserve
les mesures de w sur un ouvert de ]\A/freg(F )/conj. On munit de la méme fagon ]\Zeg(F )/stconj
d’une structure F-analytique et d’une mesure. L’application qbs,]\tz/ conj est alors un revétement
analytique qui préserve localement les mesures. L’action de 03 sur Ag est la méme quel que
soit m € M. On note Ag la composante neutre du sous-groupe des points fixes de Ag pour
cette action. Un élément T € ]\Zeg(F ) sera dit anisotrope si Mz est un tore anisotrope. On
notera M (F)ani le sous-ensemble des éléments (fortement réguliers) anisotropes de M (F). On
vérifie que la propriété d’étre anisotrope est invariante par conjugaison et conjugaison stable.
On note M (F)ani/conj, respectivement M (F)ani/stconj, Pensemble des classes de conjugaison,
respectivement conjugaison stable, dans M (F)ani- Ces espaces s’identifient naturellement & des
ouverts de ]\A/freg(F )/conj et ]\Zeg(F ) /stconj respectivement.

Soit # € M. On dit que Z qu'il est semi-simple s’il existe une paire (B,T) formée d’un
sous-groupe de Borel B de M et d’un tore maximal T' de B (on ne les suppose pas définis sur F')
qui est stable par 6z. On notera MSS la sous-variété des éléments semi-simple. Pour z € MSS(F)
on pose

DY(z) = |det(1 = 0z) jm/m, |-

Supposons de plus Z fortement régulier. Alors Mj; est un tore et son centralisateur dans M
est un tore maximal 7. On pose alors

Dy (%) = |det(1 = 0z) il -

1.3 Les groupes unitaires et leurs orbites nilpotentes réguliéres

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V,h) formé d’un espace vectoriel de dimension
finie sur E et d’une forme hermitienne non dégénérée h sur V. Nos formes hermitiennes seront
par convention linéaire en la deuxiéme variable. A un tel couple est associé un groupe unitaire
G =U(V,h). C’est un groupe réductif connexe défini sur F'. Soit (V,h) un espace hermitien de
dimension d et de groupe unitaire G. L’algebre de Lie g(F') s’identifie alors naturellement au
sous-espace des endomorphismes E-linéaires X € Endg(V') qui vérifient

h(Xv,v") + h(v,Xv") =0
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pour tous v,v’ € V. Pour tous X, X’ € g(F), on pose
(X, X') = 3 Trp/p(Tr(XX")).

On vérifie que (-, -) est une forme bilinéaire non dégénérée G-invariante. On peut alors appliquer
les constructions du paragraphe précédent associées a un tel choix.

Si d est impair ou d = 0 alors G est quasi-déployé et g(F') ne possede qu'une seule
orbite nilpotente réguliere. Si d > 2 est pair et que G n’est pas quasi-déployé, alors g(F') ne
possede aucune orbite nilpotente réguliere. Enfin si d > 2 est pair et que G est quasi-déployé,
il existe deux orbites nilpotentes régulieres dans g(F). On peut paramétrer ces orbites par
(Ker Trg,r \{0})/N(E>) de la fagon suivante : on fixe une base (€;);—+1,....+a/2 de V vérifiant

h(ei, ej) = (Sl'ﬁj

pour i,j = +1,...,4+d/2 et ou §; _; est le symbole de Kronecker. Soit 7 € Ker Trg,r non nul. On
définit un élément N, € g(F) par Nyeq/o = 0, Nye; = ej41 pouri=1,...,d/2—1, Nye; = —eiq1
pour i = —d/2,...,—2 et Nye_1 = nei. Alors N, est un élément nilpotent régulier et I'orbite
qu'il engendre ne dépend que de 1 modulo N(E*) (et pas du choix de la base (e;)). On note O,
cette orbite. On obtient ainsi une bijection entre (Ker Trg,p \{0})/N(E>) et Nil(g(F))reg-

Supposons que G est quasi-déployé. Soit B un sous-groupe de Borel et T4 C B un tore
maximal, tous deux définis sur F. Notons W& = W(G, Tyq) = Normg gy (Tya) /Tqa(F) le groupe
de Weyl de G. On a alors [W%| = w(d), olt on a posé pour tout entier d > 0,

(1)

(@ = 24/2(d/2)! si d est pair,
- 2(d*1)/2((d —1)/2)!' sid est impair.

Pour tout entier > 0, on fixe un E-espace vectoriel Zo,11 de dimension 2r + 1 ainsi qu’une
base (2;)i=041,.. +r de celui-ci. Pour tout v € F*, on notera alors hg,1, la forme hermitienne
sur Zs,41 définie par

h<)\ozo + Z Nizi + A_iz_i, A\gzo + Z Nizi + /\l_izi) = Vo)) + in)\'_i + AN,
i1

i=1,...,7 i=1,...,r

pour tous (A;)i=o,41,...4r, (Ai)iz0.41,. 4y € B L

2. Parameétrages

2.1 Espaces de parametres
Dans ce qui suit, on entendra par extension de F' un sous-corps de F' qui contient F'. On définit
Z comme 'ensemble des quadruplets & = (I, (Fy;)ier, (Fi)ier, (yi)icr) ou :

— I est un ensemble fini ;

— pour tout ¢ € I, Fy; est une extension finie de F' et F; = Fy; ®p E. On note 7, = Id ®Te/F
I'unique Fi;-automorphisme non trivial de F; ;

— pour tout ¢ € I, y; est un élément de FiX vérifiant y;7;(y;) = 1.

Pour un tel £, on notera I'* I’ensemble des 7 € I tels que F; soit un corps et on posera

de =Y [Fi;: F] =Y [F: E].

el el
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Pour d € N, on notera Z; I'ensemble des éléments { € Z vérifiant d¢ = d, Z* 'ensemble des
éléments £ € Z vérifiant [* = I et Z; = E;NZ". On définit un isomorphisme entre deux éléments
&= (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (Wi)ier) et & = (I', (FL)ver, (F)ver, () iver) de E comme étant un
triplet (¢, (¢+i)ier, (ti)ier) o :

— 1 : I — I’ est une bijection ;

— pour tout ¢ € I, t4; : Fyy — F’ib(i) est un F-isomorphisme et ¢; = t4; ® Idg : F; — FL’(Z.) est
le F-isomorphisme déduit.

Ce triplet devant vérifier la condition supplémentaire

ti(yi) = yi(i) pour tout ¢ € 1.
Un élément £ € = sera dit régulier si I'identité est son seul automorphisme. On note =,
le sous-ensemble des éléments réguliers de Z. On définit Z, respectivement Z,¢4, respectivement

Ed, respectivement =* comme 'ensemble des classes d’isomorphisme de E, respectivement =,

=k Tk

respectivement Z;, respectivement Z*. On posera Eiegq = Zg N Sreg, 2y = Zq N 27, Elegd =
Edreg NE*. On identifiera toujours une classe d’isomorphisme de parametres a un élément qui la
représente.

Pour 5 = (I, (Fj:i)ie[, (Fi)ie[, (yi)ief) S Ereg, introduisons le tore

Te = | [ Ker Ngp.,.
el

C’est un tore défini sur F. L’espace Z¢e peut étre muni d'une structure de variété analytique et
d’une mesure caractérisées de la facon suivante : pour tout & = (I, (Fis)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € Ereg,
il existe un voisinage ouvert w de 1 dans T¢(F') tel que l'application w — Z;eg

(ti)ier = (I, (Fwi)ier, (Fy)ier, (yiti)ier)

induise un isomorphisme qui préserve les mesures de w sur un ouvert de Z,¢. Soient &y =
(s (Fri)ier, s (Foier,, (Yi)ier, ), & = (I-, (Fyi)ier_, (Fi)ier_, (Yi)ier_) € =. On définit alors
&y UE € = comme étant égal & (I, (Fyi)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) ou I = I U T_. Si & L& est
régulier, il en va de méme de &, et £_. De plus, Iapplication (£,,6.) € 22— &, UE €=
préserve localement les mesures au voisinage des éléments de Speg.

Soit & = (I, (Fii)ier, (Fi)ier, (Yi)icr) € Ereg. On lui associe le groupe abélien fini

C(§) = H FiXi/NFi/Fii (FZX)

i€l

Ce groupe s’identifie naturellement & {#1}/". On notera C(&)! le sous-groupe des éléments
dont le produit des coordonnées vaut 1 et C(&)~! = C(6)\C(&)!. Pour i € I, notons T'(y;)
I’ensemble des éléments ~; € Ff tels que ’yin(’yi)_l = 1;. On pose

L) = Hr(yi)/NFi/Fii(Fix)'

il

C’est un espace principal homogene sous C(§).
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2.2 Paramétrages des classes de conjugaison

Soit (V, h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G. Soient & = (I, (F4;)icr,
(Fy)ier, (Yi)ier) € Epeg.a et ¢ = (¢i)ier € [ [ e F5;- Introduisons 'espace hermitien (Ve ., he ) ainsi
défini :

* Vee=@ics Fi s
o hec(DierTis Dier ¥5) = ey Tracer,  p(cizimi(:)).

La classe d’isomorphisme de (Vg ., he ) ne dépend que des images de & et ¢ dans Eyeg q €t
C(&) respectivement. De plus, il existe un unique € € {£1} de sorte que (Vg ¢, he o) soit isomorphe
a (V, h) si et seulement si ¢ € C(£)°. Pour un tel ¢, fixons un isomorphisme (V, h) ~ (Ve ¢, he o) et
notons z(, ¢) I'élément de Greg (F') qui via cet isomorphisme agit sur V¢ . comme la multiplication
par y; sur F; C Vg .. La classe de conjugaison de z(¢, ¢) ne dépend que des images de £ et ¢ dans
Ereg,d et C(§) respectivement (donc notamment pas de I'isomorphisme choisi). Toutes les classes
de conjugaison dans Gyeg(F') sont ainsi atteintes pour un unique & € Zeg,4 €t un unique c € C(§).
De plus, la classe de conjugaison stable de z(&,c) ne dépend elle que de § € Z;eq . On obtient
ainsi un diagramme commutatif

. &/ conj .
Gheg(F)/conj Gheg(F)/stconj
K /
P
Ereg,d

ou pg est un isomorphisme F-analytique qui préserve les mesures de Gieg(F')/stconj sur un
ouvert de Z,¢g.q4 €t pg est un revétement au dessus du méme ouvert. La fibre en un point £ de
ce revétement s’identifie & une classe C(£)¢ C C(§). Une classe de conjugaison (respectivement
conjugaison stable) est anisotrope si et seulement si son image par pg (respectivement psc'j)

appartient a Efeg d-

Soit U un espace vectoriel sur £ de dimension n, M = Rp,/pGL(U) et M la variété
algébrique définie sur F' des formes sesquilinéaires non dégénérées sur U. Tout comme les formes
hermitiennes, on ne considere que des formes sesquilinéaires qui sont linéaires en la deuxieme
variable. On laisse agir M a gauche et a droite sur M de la facon suivante

(manm/) (u, w') = m(m ™ u, m'u)

pour tout m € M et pour tous m,m’ € M. Le couple (M, M) est un groupe tordu. Soit £ =
(I, (Fy)icr, (Fy)ier, (yi)ier) € Zregn €t fixons un isomorphisme E-linéaire

M ~ @ F,.
el

Pour v = (vi) € [[;c; (%), introduisons I'élément (&, ) € Myeg(F') qui via I'isomorphisme
précédent est donné par la formule

a6 (S X ut) = X Tracer,ouri(us)i).

i€l el i€l
Alors la classe de conjugaison de Z(,~y) est bien définie et ne dépend que des images de £ et
v dans Eegn et I'(€) respectivement. Toutes les classes de conjugaison dans Myeg(F) sont ainsi
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atteintes pour un unique £ € Z,eg, et un unique v € I'(€). De plus, la classe de conjugaison
stable de (¢, v) ne dépend elle que de £ € Zegn. On obtient ainsi un diagramme commutatif

— @t /conj —
M;eg(F') /conj = Meg(F) /steonj
Pyr
Ereg,n

ol pj\% est un isomorphisme F-analytique de Meg(F')/stconj sur Zpeg n €t py; est un revétement.
La fibre en un point £ de ce revétement s’identifie & I'(§). Par contre, I’application pj\ﬁ/[ ne
préserve pas les mesures et son jacobien vaut |2|%. En effet, soient §& = (I, (Fii)ier, (Fi)icr,
(Yi)ier) € Eregn €ty € I'(€). Posons m = Z(§, ) en ayant effectués les choix nécessaires. On a alors
un isomorphisme T¢ ~ My, qui a t = (¢;);cr € T¢ associe I'élément de My, qui agit sur F; comme
la multiplication par ¢;. Modulo cet isomorphisme, pour tout ¢t = (¢;);er € My (F), la classe de
conjugaison stable de mt est paramétrée par (I, (Fl;)ier, (Fy)ic1, (yit?)icr). L’application Mgz —
M,eg(F) /stconj, t — qb?\%(mt) préserve localement les mesures au voisinage de l'origine, tandis
que 'application

Tg(F) — Ereg,n
(ti) = (I, (Fi)ier, (Fy)icr, (Yitd)ier)

est de jacobien |27 & l'origine. Ceci entraine 'affirmation sur le jacobien de pj\%.
Remarquons enfin qu’une classe de conjugaison (respectivement conjugaison stable) est
anisotrope si et seulement si son image par p;; (respectivement pj&l) appartient a E;‘eg,n.
2.3 Définition de facteurs sur les parametres
On vient de voir comment paramétrer les classes de conjugaison et de conjugaison stable
(suffisamment régulieres) des groupes unitaires et de certains groupes tordus. Dans ce
paragraphe, assez aride, on définit plusieurs fonctions sur les espaces de parametres. Il y a
tout d’abord certaines fonctions déterminants qui apparaitront maintes fois dans la suite de
Particle (la fonction A et les fonctions D?). On définit aussi deux fonctions A, , , et A
qui s’avéreront plus tard étre des facteurs de transfert (cf. les paragraphes 3.1 et 3.2).
Soient & = (I, (Fii)icr, (Fi)ier, (Yi)icr) € Zreg. Pour tout i € I, on note ®; I’ensemble des
homomorphismes non nuls de E-algebres de F; dans F'. Définissons un polynome P; € E[T] par

P(T) =] [T (T - ¢(w:)).

i€l ped;

P s~

Posons
A) = |P(1)[e-

Soit (Vg, he) un espace hermitien de dimension dg¢, de groupe unitaire G¢ et soit t € Gg req(F)
dont la classe de conjugaison stable est paramétrée par £. Posons

A(t) = [det(1 - t) v, |-

On a alors
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Soit d > d¢ un entier et (Z,hz) un espace hermitien de dimension d — d¢. Soit G' le groupe
unitaire de (Z,hz) ® (Vg, he). Alors t est un élément semi-simple de G(F) et on pose

DY) = DE(1).

Cette fonction ne dépend que de d et & (donc pas des choix de (Vg, he), t et (Z,hz)). On pose
D(€) = D%(¢). On a alors la relation

DU(&) = A(Q)T%D(¢).

Soient £ = (Iy, (Fyi)ier,, (Fi)ier,, Yi)ier, ) € Ereg, §— = (I, (Fxi)ier_, (Fi)ier_, (Yi)ier_) €
Ereg €t iy, p— deux caracteres continus de E*. Posons { = L UE, I =1 U, d_ =de_,
d4 :d§+ et d:dg.

Pour ¢ = (¢;)ier € C(§) et v € F*, on pose

Dy w(Er 62, 0) = p(Pe_ (= 1) s (Pe, (1) T senppy, (vCi) (1)
el
ou 1-d/2
= —5_d_1ciP€’(yi)P5(—1)_1yi1 o si d est pair,
—5_d_1ciP§’(yi)P§(—1)_1y£ —D/ (1+wy;) sid estimpair.

On verra en la section 3.1 que les fonctions A, ,,_, correspondent a certains facteurs de transfert
pour les groupes unitaires.
Pour 7 = (1)ict € T(€), on pose

Dy gi (€4 6207) = p=(Pe_ (1) (P (1)) [T semp e, (Ci) (2)
i€l

ou cette fois

C; = _57d717i_lpé(yi)P§(—1>7lyl~1_d/2(1 + ;) sid est pair,
_(rdil%_lpé(yi)Pg(—l)fly@_d)/z si d est impair.

)

Comme précédemment, les fonctions A, ,  sont en fait des facteurs de transfert, cette fois pour
une endoscopie tordue (cf. la section 3.2).

Remarquons que dans les formules (1) et (2), on peut remplacer le produit sur /_ par un
produit sur I* car pour ¢ € I_\I*, on a sgnp, /p,, = 1. On aura besoin du lemme suivant dont
la démonstration, un calcul direct, est laissée au lecteur.

LEMME 2.3.1. Soient a € E et b € Ker Trg,p tous deux non nuls. Pour A € F'* assez proche de
0, on pose :
e (u(\) = (E,ExE, (e’ e %)) € Zy g (011 0n a identifié EQp E et E x E via I'isomorphisme
@y (vy,7y)) ;
o (H(N) = (F,E, M) € Ey yeg.

Soient {1 ,{_ € Epeg €t puy, p— deux caractéres continus de E*. On pose dy = d¢, , d_ = d¢_,
d=dy +d_ et £ =& UE_. Remarquons que, pour tout A € F* assez proche de 0, on a

CEUG(N) =C(&), C(EUG(AN))
F(g - Ca(A)) = F(f)a F(f U Cb(A))

= C(§) x F*/N(E™)
= I(&) x T(G(N)-
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On a les égalités suivantes :
(A) Sl M—HN(EX) =1let H—‘N(EX) = 1, alors
(1) Ay w6+ UGN, €-s0) = pp () Apy o w (€45 6-50) 5
(i) Apypow(Er €= UCaN),0) = p () Apy (€4, 6-,0) 5
(il)) Apyp (§+ U Ca(A),E-,7) = () Ay o (€6,62,7) 5
(iv) Apyp (§4:€-UCa(N),y) = N—(em) TN ( S 7) ;
pour tout v € F*, pour tout ¢ € C(£), pour tout v € I'(§) et pour tout A € F* tel que e
soit défini.

(B) Sipypx = sgndE_/F, alors

) /\_)(l)'gréFX pg i w (& U G(A), 6, (e, ep))
P: (1
=Dy w(&4,6-,0)sgnp p <5_d Pz((—i)) :
) Méij%m pn (4 UGN, €, (7, ™))

Pe_(1)
s (£+> g ) 7) sgn <5_d ) ;
N-‘r H— E/F Pg_(—l)
pour tout v € F*, pour tout ¢ € C(§), pour tout v € I'(§) et pour tout ¢, € F* /N (E™).
(C) Sip_jpx = sgndg/F, alors

lim Ay (4,6 UG(A), (¢, )

A= 0, EFX

P (1
= Aup o w(§4,6-50) Sglp/ <5_d+P:r((_i)> : SgnE/F((_l)d—chy)

pour tout v € F*, pour tout ¢ € C(§) et pour tout ¢, € F*/N(E™).

(D) Sip_jpx = sgndg/;l, alors

m Ay, (60,60 UGN, (1, e™?))

)\—>07/\6FX
Pe, (1)
—d4 &+ . _1\d
Ay (6456 ,W)SgnE/F<5 P§+(—1)> sgnp p((—1)%).

3. Endoscopie

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F et soit (H,s,”¢) une donnée endoscopique
de G, cf. [LS87, 1.2]. Cela définit une application, appelée la correspondance endoscopique,
d’un sous-ensemble de Heg(F)/stconj, dont on qualifie les éléments de G-fortement réguliers,
vers Gheg(F')/stconj. On dira que x € Greg(F)/conj et y € Hyeo(F')/stconj se correspondent si

st /conj(z) est P'image de y par cette application. Pour définir des facteurs de transfert, il convient
de fixer une forme intérieure quasi-déployée G de G, un torseur intérieur g : G — G et un
épinglage défini sur F' de G & G(F')-conjugaison pres. Cette derniére donnée revient a celle d’une
orbite nilpotente réguliere de g(F) (cf. [LS87, lemme 5.1.A]). Avec ces données, on peut définir
des facteurs de transfert relatifs Ay c(y,2;7,T) ot y € Hyeg(F)/stconj et @ € Greg(F)/conj
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respectivement § € Hyeq(F')/stconj et T € Greg(F')/conj se correspondent. D’apres une remarque
de Kottwitz, si on fixe un cocycle u : Gal(F/F) — G vérifiant ¥)g o 0(g) = u(c)o o g(g)u(o)~!
pour tous g € G et o € Gal(F/F) (il n’en existe pas toujours), on peut alors définir des facteurs
de transfert absolus Ag (y,x). Ces facteurs de transfert dépendent du cocycle u et non pas
seulement de sa classe de cohomologie. On suppose que 'on a fixé un tel cocycle u.

Soient © une distribution localement intégrable invariante par conjugaison sur G(F) et @7
une distribution localement intégrable invariante par conjugaison stable sur H(F') (on dit alors
que O est stable). On dira que © est un transfert de © si on a 'égalité

O(z)D%(2)'* = Z@)H ) DY ()2 Ap . (y, x)

pour tout z € Greg(F)/conj, ou la somme porte sur les y € Hyeg(F)/stconj qui sont en
correspondance avec .

Soit (M, M ) un groupe tordu. On suppose M déployé et on fixe un élément 6 € M(F (F).
On suppose qu’il existe un épinglage défini sur F' de M qui est invariant par ¢;. On fixe alors
une orbite nilpotente réguliere de my(F). Soit (H,s,”¢) une donnée endoscopique de (M, M )s
cf. [KS99, 2.1]. On dispose alors d’une application, appelée correspondance endoscopique, d’un
sous-ensemble de H,eq(F)/stconj, dont les éléments sont qualifiés de M-fortement réguliers,
vers Mreg(F)/stconj. Deux éléments y € Hyeo(F')/stconj et T € ]\Zeg(F)/conj sont dits en
correspondance, si qbsr]\%/ conj(Z) est I'image de y par 'application précédente. On dispose d’un

facteur de transfert Ay 17 (y, ) défini pour tout y € Hieg(F)/stconj et 2 € ]\Afmg (F)/conj et qui

est non nul si et seulement si ¥ et y se correspondent. Soient © une distribution localement
intégrable invariante par conjugaison sur M (F) et ©F une distribution localement intégrable
invariante par conjugaison stable sur H(F'). On dira que O est un transfert de O, si on a
I’égalité

é(~) 1/2 Z@H DH )1/2AH7M(y7i_)

pour tout T € ]\fé\[/reg(F)/conj7 ou la somme porte sur les y € Hyeo(F')/stconj qui sont en
correspondance avec .

3.1 Endoscopie classique pour les groupes unitaires
Soient (V,h), (Vi,hy) et (V_,h_) trois espaces hermitiens de dimensions respectives d, d, d_
et de groupes unitaires respectifs G, G4+ et G_. On fait les hypotheses suivantes :

e d=dy+d_;
e G, et G_ sont quasi-déployés.

Alors G4 x G_ est un groupe endoscopique de G. Il y a un certain nombre de choix a
faire pour fixer la donnée endoscopique (cf. [Wall0, 1.8]). Certains de ces choix sont inoffensifs
(correspondant aux parametres zy et z— de [WallO, 1.8]). Mais d’autres, dont dépendent les
facteurs de transfert, doivent étre précisés. Ce sont les caractéres pu* et pu~ du paragraphe
1.8 de [Wall0]. On suppose donc choisi deux caractéres continus gy, pu— : E* — C* dont les

et sgnd On fixe alors la donnée

restrictions & F'* coincident respectivement avec sgn E/F"

EJF
endoscopique comme en [Wall0, 1.8].

On doit encore fixer quelques données supplémentaires pour que les facteurs de transfert
soient bien définis. A savoir une forme intérieure quasi-déployée G de GG, un torseur intérieur

Y : G — G, un l-cocycle u : Gal(F/F) — G et une orbite nilpotente réguliere dans g(F).
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Fizons dorénavant (et jusqu’a la fin de larticle), un élément vy € F*. Introduisons ici la
condition (QD) suivante

(QD) : les groupes unitaires de (V, h) et (V,h) & (Z1, h1,,) sont quasi-déployés.

Si d est pair cette condition est équivalente a ce que G soit quasi-déployé. On posera

1 si(V,h) vérifie (QD),
—1 sinon.

p(Vih) = {

On fixe les données supplémentaires (G, g, u, Q) de la fagon suivante :

e siu(V,h) =1,onpose G=G, vg=Idgetu=1;

e si u(V,h) = —1, il existe un unique espace hermitien (& isomorphisme pres) (V,h) de
dimension d vérifiant (QD). On pose G = U(V, h). Les formes sequilinéaires h et h s’étendent
naturellement en des formes E ® 5 F-sesquilinéaires sur V @ F et V @ F respectivement.
On note encore h et h ces prolongements. Fixons un isomorphisme E ®p F-linéaire 3 :
V®r F — V ®p F qui transforme h en h. On pose ¥g(g) = BgB~! et u(o) = Ba(B)~! ;

e si d est impair ou d = 0, il n’y a qu’une seule orbite nilpotente réguliere dans g(F'). On la
note O ;

e si d > 2 est pair, on pose O = O,y5 (ot § € Ker(Trg/p) — {0} est 'élément fixé en la
section 1.1 et on se sert du paramétrage des orbites nilpotentes régulieres de g(F') donné
en la section 1.3).

Ces données permettent de définir une correspondance entre classes de conjugaison stable
semi-simples régulieres de G(F) et les classes de conjugaison stable semi-simples G-régulieres de
G1(F) x G_(F). Via les applications pf, pﬁh X pd , une classe de conjugaison semi-simple
stable (§4,£-) € Eregd, X Eregd_ st G-réguliere si et seulement si & L& € Epegq ot la
classe de conjugaison stable £ € Im(p$) lui correspond si et seulement si & = & U &_. Soient
Yy € Gy reg(F)/steonj, y— € G_ reg(F)/stconj et y € Ghreg(F)/conj. Posons &y = pSCL(yJF),
& =p8 (y-), € =pa(y) et supposons que £ = &4 UE_. Soit ¢ € C(§) qui parametre la classe de
conjugaison de y. On a alors

Acxc_,c((Y+,9-),9) = Ay o (§4, €5 0)

cf. [Wall0, 1.10], le i de cette référence vaut ici (—1)(@=2/25uq si d est pair et (—1)@=3)/2yq si
d est impair. Remarquons que la formule 2.3(1) ne coincide pas tout & fait avec celle de [Wall0,
1.10]. En effet, on y a apporté la simplification

1o (Pe_(0)Pe_ (=)™ (Pey (0)Pe, (—1)7™) = po(Pe_ (—1)pa (P, (~1)).

3.2 Changement de base pour les groupes unitaires

Soient U un FE-espace vectoriel de dimension d et (Vi,hy), (V_,h_) deux espaces hermitiens
de dimension respectives d4 et d_. Introduisons le groupe tordu (M, M ) associé a U comme
en la section 2.2 et G4, G_ les groupes unitaires respectifs de (Vi,h4), (V_,h_). On fait les
hypotheses suivantes :

e G, et G_ sont quasi-déployés ;
[ ] d+ —|— df — d
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On peut alors considérer G4 x G_ comme un groupe endoscopique tordu de (M, M ). Pour
cela il faut fixer une donnée supplémentaire (cf. [Wall0, 1.8]) : deux caracteres p4 et u— de E*

et Sgnd ! respectivement (il faudrait aussi

E/F E/F
fixer un couple de nombres complexes (z;, z—) mais ce choix n’importe pas). La correspondance
endoscopique, elle ne dépend pas du choix de ces caracteres car la classe d’équivalence de la

donnée endoscopique est bien définie. Elle dépend en revanche du choix d’un point base de M (F').

dont les restrictions & F* coincident avec sgn

Pour cela, on fixe une base (u;)j=1,..4 de U et on prend pour point-base I’élément 05 € M (F')
défini par
Oa(uj, ur) = (—=1)* 6485011
On peut alors décrire la correspondance endocopique a l’aide des espaces de parametres de
la fagon suivante : une classe de conjugaison stable de G4 (F') x G_(F') paramétrée par (£,
£_) € Ereg,dy X Zregd_ €st M. -réguliere si {4 LI € Eeg,q et de plus elle correspond a la classe
de conjugaison stable { € Eg e de M (F) si et seulement si & = &4 LI &_. Pour pouvoir définir
des facteurs de transfert, il faut encore fixer une orbite nilpotente réguliere dans mg,(F') (ou,
rappelons le, Mpy, est le centralisateur connexe de 64 dans M et my, est son algebre de Lie). On
choisit cette orbite nilpotente réguliére de la fagon suivante :
e si d est impair il n’y en a qu'une seule et on choisit donc celle 1a ;

e si d est pair on choisit 'orbite contenant 1'élément N défini par Nu; = 0 et Nu; = —u;_1
pour j =2,...,d (ou (uj)j=1,. 4 est la base de U qui nous a servi a définir 6).

Soient & € ]\Zeg(F) et Yy = (Y4,Y-) € G4 reg(F) X G_ 1eg(F') dont les classes de conjugaison
stable se correspondent. La classe de conjugaison de & est paramétrée par £ € Zpegq €t v € ['(§)
tandis que la classe de conjugaison stable de y est paramétrée par (§1,&-) € g, reg X Zd_ reg-
On a alors

A(i’,y) u+,,u (€+7§ f)/)

cf. [Wall0, 1.10], le 5 de cette référence vaut ici (—1)96%+1. Remarquons que la formule 2.3(2)
ne coincide pas tout a fait avec celle de [Wall0, 1.10]. En effet, on y a apporté la simplification

pi—(Pe_(0)Pe_(—=1)"" )y (Pe, (0)Pe, (1))

= j—(Pe_ (1) (Pe, (=) [ senpme, (-1).
el

4. Deux formules revisitées

4.1 Rappel : une formule pour la multiplicité
Soient (V,h) et (V’,h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d’ et de groupes
unitaires respectifs G et G’. On suppose que :

e d pair et d’ impair.

Posons r = (d —d' —1)/2sid>d et r=(d —d—1)/2 si d > d. On effectue I'hypothese
supplémentaire suivante :

Sid>d,(V,h) est isomorphe & (V', 1) & (Zar11, har+1.,) et sid > d, (V' ') est
isomorphe a (V, h) & (Zar41, hor41,—up)- (1)

Fixons un tel isomorphisme, cela définit un plongement de G dans G’ ou de G’ dans G
(suivant que d' > d ou d > d'). Soient o € Temp(G) et ¢’ € Temp(G’'). On définit comme
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en [Beul2, section 4] une multiplicité m(co, o). Rappelons en la définition. On suppose pour fixer
les idées que d > d'. Rappelons que Zs,,1 admet une base (2i)i=0,41,...,4r. S0it P le sous-groupe
parabolique de G qui préserve le drapeau de sous-espaces totalement isotropes suivant

Ez,. CEz ®FEz._1C---CEz®---® FEz.

On a alors G’ C P. Notons U le radical unipotent de P. On définit un caractere £ de U(F) en

posant
é(u) = ¥ (Z B, u>)
i=1

pour tout u € U(F). La conjugaison par G'(F) stabilise £&. Notons Homer ¢(0, 0’”) V'espace
des applications linéaires ¢ : E, — E_v (ou E, respectivement F_v désignent les espaces des
représentations o et o’ respectivement) vérifiant

Coolg'u) = E(w)o’ (g) o ¢

pour tous g’ € G'(F), u € U(F). On pose alors m(o, 0’) = dim Homgr ¢(o,0""). D’aprés [AGRS10]
et [GGP12], cette multiplicité vaut 0 ou 1. Remarquons que notre convention differe ici de celle
de [Beul2] : la multiplicité m(c,o’) est celle notée m(o,0’”) dans [Beul2]. On a démontré
en [Beul2, théoreme 17.1.1] une formule calculant cette multiplicité. Explicitons la. Elle
comprend deux ingrédients essentiels : un ensemble de tores 7 ainsi que deux fonctions c,
et ¢, définis & partir des caracteres des représentations o et ¢’. Commencgons par rappeler la
définition de ¢, et ¢,7. Plagons nous dans le cadre plus général suivant : H est un groupe réductif
connexe défini sur F' et 7 est une représentation irréductible lisse de H(F'). A 7, on peut associer
une fonction

¢t Hs(F) — C

de la fagon suivante. Soit z € Hg(F'). D’apres Harish-Chandra [Har99, Theorem 16.2], le caractere
O, de la représentation m admet au voisinage de z un développement de la forme

Or(zexp(X)) = Z cr.0(2)7(0,X) pour X proche de 0 dans g, (F)
O€Nil(g (F))

ou les ¢ () sont des nombres complexes. Tous les autres termes ci-dessus ont été définis dans
la section 1.2. Maintenant, on pose

1
cr(z) = INil(gs )reg| Z cr0(x) 2
INi (gx)reg‘ O€eNil(gz)reg

otl, rappelons le, Nil(g; )reg désigne I’ensemble des orbites nilpotentes régulieres dans g, (F'). Cette
construction générale fournit en particulier deux fonctions

¢o: Ggs(F) = C
cor s Gig(F) — C.

Reste a définir ’ensemble de tores 7. Définissons d’abord un ensemble d’espaces hermitiens H.
Supposons d > d'. Alors H est l’ensemble des sous-espaces hermitiens W de V' tels que les
groupes unitaires des orthogonaux de W dans V et V' soient quasi-déployés. Pour W € H, on
note U(W) le groupe unitaire de W et To(W) l'ensemble des tores maximaux elliptiques de
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UW). Pour T' € Ten(W), on note W(T') = Normy ) (T)/T(F) le groupe de Weyl de T
Posons

T= || Ta(W).
Wen

Alors, T sera un ensemble de représentants dans 7 des classes de conjugaison par G'(F). Les
définitions sont les méme dans le cas d’ > d en intervertissant V, V' et G, G'.
Posons

mgeom(aa UI) = mgeom(o'/a U)
=2 W@ lim | er(t) () DO DY (1) AT e
= =0 ey

ou la fonction A a été définie en la section 2.3. Cette expression a un sens et d’apres le
théoreme 17.1.1 de [Beul2], on a I’égalité

m(o,0') = Mgeom (0, 0’). (3)

4.2 Reformulation de mgeom (o, o)
On conserve les notations et hypotheéses du paragraphe précédent. Notons D(h,h') I’ensemble
des entiers d € N vérifiant les conditions suivantes :
e 0<d<min(d,d);
e si G ou G’ n’est pas quasi-déployé, d > 2.
Pour tout d € D(h,}’), il existe un unique espace hermitien (& isomorphisme pres) (Vy, hq)
vérifiant les conditions suivantes :
o dim(Vy) =d;
e il existe deux espaces hermitiens (V;, hy), (V. hy) dont les groupes unitaires sont quasi-
déployés, tels que (V,h) soit isomorphe & (Vg, hq) @ (Vi, hy) et (V',h’) soit isomorphe a
(Va, ha) & (V] BY).

Notons G4 le groupe unitaire de (Vg, hg). On peut choisir des isomorphismes (V, h) ~ (V,
ha) ® (Vi hy) et (V' 1') = (Vg, ha) & (V] hy) avee (V, hy), (V], hy) comme précédemment. Cela
définit des plongements de G4 dans G et G’ bien définis & conjugaison pres. Quitte & changer
les isomorphismes, on peut toujours supposer que ces plongements sont compatibles avec le
plongement de G dans G’ ou de G’ dans G (suivant que d’ > d ou d > d'). Pour = € G4(F)ani,

I'image commune du tore Gg, par ces deux plongements appartient a 7. Puisque x € Gg,(F),
on peut définir les coefficients ¢, (x) et ¢,/(x). Introduisons les espaces

Ch,i'y= || Ga(F)ani/conj
deD(h,h')

et

=4 (h,h') = |_| Beg d-
deD(h,h’)

D’apres la section 2.2, C(h, h') est un revétement de =*(h, h'). L’égalité 4.1(3) se réécrit

m(c,0’) = lim o () - cor(z) - DY 2)Y? - DY (2)Y2 - A(x) V2?5 da. (1)
s=>0% Je(h,h)
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4.3 Rappel : une formule pour un facteur epsilon de paire

Soient U et U’ deux espaces vectoriels sur E de dimensions finies d et d’ respectivement. Posons
M = Rg,pGL(U) et soit M la variété algébrique des formes sesquilinéaires non dégénérées sur
U. Comme on I'a vu en la section 2.2, le couple (M, M ) est naturellement un groupe tordu.
On introduit de méme le groupe tordu (M’, M ) relatif & U’. On suppose que :

e d est pair et d’ est impair.
Posons r = (d—d' —1)/2sid>d etr=(d —d—1)/2sid > d.
Fizons (jusqu’a la fin de Uarticle) un élément v1 € F*. On effectue la construction suivante :

e si d > d’, on fixe un isomorphisme U ~ U’ @ Za,41 et on plonge M’ dans M en envoyant
m' € M’ sur la somme directe m' @ hoyy1,, ;

o sid > d, on fixe un isomorphisme U "~ U @ Zy+1 et on plonge M dans M’ en envoyant
m € M sur la somme directe m @ hop41,—p,; .

Soient (r, Er) et (7, E;) des représentations irréductibles tempérées de M (F') et M'(F). On
suppose que 7 et 7’ se prolongent en des représentations unitaires de M (F) et M (F). C’est-a-dire
que I'on peut trouver une application 7 de M (F') dans le groupe des automorphismes unitaires de
E,; vérifiant 7 (mmm’) = 7(m)7(im)m(m’) pour tout m € M(F) et pour tous m,m’ € M(F) (et
de méme pour 7). On dira alors que 7 et @’ sont conjuguées-duales. Ces prolongements ne sont
uniques qu’a un facteur complexe de module 1 pres. Néanmoins, il est possible de rendre le choix
unique grace a la théorie des fonctionnelles de Whittaker. Pour cela fixons une base u1, ..., uqg
de U et identifions un élément de M a sa matrice dans cette base. Notons NN le sous-groupe des
matrices unipotentes supérieures. On définit un caractere ¢y de N(F') par la formule

d—1
Yn(n) =Yg <Z nz’,i—l—l)
i=1

ou pour n € N(F), on a noté n;; les coefficients de la matrice associée. La théorie des
fonctionnelles de Whittaker nous dit alors que l'espace Homy(py(7, %) est de dimension 1.

Si 7 est un prolongement de 7 & M (F), lapplication ¢ — £ o w(6y) est un automorphisme de
Hom y (7, 1) (on renvoie & la section 3.2 pour la définition de ). On normalise alors 7 de
sorte que cet automorphisme soit 1’identité. Un simple calcul de changement de base montre que
ce prolongement ne dépend pas du choix de la base ui,...,uq (en revanche il dépend de g).
On normalise de la méme fagon 7.

Définissons la quantité

e (m,71') = &, (7', 1) = wr (V1)w (—11)e(1/2,m x ', ;)

ou €(s, ™ X 7, @/J(;E) est le facteur epsilon défini par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika [JPS83]
et 19, est le caractere additif de £ définit par 9% (z) = ¥x(dz). Le résultat principal de [Beul4]
calcule ce terme par une formule intégrale. Rappelons cette formule. Comme pour la formule
pour la multiplicité, celle-ci comprend deux éléments essentiels : un ensemble de tores tordus T
ainsi que deux fonctions ¢z et cz définis & partir des caracteres de 7 et 7. On rappelle d’abord
la définition de ¢z et cz. D’apres Clozel [Clo87], les représentations tordus 7 et 7’ admettent,
comme dans le cas non tordu, des caracteres Oz et ©z . Ce sont des fonctions sur les groupes

tordus M(F) et M'(F) localement intégrables et localement constantes sur les lieux réguliers.
Ces caracteres admettent des développements locaux analogues a ceux des caracteres dans le
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cas non tordu. Plus précisément, dans le cas de ©z par exemple, pour tout point semi-simple
T € Mg(F), on a un développement au voisinage de & de la forme

Oz (Texp(X)) = Z cz.0(%)7(0,X) pour tout X proche de 0 dans mz(F)
OeNil(m;)

ou les ¢z (&) sont des nombres complexes et les autres termes de ce développement ont été
définis en la section 1.2. On pose alors

- czo(T
exl®) = INiL(Mz) eg]| 2 crol®)

OENil(mJj)reg

Cela définit une fonction cx : ]\ZS(F ) = C. On définit de la méme fagon une fonction cz :
M. (F) - C.

Reste maintenant & définir I’ensemble de tores tordus 7. Supposons d > d’. Notons &
ensemble des sous-espaces V' de U’ . Pour V € &, on note (M (V),M(V)) le groupe tordu
associé a V. On plonge M (V) dans M’ de la fagon suivante. On choisit un supplémentaire W
de V dans U’ (c’est-a-dire U' = V @ W) et une forme hermitienne non dégénérée (y sur W
de sorte que les groupes unitaires U(Cw) et U((w @ hort1,,) soient quasi-déployés. On envoie
alors # € M (V) sur la forme sesquilinéaire T @ (y € M. Notons Ten(V) Pensemble des tores
tordus maximaux T de M (V') qui sont elliptiques (i.e. tels que Az = {1}). Pour un tel tore tordu

T on notera T le tore associé (i.e. le tore sous lequel T est un espace principal homogene) et
W(T) = Norm vy () (T I')/T(F) son groupe de Weyl. Posons

T=1|]7av
vee

Alors T désigne un ensemble de représentants dans 7 des classes de conjugaison par M'(F).
Les définitions sont les méme dans le cas d’ > d en intervertissant U et U’, M et M’ ainsi que
h2r+1 |21 et h2r+1 —v-

Pour tout T € T, la conjugaison par T conserve T et I'action induite sur T est la méme
pour tout les éléments de T'. On la notera 6. Soient T? le sous-groupe des points fixes par 6 et
Ty la composante neutre de 7. On note T(F) /0 D'espace des classes de conjugaison dans T'(F)
par T(F). On peut munir cet espace d'une unique mesure de sorte que pour tout ¢ € T (F),
Papplication Ty(F) — T(F)/0, t — tf préserve localement les mesures.

Posons
dlmT (d+d’)/2 N —
6geomul Z ’2‘ )=(d+d)/ ’W(T)’ !
TeT
x lim cx(D) - cxr (D) - DM(E)V2 . DM ()12 . A(D)* Y2 di.

s—0t f(p)/g

Malgré les apparences, le membre de droite ci-dessus dépend bien de v1. En effet, 11 nous a servi
a fixer les plongements M (V) — M’ < M (respectivement M (V) < M < M’') pour d’ < d
(respectivement d < d’). L’expression ci-dessus a un sens et d’apres le théoréme 6.1.1 de [Beul4],
on a I’égalité

€y (T, 7T/) = €geom, vy (7, 77',)- (1)
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4.4 Reformulation de €geom,v, (7, )
On conserve la situation du paragraphe précédent. Pour d un entier naturel vérifiant d < min(d,

d'), fixons :
e U, un FE-espace vectoriel de dimension d ;
e des identifications U = Uy & Wy et U’ = Uy & W), de sorte que :

- Sid<dl, Wé:Wd@ZQT_H ;
— sid> d/, Wd = Wé b Zori1-
e des formes hermitiennes non dégénérées hq sur Wy et h!, sur W) vérifiant les conditions
suivantes :
— les groupes unitaires de hy et h/d sont quasi-déployés ;
-sid<d, h/d est égale & hy ® hopy1,—u; ;
— sid>d, hy est égale a hil S hort1, -

(Rappelons que ho,41,4,, sont des formes hermitiennes non dégénérées sur Zo ;1. ) Notons (Mg,
Md) le groupe tordu associé a Ug. On plonge Md dans M en identifiant 7 € Md a la somme
directe de z et de hq. On plonge de méme Md dans M’. Ces plongements sont alors compatibles
avec le plongement de M dans M’ ou de M’ dans M (suivant que d < d' ou d > d'). Alors si
Td est un tore maximal elliptique de Md défini sur F', son image commune par chacun de ces
plongements appartient & 7. Ceci permet de définir cz(Z) et ¢z (Z) pour tout & € MQ(F )ani- On
définit de méme les termes DM (Z) et DM’ (Z). Introduisons ’espace

X(d,d) = |_| Md( )ani/conj.

n(d,d’)

Cet espace est muni d’une mesure d’apres la section 1.2. Alors, I’égalité 4.3(1) se réécrit

(T A7) =l | 215 D s (@) en (2) DM (2) 2 DM ()2 A7)0 Az, (1)

4.5 Rappel sur les fonctions c,
Soit (V,h) un espace hermitien. Donnons nous une décomposition orthogonale V. =W & Vj.
On note G, Gw, Gy les groupes unitaires de respectivement V', W, Vj et on suppose que Gy
est quasi-déployé. Soit o une représentation irréductible de G(F') et z € Gy reg(F'). Rappelons
que l'on a défini un coefficient ¢, (x) & partir du caracteére ©, de o (voir section 4.1(2)). On va
rappeler une formule permettant de calculer ce terme. Fixons un sous-groupe de Borel By de Gy,
et un tore maximal T}, de By tous deux définis sur F'. Soit Y, € t,(F) N gy reg(£') qui n’a pas 0
comme valeur propre, on a alors

co(r) = w(dy) ™t lim O, (avexp()\Yh))DG“()\Yh)l/2 (1)

AEF*
/\—>O

cf. [Beul2, 18.4].

5. Modeles de Whittaker pour les groupes unitaires de rang pairs

Soit (V, h) un espace hermitien de dimension d. Notons G son groupe unitaire. Dans toute cette
partie (jusqu’en la section 5.6 inclus), on fait I’hypothese suivante

G est quasi-déployé et d est pair.
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En la section 1.3, on a paramétré les orbites nilpotentes régulieres de g(F') par (Ker Trg,r \{0})/
N(E™). Le choix d'un caractere continu de F' (on en a fixé un ) et d’une dualité g(F) x g(F') —
F', G-invariante (on en a fixé une en la section 1.3) déterminent alors un parametrage analogue des
types de modeles de Whittaker pour GG. Ce parametrage est décrit explicitement en la section 5.2.
On rappelle alors un résultat de Rodier exprimant l'existence ou non d’un type de modele de
Whittaker pour une représentation irréductible o en fonction de son caracteére (ou plutét du
comportement au voisinage de 'origine de ce dernier). Le lemme 5.5.1 donne une fagon explicite
de calculer le coefficient qui apparait dans la formule de Rodier. Pour arriver a cette proposition,
qui ne dépend d’aucune mesure, on a besoin de changer un peu nos normalisations (notamment
les mesures sur les tores). Ces changements, ainsi qu'un certain nombre de notations et résultats
utiles, sont introduits dans le paragraphe suivant. Enfin, dans la section 5.6, on applique le
lemme 5.5.1 pour obtenir une certaine formule de transfert qui nous sera utile par la suite.

5.1 Intégrales orbitales, transformée de Fourier, mesures et constantes de Weil
Rappelons que 'on a fixé en la section 1.3 une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (-, -)
sur g(F'). On en a alors déduit une mesure sur g(F) : celle qui est autoduale pour le bicaractere
P((-,-)) : g(F) x g(F) - C*. Jusqu'a présent, la mesure fixée sur G(F') était inessentielle. Dans
cette section, on choisit sur G(F') 'unique mesure de Haar telle que 'exponentielle préserve
localement les mesures a l'origine.

Soit X € greg(F'). Alors Gx est un tore et la restriction de (-, -) a gx(F') est non dégénérée.
On munit alors gx (F') de la mesure autoduale associée. On a déja fixé en la section 1.2 une mesure
sur les tores. On oublie jusqu'en la section 5.5 cette normalisation et on releve sur Gx(F) la
mesure de gy (F') via 'exponentielle (comme pour G(F')). Avec cette normalisation des mesures,
on pose

Ja(x.0) = [ Flg~'Xg)dg
Gx (F)\G(F)
pour tout f € C°(g(F')). C’est 'intégrale orbitale de f en X. D’apres Harish-Chandra, il existe
une fonction j localement intégrable sur g(F) x g(F), localement constante sur greg(F) X greg (F),
telle que on ait ’égalité

Ja(X, f) = / Wiy ay
g

pour tout f € C°(g(F)) et pour tout X € greg(F). Lorsque I'on voudra préciser le groupe
ambiant, on notera j&(-,-) plutét que j(-,-). Pour O € Nil(g(F)), il existe une unique fonction
I'o sur greg(F'), le germe de Shalika associé a O, qui vérifie les conditions suivantes. La premiere
est une condition d’homogénéité : pour tout X € greq(F') et pour tout A € F*, on a

Fo()\X) — ‘)\‘g(G)_dim(O))/zr)\o(X)

(rappelons que pour A € F*2 on a A\O = O). La deuxieme condition est la suivante : pour tout
f e CP(g(F)) il existe un voisinage w de 0 tel que pour tout X € w N greg(F'), on ait

Jo(X.f)= 3 To(X)Jolf).
OENil(g(F))

D’apres la “conjecture de Howe”, si w est un ouvert de g(F') compact modulo conjugaison et
contenant 0, alors il existe un ouvert Q de g(F') compact modulo conjugaison et contenant 0 tel
que, pour tout X € QN greg(F) et tout Y € w N greg(F), on ait 1'égalité

JXY)= > To(X)jO,Y) (1)
OeNil(g(F))
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On aura encore besoin d’une formule sur les fonctions j. Soit M un Levi de G. Alors la restriction
de (-,-) a m(F) est non dégénérée. On peut donc appliquer toutes les constructions précédentes
& M. En particulier, on dispose de fonctions 5 : m(F) x m(F) — C. Soient X € m(F) N greg(F)
et Y € greg(F). Fixons un ensemble de représentants (Y;);—1,. , des classes de conjugaison par
M (F') dans m(F) qui rencontrent la classe de conjugaison de Y par G(F'). On a alors I’égalité

,
JEX,Y)DEY)YE =Y M (X, V) DM (vi) 2, (2)
i=1
On vérifie aussi que si M est un tore, alors j’M(X, Y)=9({(X,Y)) pour tous X, Y € m(F).

Soit (V, q) un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée q. Pour L un réseau de V, on pose

Iy(L.q) = /L (a(v,v)/2) dv.

Alors pour L assez grand, Iy(L,q)/|I,(L, q)| ne dépend pas de L, on note sa valeur 7(q). C’est
la constante de Weil de g pour le caractere ¢. On vérifie facilement les propriétés suivants :

o v4(qDq) = vp(9)1(¢") pour toutes formes quadratiques ¢, ¢ ;
e si (V,q) est un plan hyperbolique, v4(q) =1 ;

o (@) =(-a);

e 7y(q) est une racine 8¢me de I'unité.

En particulier, on note 7, (Ng/r) la constante de Weil associée a la forme bilinéaire (z,y) —
%TrE/F(xy) sur E. On a alors

Yo (ANE/r) = sgng/p(AN) Yy (NE/F)
pour tout A € F*.

5.2 Types de modeles de Whittaker
Fixons une base (2;)i—+1,.. +r telle que h(z;, 2;) = §; ;. Introduisons le sous-groupe parabolique
Py de G des éléments qui conservent le drapeau

Ez,. CEz,®FEz. 1C---CEz.®---®Exn

et notons Up son radical unipotent. Soit n € E* tel que Trg/p(n) = 0. On définit un caractere
Yy, de U(F') par la formule suivante

r—1
Yy(u) = (Z Trg p(h(z—i-1,uz)) + 2 Trg p(nh(z-1, uz_l))> :
i=1

Définissons un élément N— € g(F) par N z; = z_1 pour i = 2,...,7r, N"z1 = nz_q,
N z;=z_ ;1 1pouri=1,...,7—1et Nz_, = 0. Notons Uy le radical unipotent du sous-groupe
parabolique opposé & Py. On a alors N~ € tp(F) et ¢, (V) = ¥ ((N, N~)) pour tout N € uy(F).

Soit o € Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker pour o relativement a n toute
forme linéaire

{:E,— C
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vérifiant £oo(u) = 1y, (u)f pour tout u € Up(F'). On note Homy, (o, 1,,) 'espace des fonctionnelles
de Whittaker relativement a o. Comme on le sait bien, cette espace est de dimension au plus 1.
Posons

m(c,n) = dim(Homy, (o, ¢y)).

Rappelons que 'on a un développement de O, au voisinage de ’origine de la forme

@o(ex) = Z 00,0(1).}.(07)()
OeNil(g(F))

pour tout X € greg(F') assez proche de 0 et ou les ¢, (1) sont des nombres complexes. D’apres
un résultat de Rodier [Rod75], on a

m(a,1) = ¢5,0,(1)- (1)

On se propose dans les paragraphes qui suivent de trouver une méthode effective de calcul de ce
coefficient.

5.3 Calcul de germes de Shalika
Soient B un sous-groupe de Borel de G' défini sur F' et T;,q un sous-tore maximal de B. On fixe
un élément Xqq € tqa(F) N greg (F).

Choisissons deux éléments v, v € F* tels que sgnp,p(vs) = £1. Soit Zp un sous-espace de
V somme orthogonale de (d — 2)/2 plans hyperboliques. Pour € € {£}, on peut toujours trouver
une décomposition orthogonale V' = D¢ ot D¢ @t Zy ot :

— DS et D¢ sont des droites ;

— la restriction de h a DY est équivalente a v N/ p et la restriction de h a D est équivalente
a _VENE/F’

Fixons de telles décompositions. On note Gy = U(Z)), c’est un groupe unitaire quasi-déployé.
Soit T 4¢ un tore maximal de Gy inclus dans un sous-groupe de Borel. Fixons un élément Xg 4q
de tg,4q(F) N goreg(F') et deux éléments distincts a1,a2 € Ker(Trg,p) qui ne sont pas valeurs
propres de X 4q. Notons X € g(F') I'élément ainsi défini : X agit par multiplication par a; sur
D¢, par multiplication par as sur D¢ et comme X 4q sur Zp. On a alors X € greg (F).

LEMME 5.3.1. Pour n € Ker(Trg,)\{0}, on a :

(i) Lo, (Xqa) =1;
(ii) Lo, (XT) —To,(X™) = sgngp((az — a1)n).

Preuve. Fixons n € Ker(Trg/p)\{0}. La premiere assertion de I'énoncé est le lemme 9.3.1
de [Beul2]. Prouvons le deuxiéme point. Pour € € {+}, notons T¢ le tore maximal de G
tel que X € t°(F). Shelstad [She89], ', (X) vaut 1 ou 0 suivant qu'un certain invariant
vaut 1 ou non. Soit N € O,. Cet invariant est noté inv(X€)inv(7)/inv(N) par Shelstad,
c’est un élément de H'(F,T€). On a une identification naturelle H'(F,T¢) = {£1} x {£1}
(correspondant a I'indentification naturelle 7 = Ker(Ng,p) x Ker(Ng,p) x (RE/FGm)(d_Q)/Q).
Les invariants inv(X€) inv(7) et inv(/N) dépendent chacun du choix d’un épinglage & conjugaison
pres, ces épinglages devant étre opposés I'un a 'autre. Le choix d’un épinglage a conjugaison
pres revient au choix d’une orbite nilpotente réguliere, donc au choix d’un élément de
(Ker(Trg/p)\{0})/Ng/r(E>) via la paramétrisation de la section 1.3. Deux épinglages npo,
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m € (Ker(Trg/r)\{0})/NEg/p(E™) sont opposés si 79 = —n1. Le lemme X.7 de [WalO1] calcule
l'invariant inv(X€)inv(7¢) pour le choix d’'un épinglage ny (le n de cet référence vaut alors
(—1)@=2/229)

inv(X) inv(T°) = (esgnpp((—1)'"" 220 Pye(a1)), esgnpyp((=1)" 1m0 Pye(a2)))

ot Pxe désigne le polynome caractéristique de X¢ agissant sur V. Notons Ai,..., A\p, —Aq, ...,
—Ar, ot 7 = (d — 2)/2, les valeurs propres de X 44 agissant sur Vp. On a alors

P)/(s (CLl) = (a1 — CLQ) X H(a1 — /\i)(al +XZ)
=1

La norme de (a; — \;) est égale & —(a; — \;)(a1 + A;). On en déduit que Pi.(az)
(—1)@=2/2(q; — az)Np/p(E*). De la méme fagon, on a Py.(az) € (=1)%2(a; — az) Ng/p(E™).
Par conséquent

inv(X°) inv(T°) = (e SgnE/F(UO(al — az)), EsgnE/F(%(al — az))).

Passons au calcul de inv(N). On considére donc, comme on ’a dit, I’épinglage défini par —nj.
Au choix de cet épinglage est associé, suivant la construction de [She89], un élément de H'(F,
Z(@)) que I'on voit dans H'(F,T¢), via I'application naturelle H'(F, Z(G)) — H'(F,T¢). On a
HY(F,Z(G)) = {£1} et 'application précédente est 'application diagonale. La construction de
Shelstad n’est pas difficile a expliciter ici : on a inv(N) =1si n € —noNg/p(E*), —1 sinon. En
d’autre termes, on a inv(N) = (sgng/p(—10/n),sgng/p(—10/n)). Finalement, on obtient que

€ 1 si sgng p(n(az —a1)) =,
Lo, (X = {0 sinon. !

On retrouve alors facilement la deuxieme égalité de 1’énoncé. O

5.4 Calcul de fonctions 5’G
On conserve les objets et notations introduits dans les sections 5.1 & 5.3.

LEMME 5.4.1. Pour n € Ker(Trg,r)\{0}, on a :

() 50y, Xo) = N0 D6 ()12

(o1 w(d) est le terme défini dans la section 1.3(1)) ;
(ii) 7%(0,,X) = Edflw(d)’Yw(NE/F) sgnp,p(2(a1 — as)n)DC(X)~1/2
pour tout € € {£}.

Preuve. La premiere égalité est le lemme 18.2.1 de [Beul2]. Prouvons le deuxiéme point. Soient
X,Y € greg(F). D’apres la relation 5.1(1), pour A € F* assez proche de 0, on a

FOXY) = ) To(AX)j¢(0,Y).

OeNil(g)
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D’apres les propriétés d’homogénéité des germes de Shalika, on a aussi

Tr(X . tolic
lim To(AX) = { o(X) s% O est réguliere,
AeF %2 0 sinon.
A—0
Par conséquent
A%\%%ﬁj >\X Y ZFOU On: Y)

ott la somme porte sur (Ker(Trg,r)\{0})/N(E*). Appliquons I’égalité précédente a Y = X et
X = X", X" et Xqq. D’aprés le lemme 5.3.1, on a

79(0y, X)

= 5 Jim (0N, X + snge((o2 — e GEOX T X) = 20X X)) (1)
A—0

pour tout € € {4}. Soient € € {&} et A € F**%. La classe de conjugaison de X ™ ne rencontre pas

tqa(F). Par conséquent, d’apres la relation 5.1(2), on a j'G()\qu,X€) = 0. II ne reste plus qu’a

calculer 92X+, X¢) — j9(AX~, X°).

Supposons dans un premier temps que d = 2. Posons G = Go = U(1). Alors, H = G1 x G2
est un groupe endoscopique de G. Pour la correspondance endoscopique associée, X et X~
correspondent aux classes de conjugaison stable de Y7 = (aj,a2) et Yo = (ag2,a1). On peut
normaliser les facteurs de transfert de sorte que

AG,H(Y;h XG) =€

pour tout i € {1,2} et pour tout € € {£}. Grace a Ngo Bau Chau, la conjecture 1.2 de [Wal97]
est maintenant un théoreme. La fonction :“(X, Z) de cette référence vaut D% (Z)V/2;¢ (X, 7).
Appliquée a Y = Y] et Z = X€ la conjecture 1.2 de [Wal97] nous donne

(@) DY (X2 (A a(AY1, AXT)FEOAXT, X) + Agm(AY1, AX )9 (AX ", X))
= evy(0) (G (AY1, Y1) + jTT(AYL, V) (2)

ol Yy(g), respectivement 7, (h), désigne la constante de Weil associée a 1 et a la forme
quadratique X — %TrE /r(Tr(X 2)) sur g, respectivement la forme quadratique (X7, Xs) +
3 Trp p(Tr(X?) + Tr(X3)) sur b = g1 X g2. On a Ag (A1, AXT) = Agu(Y1,XT) =1 et
Aga(AY1,AX7) = Agu(Y1,X ™) = —1. Puisque H est un tore, on a JH(\Y1, Y1) = 7 (Y,
Y5) = 1 pour A assez petit. Par conséquent, (2) devient

jG()\X+,XE) —jG()\Xi,XG) _ 26’31#(2; DG(XE)fl/Z

pour A € F*? assez petit. Soit £ € F* tel que E = F[¢]. La forme quadratique sur g est
équivalente & la somme orthogonale d’un plan hyperbolique et de (z,y) +— 222 + 2y2. La
forme quadratique sur b est équivalente & (z,y) — €2 + £y?. La différence de ces deux formes
quadratiques est équivalente a la somme d'un plan hyperbolique et de la forme —2Ng,p. On a

donc
(b)) _

old) Yo(—2Ng/r) = sgug p(—2)vy(Ng/F).-

1334

https://doi.org/10.1112/50010437X14007891 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X14007891

ENDOSCOPIE ET CONJECTURE LOCALE RAFFINEE DE GAN-GROSS—PRASAD

On obtient finalement
FEOXT, X = JONX ™, X) = 2esgnpp(—2)7vy (N p) DY (X)L

pour A € F*? assez petit.

Revenons au cas général. Rappelons que pour définir X+, on a fixé trois espaces orthogonaux
Dy, D_ et Zy. Soient G’ le groupe unitaire de D & D_ et Tj 44 le tore maximal de Go = U(Zp)
que l'on a fixé pour définir X+ et X . Alors M = G’ x Tj 44 est un Levi de G auquel appartient
X+t et X—. Soit X'" (respectivement X’7) la projection de X+t (respectivement X~) sur g
Alors la classe de conjugaison de X¢ rencontre 2/2-1(d/2 — 1)! classes de conjugaisons de m(F)
et la projection de chacune de ces classes de conjugaison sur g'(F') coincide avec la classe de
conjugaison de X', D’apres la relation 5.1(2), on en déduit que, pour X assez petit,

}G()\XJr’ Xe) — 2d/271(d/2 _ 1)!3G’()\X/+’ XIG)DG’ (XI€)1/2DG(XE)71/2
et R A
J9OX7, X9 =227 (d/2 = 1)139 OX'T, X )DE (X')/2 DY (x)~1/2,
D’apres le résultat obtenu dans le cas d = 2, on a donc
jG()‘X+7X6) _jG()‘X_vXE)
— 2d/2—1(d/2 _ 1)!(3G’()\X/+, XIG) _ 5G’()\X/*’ Xlé))DG’ (XIE)I/QDG(XE)—I/Q
= e2%/2(d/2 — 1) sgn/p(—2) v (Np/p) DY (X)71/2

pour tout A\ € F*2 assez petit. Réinjectant dans (1), on obtient
J€(0y, X¢) = 2% (d/2 - Dlsgng, p(2(a1 — a2)n) vy (Ng,p) D (X) 2,
C’est la deuxieme égalité de ’énoncé. a

5.5 Une formule pour la multiplicité m (X, n)

Soit ¥ = ), broy une combinaison linéaire formelle de représentations irréductibles tempérées
de G(F). Soit n € Ker Trg;p \{0}. En prolongeant par linéarité I'application o +— m(o,n), on
définit m (3, n). On définit aussi par linéarité le caractére Oy de la représentation virtuelle X.

LEMME 5.5.1. (i) On a I’égalité

m(S,n) = 2u(d) ! lim (@s(cMot) Do) 12
A—0

+d sgngp(2(ar — a2)n) vy (Ng/p) 105 (M )DE(AT)1/2),

(ii) Si ©yx est stable alors,

lim Ox(eM)DE (M )2 =0,
AEFX2

A—0
Preuve. Le premier point est une conséquence facile de I’égalité 5.2(1), du lemme 5.4.1 et des
propriétés d’homogénéité des fonctions 5G(O, -). Supposons que Oy soit stable. Comme X et
X~ sont stablement conjugués, pour tout A € F*, on a Ox(e*X") = Og(e?X ) et DF (X" =
D% (e} 7). Par conséquent dans la limite du point (i), on peut remplacer X+ par X . D’apres
le lemme 5.4.1, la limite existe et selon qu’on la calcule avec X+ ou X, on obtient deux résultats
opposés. La limite est donc nulle. O
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5.6 Transfert et multiplicité m (X, n)

On conserve les notations et hypotheses précédentes : (V, h) est un espace hermitien de dimension
d paire et de groupe unitaire G quasi-déployé. Soient (V. , hy) et (V_, h_) deux espaces hermitiens
de dimensions respectives d;, d_ et de groupes unitaires respectifs G, et G_. On fait les
hypotheses suivantes :

e d=dy+d_;
e G, et G_ sont quasi-déployés.
On peut alors considérer G+ X G_ comme un groupe endoscopique de G. Pour fixer la donnée
endoscopique, on choisit un couple (p4,u—) de caracteres continus de E* dont la restriction a
F* coincide avec (sgndE_/ F,sgnif/ 7). On normalise alors les facteurs de transfert comme en la

section 3.1. Soient ¥, ¥, 3¥_ des combinaisons linéaires formelles d’éléments de Temp(G),
Temp(G4) et Temp(G_) respectivement. On suppose que :

e Oy, et Op_ sont stables ;
e Oy est un transfert de Oy, x Ox_.

PROPOSITION 5.6.1. Soit n € Ker(Trg,p) — {0}/N(E>). Sous ces hypothéses, on a I'égalité

m(X,n) = sy (Des_ (1) si d4 et d_ sont pairs,
’ sgnE/F(Zyon(;)'yw(NE/F)_102+(1)02_(1) si dy et d_ sont impairs.

Preuve. Fixons deux éléments distincts ay,as € Ker Trg/r \{0}. Introduisons des éléments X,
Xqd € Greg(F) comme en la section 5.3. D’apres le lemme 5.5.1, on a alors

m(,m) = Qu(d) ™" lim (205 (o) DO (eMHat) /2
A—0

+d SgnE/F(QAU)’Yw(NE/F)_IGE(6AX+)DG(€/\X+)1/2) (1)

ou on a posé A = aj —ay. Il existe une famille («;);e; d’éléments de E telle que, pour tout A € F'*
assez petit, la classe de conjugaison stable de e*Xad soit paramétrée par & = (I, (Fii)ier, (F)ier,

(%i(A))ier) ou :
- Py =B F=ExE;
— () = (eri, e ),
pour tout ¢ € I. On a C(&,) = {1}, clest a-dire que la classe de conjugaison de e

est entierement déterminée par &\. Pour tout I’ C I, posons &(I') = (I (Fii)ier, (Fy)ier,
(¥i(N))ierr)- Puisque Oy est un transfert de ©x, x Ox_, on a, pour tout A assez petit,

AXqq

Ox(eMaa) DY (Maa)1/2 = Z Ox, (Ex(11)) D (6x(11))2O5_ (&x(12))
11,12

x DO (EI) P Ay i (6a(1), 60(12), 1) (2)

ou la somme porte sur les couples (11, Iy) vérifiant Iy U Iy = I, 2|I;| = d4 et 2|I3] = d_. Fixons
un tel couple. D’apres Iidentité 4.5(1), on a

lim O, (60(11) D% (6(11) /2 = w(d:)es, (1),
lim O (6(12)) D (6 (12)) /2 = w(d-)es_(1).
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D’apres les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1 (appliqués plusieurs fois), on a, pour A assez
petit,

Ap o (6a(11),60(12),1) = Ay, (0,0,1) =

Par passage a la limite dans (2), on en déduit que

. AXqa\ NG (AXqa\1/2 _
A On(eTa) DT (e ) /2 = IZI: w(dy)w(d-)es, (Des_ (1) (3)
1,42

la somme portant sur les mémes couples que (2). Si dy et d_ sont impairs, cette somme est vide.

Si d4 et d_ sont pairs, cette somme comporte ( df/‘2) termes. On vérifie que

<df/’2)w(d+)w(d—) = w(d).

Par conséquent (3) devient

hr% @E( )\qu)DG’(e)\qu>1/2 _

{w(d)cz+(1)02(1) si dy et d_ sont pairs, (4)

0 si dt et d_ sont impairs.

Il existe une famille (8;);cs d’éléments de E avec {1,2} C J, f1 = a1, B2 = a2 telle que,
pour \ assez petit, la classe de conjugaison stable de e**+ soit paramétrée par () = (J, (Fxj)jer,

(Fj)jer, (yj(A))jer), ou
~ Fu=Fig=F, Fi=F=E, y(\) =, yo(\) = e ;
~ Fyj=F, Fj=Ex E y;(\) = (eM%,e7%) pour tout j € J\{1,2}.

On a alors C(¢\) = FJ/N(F) x F{5/N(Fy) = F*/N(E*) x F*/N(E*). La classe de
conjugaison de e**+ est alors determlnee par ¢ = (1,—1) € F*/N(E*) x F*/N(E*) (ou pour
x € F*, on désigne par T 'image de = dans F*/N(E*)). Puisque Oy est un transfert de
Ox, x Ox_, on a, pour tout A assez petit,

O (M) D)2 = 37 5 (G(11)) D (1) 05 (G(h)
J1,J2

x DO (AT Ay i (G (1), QA (2), ) (5)

ou la somme porte sur les couples (Ji,J) vérifiant Jy U Jo = J, dj, = di et dj, = d_.
Fixons un tel couple. Supposons dans un premier temps que di et d_ sont pairs. Alors,
on a {1,2} C J; ou {1,2} C Ja. Si {1,2} C Ji, alors, en remplagant G par G4 dans les
constructions, on peut trouver un élément X[ * € g reg(F) analogue a X tel que pour tout

Gy
A € F* assez petit, la classe de conjugaison stable de e**+ " soit paramétrée par ¢5(J;). D’apres

le lemme 5.5.1, @2+ (C(J1)) DS+ (0 (J1))Y? tend vers 0 pour A € F*? qui tend vers 0. D’aprés
l’identité 4.5(1), ©x_(Cr(J2)) D (¢ (J2))Y/? admet aussi une limite lorsque A tend vers 0, tandis
que Ay (Q\(Jl) (x(J2),c) reste borné (car c’est un nombre complexe de module 1). On en
déduit que le terme indexé par (I, I) dans la somme (5) tend vers 0 pour A € F**? qui tend vers
0. Le méme résultat, avec la méme preuve, est valable pour les couples (Ji, Ja) avec {1,2} C Js.
Par conséquent, si dy et d_ sont pairs, on a

li e} AX DG AXy\1/2 =0. 6
)\EFXITQI})\—)O E(e ) (e ) ()
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Supposons maintenant que dy et d_ sont impairs et fixons un couple (Ji,.J2) comme dans
la somme (5). On a alors 1 € J; et 2 € Jy ou 2 € J; et 1 € Jo. Dans les deux cas, d’apres
I'identité 4.5(1), on a

lim Oz, (O (J1))DH () = w(dy)es, (1), (7)
lim Ox_ (G (J2) DY (G (J2)? = w(d-)es_(1). (8)

Toujours d’apres les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1, pour \ assez petit, on a I’égalité

Apy o (G(1),00(2),¢) sileyet2e s,

AM+,M7(C)\(2),C)\(1),C) si2e JietleJo, (9)

Apyp (C\(J1), 0 (J2),¢) = {

ot on a posé (y(7) = (\({¢}) pour 7 € {1,2}. On calcule

1), (2),¢) = Apyu-(G(2), G (1), ¢)
A (=1 — ) sgnp p(—1p8 (M — A2)(1+ ) TH L+ 2) 7). (10)

Au+, (C)\(
= p(—1-

On peut remplacer le §—3 de I’égalité précédente par & (car 5% est une norme de E*). Lorsque A
tend vers 0, (e*™ — e*92)/\(a; — ag) tend vers 1. Par conséquent pour A\ € F*2 assez proche de
0,o0n a

sgnE/F(é(e)‘al — eM2)) = sgnp/p(dA(a1 — az))
=sgng/p(6(a1 — az)).

Les autres termes de l'expression (10) admettent des limites lorsque A tend vers 0 qui se calculent
aisément. On obtient

)\GFE’IQI,I)\_)O L (C}\( ) C/\(2)’C):)\Epl><i,r2r7l)\ 0 IJ»+7# (C)\( ) <)\(1)ac)
= pipi—(—=2) sgnp, p(rod(az — a1))
= sgnp/p(—10dA) (11)

ou a la derniere égalité, on a utilisé le fait que le caractere pp— est trivial sur F'*. De (5), (7),
(8), (9) et (11), on déduit que

li Ox (M) D (erMX+)1/2 = d d_ — 10 A 1 1
e s(e* ) D7 (e ) J%w( +Jw(d-)sgng p(—vodA)es, (1)es (1)

ou on somme sur les mémes couples (J1, J2) qu’en (5). Il est facile de compter le nombre de tels

couples : il y en a 2(((1@:1?/2) = 2((51/3;)1/2). On vérifie aisément que 'on a 1’égalité

d/2 -1 P,
2((d+ 3 1)/2)w(d+)w(d_) = 2d " w(d).

On obtient finalement que, pour dy et d_ impairs, on a

li Ox (M) D (M )12 = 24 w(d —1A)es, (1)es_(1). 12
Ll e Do) () sy Aes, Ves (1), (12
L’égalité de I’énoncé est maintenant conséquence facile de (1), (4), (6) et (12). O

1338

https://doi.org/10.1112/50010437X14007891 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X14007891

ENDOSCOPIE ET CONJECTURE LOCALE RAFFINEE DE GAN-GROSS—PRASAD

6. Transfert endoscopique

6.1 Définition d’une multiplicité stable
Soient (V,h) et (V',h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d et d’ (on ne fait ici
aucune hypotheése sur leurs parités) et de groupes unitaires respectifs G et G’. On suppose que :

e G et G' sont quasi-déployés.

Soient ¥ et ¥ des représentations virtuelles tempérées de G(F') et G'(F) respectivement.
C'est-a-dire que ¥ = ), aroy et X' = >, bro) sont des combinaisons linéaires formelles finies
ol les ay, et les by, sont des nombres complexes, les o), appartiennent a Temp(G(F')) et les oy,
appartiennent & Temp(G’(F')). On définit par linéarité leurs caractéres Oy et Oyy. On suppose :

e Oy et Oy sont stables (c’est-a-dire constantes sur les classes de conjugaison stable
d’éléments fortement réguliers).

Pour tout d < min(d,d’), on peut trouver une décomposition orthogonale V.= W & V} ou
dim(W) = d et Gy le groupe unitaire de V} est quasi-déployé. Notons Gy le groupe unitaire de W.
Soit £ € Ej . €t x € Gwreg(F') un élément dont la classe de conjugaison stable est paramétrée
par £ (il en existe toujours). Alors G, = T' x Gy ot T est un tore maximal de Gy . On peut
donc définir le coefficient cx(x) = ), axcs, (x). Puisque Oy est stable, ce terme ne dépend pas
du choix de z ni de celui de la décomposition orthogonale. On le note ¢x(§). On définit de méme
esv (). Soit D(d,d") 'ensemble des entiers naturels d qui vérifient :

e d <min(d,d) ;
e d=dmod 2 oud=d mod 2.

Introduisons I’espace

=(dd)= || Zie

deD(d,d')
Soit p un caractere continu de E* dont la restriction & F* coincide avec sgndggﬂ. On pose
alors
Su(, %) = lim (% Pe(1))[C(&)les(§) e (§)DU(E)V2DT (M2 A (€)M de. (1)

s—0t J== (d,d’)

C’est la multiplicité stable du titre de la section. On renvoie a la section 2.3 pour les définitions
des termes P, D, D% et A. Dans les deux sections qui suivent (les sections 6.2 et 6.3), on
démontre deux formules de transfert reliant cette multiplicité stable & la multiplicité m(o, o’)
d’une part et aux facteurs epsilon €, (m, 7’) de la section 4.3 d’autre part. Les formules obtenues
seront au coeur de la démonstration de la conjecture de Gan—Gross—Prasad, objet des parties 7
et 8. Expliquons brievement d’ou vient le nom de multiplicité stable. Supposons pour cela d pair
et d’ impair. On conserve bien entendu les hypotheéses de cette section (notamment que G et
G’ sont quasi-déployés). On peut alors définir par linéarité la multiplicité m (3, ¥’). On a rééerit
dans la section 4.2(1) une formule intégrale calculant cette multiplicité. Elle ressemble beaucoup
a la définition de S, (X,%’). Précisons un peu. L’espace C(h,h') de I'expression 4.2(1) est un
revétement de Z*(d,d’). Les termes apparaissant dans la formule 4.2(1) sont constants sur les
fibres de ce revétement (puisque l'on a supposé Oy et Oy stables). Le cardinal de la fibre au
dessus de & € Z*(d,d') de ce revétement est |C()]/2, sauf si £ = @ auquel cas la fibre est de
cardinal 1 = |C(§)|. On obtient alors directement la formule

m(E,2) = 1(S1(Z,2) + es(Desy (1)).
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C’est un cas particulier de la proposition 6.2.1 (cf. plus loin). Le terme S, (3,%’) est donc un
avatar stable de la multiplicité m(c, ¢’). Toujours en supposant d pair et d’ impair, le caractere
est inessentiel dans la définition de S, (X, Y’). En effet, on peut toujours se ramener au caractére
trivial de la facon suivante. Par hypothese, la caractere p est trivial sur F*. Via I'isomorphisme
E*/F* ~Ker Ng/p,  — z/7, on obtient un caractere ji de Ker Ng,p. On vérifie alors aisément
la formule

Su(E, ) =51(i®%,Y)

ou on a noté i ® ¥ la représentation virtuelle de G(F') obtenue en tensorisant 3 par le caractere
fiodet de G(F).

Dans le cas ou d et d’ sont de méme parité, la définition (1) de la multiplicité stable est plus
mystérieuse. Elle est dictée par la preuve des propositions 6.2.1 et 6.3.1 ou elle apparait de fagon
naturelle (quoique de fagon totalement calculatoire). On pourrait spéculer sur sa signification.
En effet, il existe aussi une conjecture de Gan—Gross—Prasad dans le cas de groupes unitaires de
rang de méme parité (cf. conjecture 17.3 de [GGP12] dans le cas des modeles de Fourier—Jacobi).
On pourrait alors imaginer que la multiplicité stable S, (3, Y') soit, dans le cas ou d et d’ sont
de méme parité, un avatar stable d’une possible formule pour la multiplicité des modeles de
Fourier—Jacobi. Cette spéculation s’appuie sur deux remarques. Tout d’abord il y a le caractere
1 qui cette fois ne peut étre “absorbé”. Ce caractere p apparait aussi dans la définition des
modeles de Fourier—Jacobi (cf. the case of Fourier-Jacobi models [GGP12, p. 50]) : il permet
de relever certaines représentations projectives de Weil sur des groupes unitaires en de vraies
représentations. D’un autre coté, dans le cas olt d’ = 0, on obtient

SM(Z, 0) = Cz(l).

C’est bien évidemment Pavatar stable de la multiplicité m(o,n) de la section 5.2. Or, dans le cas
extréme ol d = 0 un modele de Fourier—Jacobi est un modele de Whittaker d’un certain type.
Ces deux remarques soulignent donc la possible interprétation de la multiplicité stable en termes
de modeles de Fourier—Jacobi. Tout cela reste bien entendu tres conjectural et spéculatif.

6.2 Transfert et multiplicité
Donnons nous :

e (V,h) et (V/,1') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G et G’ ;
o (Vi,hy), (Vo ho), (VB ) et (V',h") quatre espaces hermitiens de dimensions respectives
dy, d_, d, d_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G, et G__ ;
® i, pu—, piy et p' des caracteres continus de E*.
On suppose que :
e d est pair et d' est impair ;
(V,h) et (V' h') vérifient 'hypothese 4.1(1) ;
(Vi ha), (Vo ho), (VI R) et (VX hL) vérifient I'hypothese (QD) ;
o d+d_=detd +d_ =d;

!’ dl

- d_ o dy / _ — / _ +
® [y |Fx =S8Np g, U |Fx = S80pyp, Ky \px = S8Ng p €6 L. | px = Sghg .

D’apres la section 3.1, on peut donc considérer G x G_ comme un groupe endoscopique de G et
G’ x G'_ comme un groupe endoscopique de G’ (les caracteres juy, p—, ¢, et p’ permettant de
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fixer les données endoscopiques). On normalise les facteurs de transfert comme en la section 3.1.
Considérons :

e ¥ et X/ des représentations virtuelles tempérées de G et G’ respectivement ;

e X, ¥_, ¥\ et ¥ des représentations virtuelles tempérées de G4, G_, G et G_
respectivement.

On suppose que :

e les caracteres Oy, , Ox_, @2;, Oy sont stables ;
e Oy est un transfert de Oy, x Ox_ et Oy est un transfert de (921+ X Oy .

En prolongeant par bilinéarité ’application (o, 0’) — m(c,¢’), définie en la section 4.1, on définit
m(%,Y’). Enfin, on pose

1 si G est quasi-déployé,
w(G) = {

—1 sinon,

c’est-a-dire qu’avec la notation introduite en la section 3.1, on a u(G) = p(V, h).

PROPOSITION 6.2.1. Sous les hypothéses précédentes, on a I’égalité

m(27 E/) - %(Su.huﬁr (Z+v El—l—)s,u—#'_ (E—a E/—) + N(G)S#+#L (E+, E/—)S,u_pﬁr (E—v Zl—q—))

Preuve. Exprimons m(X,Y’) grace a la formule 4.2(1). Puisque C(h,h’) est un revétement de
=*(h,h') qui lui-méme est un ouvert de Z*(d, d’), on peut réécrire cette formule sous la forme

m(%,%) = lim SIGIN(Irt3
s—0t =*(d,d")

Le membre de droite s’exprime comme limite d’une intégrale sur Z*(d, d/, ) x =*(d—, d_ ) U=*(d4,
d_) x =*(d_,d!,). L’application (&£1,&2) — &1 U & définit un revétement qui préserve localement
les mesures d’un ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace au dessus d’'un ouvert
de E*(d,d’). On a I'égalité A(& U &) = A(&1)A(E2), ce qui permet de rééerire le membre de
droite sous la forme

lim fa(E)A(E)* 2 ¢e.

s—>0t =+ (d,d')
Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer 1’égalité f1(€) = f2(€) pour tout & € Z*(d,d’).
Soit donc & = (I, (F4s)ier, (Fi)ier, (Yi)ier) € =*(d, d’). Posons d = d¢. On construit comme en la
section 4.2, un espace hermitien (Vg, hq) qui se plonge a la fois dans (V, h) et (V', 1'). Notons G4
son groupe unitaire. On dispose donc de deux plongements, bien définis a conjugaison pres, de
G4 dans G et G'. On a alors

hE) = Y DO Pen(a(&,e)D (&) e (x(€, o)) (1)
ceC(§)¢
pour un certain € € {£1}. Soit ¢ € C(§)°. Notons 1} 'orthogonal de Vy dans V', dj sa dimension
et Gy son groupe unitaire. D’apres la construction de la section 4.2, Gy est quasi-déployé. Soit
T} un sous-tore maximal d’un sous-groupe de Borel de Gy tous deux définis sur F. Fixons
Yy € gy reg(F) Nt(F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans V;. D’apres l'identité 4.5(1),
on a

DU Pes(w(g o)) = w(d) ™ | lim  Os(w(§, ) ) D (g, ). (2)
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Pour tout A € F* assez petit, notons () € Edy reg 1'€lément qui parametre la classe de conjugaison
stable de i, On distingue alors deux cas.

e Supposons tout d’abord que d est pair. Il existe alors une famille (a;);c; d’éléments non nuls
de E telle que (\ = (J, (Fj)jet, (Fj)jer, (yj(X))jer) pour tout A € F* assez petit, ol :

- Fij:EetFj:EXE;

- y]()‘) = (6)\0,‘7-76—)\6]-)’
pour tout j € J. On a alors C({y) = {1}, i.e. ¢, détermine aussi la classe de conjugaison stable de
e, La classe de conjugaison de z(&, c)e*Yt est alors paramétrée par £LICy et ¢ € C(ELIC) = C(€).
Pour tout I" C I, on pose {(I') = (I', (Fxi)icr, (Fi)iers (Yi)ier) et dp = depry. On définit de
méme () (J') et dy pour tout J' C J. Puisque Oy, est un transfert de Oy, x Ox_, on a

QZ(x(gv C)e)\Yh)DG(x(gv C)e)\Yh)l/Q
=Y Ox, (&(I) UG\(J1) D (E(1) U (1) /205 (£(12) LI Ga ()

I,
J1,J2

x DY (&(I) U G (J2) 2 A, o (€(I0) UG (T1), £(I2) L a(a), ©) (3)

ou la somme porte sur les quadruplets (I3, s, J1,J2) satisfaisant 1 U Is = I, J U Jo = J,
dr, + 2|Ji| = dy et dp, + 2| J2] = d_. Fixons un tel quadruplet. D’apres l'identité 4.5(1), on a

lim Oy, (£(11) U () D (E(I) U G ()P = es, (£(11)) D™ (1) /2, (4)

lim ©x_(§(£2) U O (J2)) D (€(12) U G(J2))? = ex (€(12)) D (&(12) /2. (5)

dD’aé)rés les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1 (appliqués plusieurs fois), pour A assez proche
Ay () UCA(J1),ET2) U Ca(J2),¢) = Apy i (§(11),£(12), ©). (6)

Pour Iy, Iy C I, tels que df, < d+ et dy, < d_, posons
B(Ih, I) = e, (§(1) D™ (§(11))2es_ (§(12)) D™ (£(12)) .
De (2), (3), (4), (5) et (6), on déduit que
s (@(6,0) DU = w(d) " S w(ds — diyw(d- — diy) B, 1) Dy o (6(1),E(I2). )

11,13
J1,J2

ou la somme porte toujours sur les mémes quadruplets qu’en (3). Examinons la somme sur

(J1,J2) a (11, I2) fixé. La somme est vide sauf si [y UTy = I, dy —dy, et d— —dj, sont des entiers

positifs pairs. Si 'on est dans ce cas, alors (Ji, Ja) est soumis aux seules conditions J; U Jo = J,

2| 1| =dy —dp et 2|Jo| =d_—dp,. llya ((d _“é' )/2) tels couples. On vérifie facilement ’égalité
+ I

<( ’J| )w(d+ - dh)w(d— - dI2) = w(d - d) = w(dh)'

dy —drp,)/2
On arrive donc a ’égalité
es(x(€,¢)) D€ = Z B(I, I2)Auy - (§(11),€(12), ¢) (7)
1,1

ou la somme porte sur les couples (11, [2) vérifiant Iy U Iy = I, dy —dy, et d_ — dy, positifs pairs.
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e Supposons maintenant que d est impair. Il existe alors une famille (a;);ec; d’éléments non nuls
de E et jo € J tels que O\ = (J, (Fij)jes, (F))jer, (yj(A))jes) pour tout A € F'* assez petit, ot :
~ Fyj, =F, Fj, = E, Trg/r(aj,) = 0 et y;,(\) = e o ;
~ Fyj=FE, Fj=FEx E et y;(\) = (e’%,e @) pour tout j € J\{jo}.
On a alors C(¢\) = F*/N(E*), donc () ne détermine pas entierement la classe de conjugaison
de e*i. Celle-ci est déterminée par la donnée supplémentaire d'un élément cq € F*/N(EX).
L’hypothese 4.1(1) sur (V, h) et (V', h') entraine ¢y = vg. La classe de conjugaison de (¢, c)e's
est alors paramétrée par £ L () et (c,co) € C(EU ) = C(§) x F*/N(E™). Puisque Oy, est un
transfert de O, X Ox_, pour tout A assez petit, on a

Os (@ (&, ) DY (2(€,c)eN5)1/?

= Y Ox. (€I LGP (E(N) U G(T1) 205 (§(I2) U G (J2))

I,12
J1,J2

X DY (€(12) UG (J2) A, (€(10) U G(1), €(12) U G (Ja), (e, o)) (8)
ou la somme porte sur les quadruplets (11, I2, Ji, Jo) vérifiant 1y = I, J1UJs = J, dp,+dj, = d
et dr, +dj, = d_. Fixons un tel quadruplet. On a toujours (4) et (5). Il y a essentiellement deux

cas possibles : jo € J; ou jy € Ja. Encore d’apres les points (A)(i) et (A)(ii) du lemme 2.3.1,
pour A assez proche de 0, on a

Apy o (E) UG(J1),E(T2) U (J2), (e, c0))
_ A (E() UG (o), €(T2), (e, c0)) s jo € Ju,
App - (€(T), €(12) U (o), (¢, o)) sijo € Ja,
ot on a posé (x(jo) = (x({jo})- D’apres les points (B)(i) et (C) du lemme 2.3.1, on a donc

;if(l] Ay o (1) UGA(J1),E(I2) U Ca(J2), (¢, c0))
_a. P, (1) ..
Ay (E(11),€(I2), c) sgn / 5 o2 si jo € Ji,

Apy o (E(1),€(12),c) Sg0g/ P (5_d11 ;jﬁ%) si jo € Ja,

olt on a posé Py = Py pour tout I’ C I (dans le deuxieme cas, ot on applique 2.3.1(C), on a
¢y = v =1y et d impair). De (2), (4), (5), (8) et (9), on déduit que

cx(@(€,¢))DUEY? = w(dy) ™" < > w(dy —dp)w(d- — dp,)B(I, 1) A, u_ (E(1), £(I2), ¢)

I,Iz
J1,J2
—d[ PI2
X sgup/p| 0 o=~ | + Z —dp)w(d- —dp,)
1>
J1,J2
P (1
X B(In, I2) Ay, - (§(11),§(12), ¢) sgnpp (5_d11 PIII((_i)>> (10)
1

la premiere somme (respectivement la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (8) avec
la condition supplémentaire jy € J; (respectivement jy € J3). Dans la premiere somme, & (11, I2)
fixé, la somme sur (Ji, J2) est vide sauf si I1 Ul Iy = I, d — dy, est positif impair et d_ — dj, est
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positif pair. Dans ce cas, elle contient /11 termes . On vérifie que
(d——dr,)/2

<( [J] -1 )w(d+ —dp)w(d_ — dp,) = w(d — d) = w(dy).

d- — dfz)/2
Dans la deuxieme somme, a (I, I2) fixé, la somme sur (Ji, Jo2) est vide sauf si I1 Uy = I, dy —dj,
est positif pair et d_ — dj, est positif impair. Dans ce cas, elle contient (( d+|i|d_11) /2) termes. On
1

a de méme

((d+|J—| ;Il)/2>w(d’+ —dp)w(d- —dp,) = w(dy).

Par conséquent, (10) devient

e NG = 5 B (000 s (5075

1,12

b Y Bl R)A e (€00 €(02).C) sy (57 Pfh(“i)) 1)

I

la premiere (respectivement la deuxiéme) somme portant sur les couples (I3, I) vérifiant I; LT =
I, dy — dj, positif impair (respectivement pair) et d_ — dy, positif pair (respectivement impair).

On montre de la méme facon des formules analogues & (7) et (11) pour ey (z(€, ¢))D¥ (€)Y/2.
Plus précisément, pour tous I, I C I vérifiant d| > d, et d_ > dj,, posons

B'(I, Iy) = esy (€(1) D™ (§(1)) Y 2ess (6(12)) D™ (€(12)) 2.
On a alors
e Si d est impair,
ex(@(€,€)DY (V2 =Y B'(I1, 1) Ay (6(11),6(12), 0) (12)
1,12

ou la somme porte sur les couples (Iy, [2) vérifiant Iy U I, = 1, d’Jr —dy, et d_ — dj, positifs et
pairs.

e Si d est pair,

es (2, 0) D ()2 = B/( I, 1) Ay g (f(fl)aﬁ(b),c)sgnE/F(é‘dlz P, (1) >

Il PI2( )
/ ) sen —dy, Ph(l)
+ 30 BTy (€060 0 g (57 52 0) 13)

la premiere (respectivement la deuxiéme) somme portant sur les couples (11, I2) vérifiant I LTy =
I, d!, —dj, positif impair (respectivement pair) et d_ — dy, positif pair (respectivement impair).

Les formules (7), (11), (12) et (13) permettent d’exprimer fi(£) en fonction de Oy, x Ox_
et Oy x Osy . Supposons a nouveau d pair. De (1), (7) et (13), on déduit que

Vo —q, Pr,(1) -
=Y B(I,L)B'(I}, I) sgngp (6 2—-2— |A(I1, I, I, Iy)

i Pp(-1)
11,14
4, Pr(1
+ > B(l.12)B 11,12>sgnE/F(6 n P“( ) )A<11,12,11,1§> (14)
= (<1
13,1
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la premiere (respectivement la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (Iy,Is,1],1})
vérifiant [y U I, = I U Iy = I, di —dyp, et d— — dy, positifs pairs, d, — dp positif impair
(respectivement pair) et d’ — d 1, positif pair (respectivement impair), et ol on a posé

Al I, I T) = Y Ay (6(1),6(02), ) Ay e (E(17),€(13), ).
ceC(§)¢
Examinons ce dernier terme. C’est a une constante pres la somme de
H SgNE; /Fy, (ci) H SgNE; /Fy, (ci)
i€lz iel)
pour ¢ € C(§)¢. Cette somme est donc nulle sauf si (I, I2) = (I1,I}) ou (I, I2) = (15, 1}). Dans

le cas ou (I1, ) = (I}, 1), on a

AMJrvM— (§<11)7§(12)7 C)A,u;,,u’f (‘g(Il)’g(I?)? C) = /’L+l’l’/<‘r(PII(_1))/'L_ML(PIQ(_1))
pour tout ¢ € C(§)°. D’ou

ALy, Iy, Iy, ) = |C(&) |pr iy (Pr (—1)) p—pt” (P, (1))

Considérons maintenant le cas (I1, I2) = (I3, 1). La formule (6) relie A, ,_(£(11),£(12),¢) au
facteur de transfert relatif au groupe endoscopique G x G_ de G. Comme on le sait, permuter
G4 et G_, ne change pas le facteur de transfert si G est quasi-déployé, multiplie le facteur de
transfert par —1 si G n’est pas quasi-déployé. Par conséquent

Apy - (E1),6(12), ¢) = w(G) Ay (§(12),€(11), €).-
On en déduit que

App e (§(11),€(12),0) Ay, (§(12),6(1), €) = (G prgept”_ (Pr, (—1)) p—pty (P, (—1)).
Puis
A(I1, Iy, I, Ir) = p(G)|C(&)" [ py i (Pr, (—1)) iy (Pry (—1)).
Revenons & (14). Supposons & # @ et d/, de méme parité que dy et d_. Alors |C(§)¢| = |C(&)|/2
et on ne peut pas avoir (I1,Is) = (I],15) ni (I1,I2) = (I},1]) dans la premiére somme. Par

conséquent seule la deuxieme somme contribue et, d’apres ce qui précede et le fait que les cas
(I, I2) = (11, I}) et (I1,I2) = (I}, I1) sont exclusifs (car £ # @), celle-ci vaut |C(§)]/2 multiplié

par
Pr(1

> B(I1,I2)B'(I1, I) sgnp (5_d’1h()>u+l/+(Ph(1))

I Pfl(_l)

1,42

—d, Pr(1
X p— i’ (Pry(— G)> B(I1,1,)B'(I2, ) sgnp (5 IQPIIZ((_))>
2

11,12
X pi i (Pry (= 1)) p—pt'y (Pry (=1))

la premiere (respectivement deuxieéme) somme portant sur les couples (I, [2) vérifiant Iy Uy = I,
dr, € D(d4,d,) (respectivement dj, € D(d4,d_)) et dy, € D(d—, d_) (respectivement dy, € D(d_,
d’)). Dans le cas que l'on considere (u4py)|px = sgng/p et (u—pl )| px = sgnpg,p, donc

Sgnp/F <5d11 %)MJM;(PA (=1)) = py sy (61 Py (1))
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—_— (5% ]fjj(_lf))u_mph(—m il (574 Py (1)),

Toujours dans le cas que l'on considere, pqp’ et p_p’ sont triviaux sur F*. On vérifie que
6~ Pp(1)Pp(—1)~! est élément de F* pour tout I’ C I. Par conséquent

et (Pry (~1)) = papd_ (5% Pr, (1))

et
pop(Pry(=1)) = pp_ (6~ P, (1))

On peut donc réécrire (14) sous la forme

f1(§)=w< ST B )BT, Do) 4t (50 Pry (1)l (57 Py 1)

2 Lule=I
dIl ED(d+,d’+)
d12 eD(d—,d" )
+u(G) Y B, I)B'(Iy, L) py pl (67 Pr (1)) ppl (5742 sz(l))> '
Lul,=1I

dr, €D(d,d)
dr,eD(d_.d,)

On vérifie facilement que le membre de droite vaut fo(§). Supposons maintenant £ = . Alors le
membre de droite de (14) ne comprend qu’un seul terme et on trouve

J1(€) = 1CE) s, (Des_ (L)esy, (esy (1)
D’un autre coté, on a

_ 1+ u(G)

f2(8) 5

sy (Des_ (Desy, (Desy (1)

Dans tous les cas, on a [C(£)¢] = (1 4+ p(G))/2 ce qui établit I’égalité voulue. Le cas ol d’, est
de parité différente de dy et d_ et le cas ou d est impair se traitent de la méme maniere. O

6.3 Transfert et facteur epsilon
Donnons nous :

e U et U’ deux E-espaces vectoriels de dimensions respectives d, /ol et dont les groupes tordus
associés (comme en la section 2.2) sont notés (M, M) et (M’', M) respectivement ;

o (Vi,hy), (Vo ,h), (VLR )et (VL,h") quatre espaces hermitiens de dimensions respectives
dy,d_, d, d_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G’ et G"_ ;

® [y, pi—, it et p’ des caracteres continus de E*.

On suppose que :

e d est pair et d' est impair ;
o (Vi,hy), (Vo ho), (VI,h) et (V!,h") vérifient 'hypothese (QD) ;
od+d_=detd, +d =d;

_ d_ o di+1 . d’_ ’ . d\, +1
® [ Fpx = SgnE/F’ H_|Fx = SgIlE/F ) M+|F>< = sgnE/F et :U’,|F>< = SgnE/F .
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D’apres la section 3.2, on peut considérer G X G_ comme un groupe endoscopique tordu de
M et G’ x G"_ comme un groupe endoscopique tordu de M’ (les caracteres pii, pu—, iy et p’
permettant de fixer les données endoscopiques). On normalise les facteurs de transfert comme
en la section 3.2. Considérons :

o II et IT' des représentations virtuelles tempérées de M et M respectivement ;
o X, X_, ¥ et ¥ des représentations virtuelles tempérées de Gy, G_, G/ et G_
respectivement.

On suppose :
e les caracteres Oy, , Ox_, 92; et Oy sont stables ;
° @ﬁ est un transfert de ©x, x Ox_ et @ﬁ, est un transfert de @Zﬁr X Oy .

En prolongeant par bilinéarité I'application (7, 7') + €, (7, 7’), définie en la section 4.3, on
définit e, (II, IT').

PROPOSITION 6.3.1. Sous ces hypothéses, on a I’égalité

€uy (ﬁa ﬁ/) = SgnE/F(_Vl)d7+d/_ 5

u+u’+(2+’ E;)Su—u’, (-, %20).

Preuve. Exprimons ¢, (I, I') grace & la formule 4.4(1). Puisque X(d,d’) est un revétement de
=*(d,d’), on peut réécrire cette formule sous la forme

6V1(H7H,) = lim fl(g)A(g)S_l/Q dg.
s—0t =+ (d,d")

Le membre de droite est défini comme la limite d’une intégrale sur =*(d4, d, ) x Z*(d_,d").
L’application (&1,&2) — &1 U & définit un revétement qui préserve localement les mesures d'un

=k

ouvert de complémentaire de mesure nulle de cet espace sur =*(d,d’). Puisque A(& U &) =
A(&1)A(&2), on peut donc rééerire le membre de droite sous la forme

lim F2(E)A(E)*~ 2 de.

s—0t = (d,d’)

Pour établir le lemme, il suffit donc de prouver I'égalité f1(§) = f2(€) pour tout £ € Z*(d,d').
Soit & = (I, (Fyi)ier, (Fy)ier, (Yi)ier) € 2(d,d'). En tenant compte du jacobien de I’application
X(d,d") — =*(d,d') (que 'on a calculé en la section 2.2), on a

A1) = 121N eq(@(6,7) DY (#(€, ) V2eq (3(6,7) DY (@€ (1)

yeT(€)

Posons d = d¢. Introduisons comme en la section 4.4 des décompositions U = Ug @& Wy, U’ =
Uq @ W), des formes hermitiennes hy sur Wy et hl, sur W) et le groupe tordu (Mg, M) associé &
Ug. Alors en la section 4.4, on a défini un plongement de Md dans M et M'. Pour tout v eT(§),
Z(&,~) représente une classe de conjugaison dans Md et les coefficients cg(Z(€,7)), DM (Z(&,7)),
ci (Z(&,7)), DM/(:Z'(é, ~v)) sont définis au moyen des plongements.

Soit v € I'(§). Notons Gy le groupe unitaire de (Wg, hg). Ce groupe est quasi-déployé.
Fixons un sous-tore maximal T}, d’un sous-groupe de Borel de G} tous deux définis sur F.
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Soit Yy € 4(F) N gyreg(F) qui n’admet pas 0 comme valeur propre dans Wy. D’apres la
relation 4.5(1), on a

ei(#(E DY (EE) T = w(d) ™ lim O5(F(E )¢ DY (E(E 1) (2)
A—0
ol dy = d—d est la dimension de Wy. Pour tout A € F'* assez petit, la classe de conjugaison stable
de eMs admet pour parametre ¢\ = (J, (Fij)jer, (Fj)jer, (Y;(N))jes) (les trois premieres données
du quadruplet ne dépendent pas de \). Alors la classe de conjugaison stable de Z (¢ ,’y)e/\yh est
elle paramétrée par £ U (3 ou (§ = (J, (Fixj)jers (Fj)jers (yi(N)?) e).
e Supposons dans un premier temps que d est pair. Alors Fiy; = E, F; = E x E pour tout
j € J et il existe une famille (a;);c; d’éléments distincts et de traces non nulles de E telle
que yj(A) = (e*%,e"7%), pour tout A assez petit. On a alors T'(¢ U ¢3) = ['(¢) et la classe
de conjugaison de #(€,7)eMt est paramétrée par v € I'(€ L Ci) Pour tout I’ C I, on pose
') = (I, (Fyi)ier, (Fy)ier (i)ier)- On définit de méme ¢3(J) pour J' C J. Puisque O est
un transfert de Oy, X Ox_, pour tout A assez petit, on a 1'égalité
O (#(&,7)eM?) - Dy (#(&, 7))/

= > 05, (€I UGW) - DH(EM) UG 05 (£(12) UG ()

Iy,12
J1,J2

DT (E(L2) U GR(NY? - Ay o (€)W G (1), £(12) U GR(J2),7) (3)

ou la somme porte sur les quadruplets (I1, I, Ji, Jo) vérifiant [y Uly = I, JiUJy = J, df, +2|J1| =
d+ et dg, + 2|J2| = d_. Fixons un tel quadruplet. D’apres la relation 4.5(1), on a

lim O, (£(11) U QW) D™ (1) UGN = w(dy = diy)es, (€(L) D™ (E()', (4)
lim O (¢(12) UG(2) D™ (6(12) U G(2))' /2 = w(d — diy)en (§(12)) D (€(12)) /2. (5)

En appliquant plusieurs fois les points (A)(iii) et (A)(iv) du lemme 2.3.1, on montre que, pour
)\ assez petit, on a

Ay (G UEE(), E(12) UCR(J2),7) = Dy (E(1), E(T2), ) (6)
On vérifie facilement que
DY (z) = 2% DY () (7)
pour tout T € ]\Zeg(F). Pour tous I1, Iy C I tels que dj, < d4, df, < d_, posons
B(Iy, Ir) = cs (§(1) D™ (£(1))?ex_ (£(12)) D™ (£(12)) /2.
De (2), (3), (4), (5), (6) et (7), on déduit que

80n (6,7)) DM (&(¢,7)/?
w(d;) 2| > w(dy —dp)w(d- —dp)B(I1, 1) A, i (£(11),€(12),7) (8)
1,1
J1,J2

ou la somme porte sur les mémes quadruplets qu’en (3). Fixons ([, I2) et examinons la somme
sur (J1,J2). Elle est vide sauf si dy — dy, et d— — dy, sont positifs et pairs et si tel est le cas, elle
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]

comporte (( dy—dr,) /2) termes. On vérifie que

<(d+ _|Jdl )/2> (dy —dp)w(d- —dp,) = w(d — d) = w(dy).

Par conséquent, (8) devient

e(#(6 ) DM (6, )2 = 12057 7 B(I, ) Ay, (6(11),6(12),7) (9)

Iy,12

ou la somme porte sur les couples (Iy, Is) vérifiant I} U Iy = I et dy — dy,, d— — dj, pairs et
positifs.

e Supposons maintenant que d soit impair. Alors il existe une famille (a;);cs d’éléments de E et
Jjo € J tels que, pour A assez petit :

- Fij, =F, Fj, = E, TrE/F(ajo) =0et yjo(/\) = Mo )

— Fyj=E, Fj=Ex E et y;(\) = (¢*%,e™%) pour tout j € J\{jo}.
On a alors T'(€ U ¢(3) = ['(¢) x T'(e**) /N (E*) et la classe de conjugaison de i(f,v)eAYLest
paramétrée par (7,70(\)) pour un certain yo(\) € T'(e?290) /N (E>). D’apres la fagon dont M, a

été plongé dans M, on a yo()\) = v1e*®. Puisque Of est un transfert de Oy, x Ox_, pour tout
A assez petit, on a 1’égalité

100(2(€, 7)) DY (#(€, 7o)/

=Y Ox, (€U UGU))D™ (1) U R(1) POs_ (6(12) U (R (J2))
I,12
J1,J2

x DU (€(I2) U GG (J2)) 2 A,y (E() UG (1), E(I2) UG (J2), (1,70(N)  (10)

ou la somme porte sur les quadruplets (11, I, J1, Jo) vérifiant [1UIy =1, JiUJy = J, dp,+dj, = d4+
et dr,+dj, = d_. Fixons un tel quadruplet. On distingue deux cas suivant que jo € Jq ou jo € Ja.
Appliquant & nouveau les points (A)(iii) et (A)(iv) du lemme 2.3.1, on montre que pour A assez
proche de 0, on a

Ay (EID) UCG(), €T2) LG (J2), (7:70(N)))

A (6(T1) UG Go), €(T2), (v,70(N)) st jo € 1,
Apy o (E(1),E(I2) U GE(Go), (v,70(N))) st jo € o
D’apres les points (B)(ii) et (D) du lemme 2.3.1, on en déduit que
;LH}) Apy i (€I UG, €(I2) U GR(J2), (1, 70(N))
P .
App e (§(1), €(12) SgnE/F( dbpb( ) > si jo € Ji,
_ 1 (=1
By (E(1), il ) sioe
pion— (&(11),€(I2),7) sgng p( 61 sgnp/p(—v1) sijo € Ja,
ou pour tout I’ C I, on a posé Pp = Pe(rry (dans le deuxieme cas, ot on applique le

lemme 2.3.1(D), on a ¢, = v1 et d impair). On a toujours (4) et (5). D’apres (2), (7) et (10), on
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en déduit que

e (£(€,7) DM (3(€, 7))/
— 2 2u(d >1(2w<d+—dh>w<d_—db)B(h,Iz)

1,12
J1,J2

X Ay o (601, E(T2). ) s (6

>_|_ Z d]l w(d- — dIQ)B(Il712)

J17J2
X Ay (€(10),E(I2), ) sgnp 1 (5-% Jff((_li)> sgnE/F<—m>) (1)

la premiére somme (respectivement la deuxiéme) portant sur les mémes quadruplets que (10)
avec la condition supplémentaire jy € J; (respectivement jy € Jz). Dans la premieére somme, &
(I1, I1) fixé, la somme sur (Jy, Ja) est vide sauf si d+ —dj, est positif impair et d_ —dj, est positif

pair. Si tel est le cas, elle contient (( dJJ‘ 1) /2) termes. On vérifie que

De méme, dans la deuxieme somme, a (I1, I2) fixé, la somme sur (Jy, Ja) est vide sauf si dy —dy,

est positif pair et d_ — dy, est positif impair. Si tel est le cas, elle contient (( d+|i|d_11) /2) termes.
1

On vérifie que

De (11), (12) et (13), on déduit que
e (#(&,7) DM (3 (€, 7))

= |2|%2 (hzb B(I1, I2)Ay, u (§(1),&(12),7) sgnp p (5_d’21§i%>

+ Z B(L, I2)Au, - (§(11),§(12), ) sgnp/p (5% P]jll((_li)> SgnE/F(_V1)> (14)
I, 12 !

ou la premiere (respectivement la deuxieme) somme porte sur les couples ([, I2) vérifiant I Ul =
I, dy —dj, positif impair (respectivement pair) et d_ — dj, positif pair (respectivement impair).

On montre de la méme fagon des formules analogues a (9) et (14) pour cg, (Z(€, ’y))DM/( (&,
7))Y/2. Plus précisément, pour tous I1, I, C I vérifiant dy >dp etd > d12, posons

B'(I1, Ir) = esy_ (§(1)) D™ (§(11))2ess (£(12)) D™ (€(12))M2.
On a alors les formules suivantes

e Si d est impair, alors

e (B, )DM (6,2 = 2% S B ) Ay (€(1), E(12), ) (15)

1,1

oli la somme porte sur les couples (I, I3) vérifiant Iy Ul = I, d, —d;, et d__ —d, positifs pairs.
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e Si d est pair, alors
e (2(6,7) DM (28, 7)) /2
=2/ (Z B'(I, I)Ay, w (§(11),6(12),7) sgnpy p <6df2 PI2(1)>

117[2 PIQ(_]')
/ —d PI1<1)
+ Z B(I, 12)Ay  (§(11),€(12),7) sgnpr (5 h PI(—1)> SgnE/F(—V1)> (16)
Iy,I L

ot la premiere (respectivement la deuxieme) somme porte sur les couples (I, [2) vérifiant I =
I, d'. — dy, positif impair (respectivement pair) et d”_ — dy, positif pair (respectivement impair).

On peut maintenant, grace a (1), (9), (14), () et (16), exprimer f;(£) en fonction de Oy, xOx_
et @E/+ X Oyy . Supposons a nouveau d pair. On obtient

_ P (1
7€) = " B L)B (I}, 1) sgp (a d’§W>A(Il,IQ,I{,I§)

i Pr(-1)
15,15
. Pe(l
+ ZB(IMIZ)B/(I{’IQ)S%HE/F 5~ 5 () sgnp/p(—v1) AL, I, 11, Ip) (17)
i Pr(-1)
13,15

la premiére (respectivement la deuxiéme) somme portant sur les quadruplets (I, lo, I}, 1))
vérifiant [y U I, = I1 U1y = I, dy — dy, et d_ — dj, positifs pairs, d/, — dy; positif impair
(respectivement pair) et d’ — d 1 positif pair (respectivement impair), et ol on a posé

Al I, I3 1) = ) Ay (601D, 6(12), 1) A, e (E(17),€(15), ).
ver(€)

Cette somme est a une constante pres la somme des

H sgnp, ey, (7 (14 3i) H sgng, /e, (7 (L+ i)
i€ly iel)

pour 7 € I'(§). Comme T'(§) est un espace principal homogene sous C(§), cette somme est nulle
sauf si (I, I) = (11, 15). Si (I, I2) = (I1,1}), on a

Au+7u, (5([1),5(12),7)AM/+7ML (5(‘[{)’5([5)77) = M-l—H/Jr(Ph(_1))M—/~L/—(PIQ(_1))
pour tout v € I'(§). On a [['(§)| = |C(&)], et par conséquent
ALy, I, 11, 1) = |C(&) [ ply (Pr (= 1) p— i (P, (—1)). (18)

Supposons que d' est de méme parité que d et d—. On en déduit que (¢}, p4)px = sgnp,p et
(—pl)px est trivial. Un quadruplet de la forme (I3, I, I1, I2) ne peut intervenir que dans la
deuxieme somme de (17) (donc la premiere somme est nulle). Pour un tel quadruplet, on vérifie
que 6~ Pp, (1) Pr,(—=1)~" € F*. Par conséquent

po i (Pry(=1)) = pp (6~ Pp, (1))

et

Sgnp/p <5d“ ;Zh((_li)> pply (Pry (=1)) = pyply (670 Pr (1)),
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Grace a (18), on en déduit que

11(6) = sgnpyp(—01) 32 B B)B (I, L)pwasdy (5~ Pry (D)5 Py(1))  (19)
I, 12

ou la somme porte sur les couples (I, 1) vérifiant Iy U I, = I, dy — dy,, d— — dy,, d —dy,
positifs pairs et d_ — dj, positif impair. On vérifie que les quatres derniéres conditions sont
équivalentes a dy, € D(d4,d/) et dj, € D(d—,d"_). On voit aussi que I'on peut remplacer le
terme sgnp, p(—v1) par sgnE/F(—Vl)d*er/—. Le membre de droite de (19) s’identifie alors a f2(§).
D’oun Pégalité f1(§) = f2(§). Les autres cas (d_ de méme parité que d_ et d4 puis d impair) se
traitent de la méme fagon. O

7. L-paquets tempérés pour les groupes unitaires et endoscopie

7.1 Parametres de Langlands et représentations conjuguées-duales du groupe de
Weil-Deligne

Notons WDg = Wg x SLy(C), ou Wg est le groupe de Weil, le groupe de Weil-Deligne de E.

Soit N > 1 un entier. On appelle parametre de Langlands de dimension N tout homomorphisme

continu

¢ : WDg — GLx(C)
vérifiant les deux conditions suivantes :

e ¢ est semi-simple ;
o la restriction de ¢ a SLa(C) est algébrique.

On dira de plus que ¢ est tempéré si 'image de Wy par ¢ est relativement compacte.
Deux parametres de Langlands ¢ et ¢’ sont dits conjugués, ce que I'on note ¢ ~ ¢', s’ils ont
méme dimension N et qu’ils sont conjugués par un élément de GLy(C). Notons ®iemp(GLy)
I’ensemble des parametres de Langlands tempérés de dimension N pris a conjugaison pres. La
correspondance locale de Langlands pour les groupes linéaires, due a Harris-Taylor et Henniart,
associe a tout ¢ € Piemp(GLy) une représentation irréductible tempérée m(¢) de GLy(E).
Notons ®iemp,irr(GLN) le sous-ensemble des ¢ € Piemp(GLy) qui sont irréductibles. Fixons
t € Wp — Wg, cet élément agit par conjugaison sur Wg, on prolonge cette action a WDg en
laissant agir ¢ de fagon triviale sur SLy(C). Pour tout ¢ € ®¢emp(GLN), on définit un nouveau
paramétre de Langlands ¢? € D emp(GLN) en posant (1) = tp(trt=1)~! pour tout 7 € WDp.
L’élément ¥ ainsi construit ne dépend pas (& conjugaison pres) du choix de t. Un parametre
@ € Piemp(GLy) sera dit conjugué-dual, si on a ¢ ~ 909. C’est équivalent a 'existence d’une
forme bilinéaire non dégénérée B : CV x CV — C vérifiant

B(p(r)w, p(trt ™ Huw') = B(w,w') pour tous w,w’ € CV et pour tout 7 € WDg. (1)

Notons @femp(GL ~) le sous-ensemble des parametres ¢ € ®emp(GLN) qui sont conjugués-duals.
Soit € € {£} un signe. Un élément ¢ € @femp(GL ~) sera dit conjugué-dual de signe e sl existe

une forme bilinéaire non dégénérée B : CN xCN — C qui vérifie (1) et la condition supplémentaire
B(w, o(t*)w') = eB(w', w) pour tous w,w’ € CV. (2)

Cette définition ne dépend pas du choix de t. Une forme bilinéaire non dégénérée B vérifiant
les conditions (1) et (2) sera dite e-conjuguée-duale. Fixons une telle forme B et notons
Aut(p, B) le groupe des éléments g € GLy(C) qui préservent B et commutent & l'image de
. A automorphisme intérieur pres, ce groupe ne dépend pas de ¢ ni de B et c¢’est un groupe
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algébrique réductif complexe (en général non connexe). On pose alors S, = Aut(y, B)/Aut(p, B)°
ot Aut(p, B)Y désigne la composante neutre. Ce groupe est abélien et est donc bien défini &
un unique isomorphisme pres (indépendamment de B et de s). La notation S, est cependant
quelque peu imprécise : elle ne dénote pas le méme objet suivant que ’on considere ¢ comme
un parametre conjugué-dual de signe + ou — (certain parametres peuvent étre considérés
des deux fagons). Néanmoins, dans ce qui suit, le contexte devrait effacer toute confusion
possible (ou en tout cas 'auteur espere qu'il en est ainsi). On note ‘I’temp(GL ~) (respectivement
(GLy) constitué des parametres conjugués-duaux de

temp (GLN) temp (GLN) On adopte

Piomp(GLN)) le sous-ensemble de @temp
signe + (respectivement de signe —). On a alors 5
la notation suivante @Eemp wr(GLN) = @temp irr(GLN) N ‘I’temp(GLN) pour tout € € {+,—,
0} On a alors égalité <I>temp wr(GLy) = @;’;mp e (GLN) U @04 (GLy). On posera aussi
femp = Llg>0 Pfemp(GLg) pour tout € € {+,—,0,0}. On vérifie alors aisément les propriétés

suivantes :

e pour tous @1 € By, 2 € Pl 61,62 € {1}, ona o1 @ € BT
e pour tout p € 5, € € {£1}, on a det(p) € Pf_,,-
Soit ¢ € ‘I’temp Alors, il existe une décomposition, unique au choix des indices pres
0
o= P tiv;o Plipia)
jeJ icl
ou :

e [ et J sont des ensembles finis (disjoints) ;

les ¢;, £; (i € I,j € J) sont des entiers naturels non nuls ;

pour tout j € J, ¢; appartient a &Y

temp,irr

pour tout ¢ € I, ¢; est un élément de ®emp i qui n’est pas conjugué-dual ;

e les @i, pj (i € 1,j € J) sont distincts deux a deux.
On notera alors JT (respectivement J~) le sous-ensemble des j € J tels que ¢; € q)?emp -
(respectivement ¢; € @, . ). Ona ¢ € o ) si et seulement si
¢; est pair pour tout j € J— (respectivement pour tout j € J +). Soit € € {£} et supposons que
€ Pfep - Fixons une forme bilinéaire non dégénérée B qui soit e-conjuguée-duale. On a alors
une identification (& automorphisme intérieur pres)

Aut(p, B) = ] 04;,€) x J] Sp(¢;.C) x [[ GL(4:,C)

JjeJ* jeJ—e el

respectivement ¢ € @

temp ( temp

d’ott 'on déduit une identification (bien définie cette fois)
Sy = {21} ()

7.2 Correspondance de Langlands pour les groupes unitaires
Si (V,h) un espace hermitien de dimension finie d et G est son groupe unitaire, on posera

Piomp(G) = V" (GLd) et on notera £9(y) I'ensemble des caracteres € de S, tels que €(z,) =

temp
wu(V, h). La correspondance locale de Langlands postule le fait suivant.

(CLL) Pour tout groupe unitaire G = U(V, h), il existe une décomposition en union disjointe

Temp(G)= | | %)
Soetbtemp (G)
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et des bijections

£ (p) = T%(p)
e o(p,e).

Les ensembles finis TI%(¢) sont appelés L-paquets. La correspondance de Langlands fournit
donc une paramétrisation des ensembles Temp(G). Cette paramétrisation doit évidemment
vérifier certaines conditions. On va en imposer trois, de nature endoscopique. Avant des énoncer,
introduisons une notation. Pour G = U(V, h), ¢ € Piemp(G) et s € Sy, on pose

Gg’s = Z E(S)@a’(ﬂofe)
e€€%(p)

o1, rappelons le, ©,(,, o) désigne le caracteére de la représentation o(¢p, €). La premiere condition
que 'on impose est la suivante.

(Stab) Si (V, h) vérifie (QD), G =U(V,h) et ¢ € Piemp(G) alors @g,o est stable.

Nos deux autres hypotheses concernent 'une une endoscopie dite “classique” et 'autre
une endoscopie tordue. Soient (Vi,hy) et (V_,h_) deux espaces hermitiens de dimensions
respectives di, d_ et de groupes unitaires respectifs G4 et G_. On suppose dans toute la
suite de ce paragraphe que (Vi,hy) et (V_,h_) vérifient (QD) et on pose d = d4 + d_. Soient
04 € Premp(G4), p— € Premp(G-) et pq, p— deux caracteres continus de Wg que I'on identifie,
via la théorie du corps de classe, & des caractéres de E*.

Supposons tout d’abord que les restrictions de py et pu_ a F* coincident respectivement
avec sgndE7F et Sgn?/F. Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d et G = U(V, h). Alors
© = pypyPBp_p_ appartient & Biemp(G). Soit s 'élément qui agit comme l'identité sur (I’espace
sous-jacent a) py @4 et comme la multiplication par —1 sur p_p_. Il existe sur pyp4 et p_p_
des formes bilinéaires non dégénérées (—1)%*!-conjuguées-duales. Fixons en une B, sur j o,
et une B_ sur pu_¢_. Alors B = B, @ B_ est une forme conjuguée-duale sur ¢ de signe (—1)9*1,
On a s € Aut(y, B), donc s détermine un élément, aussi noté s, de S,. Comme élément de S,
s ne dépend pas des choix de By et B_. Le groupe G4 X G_ est un groupe endoscopique de G.
De plus, le couple (g4, pu—) permet de fixer, comme en la section 3.1, la donnée endoscopique.
On normalise les facteurs de transfert comme en la section 3.1. La troisieme condition que I'on
impose est alors la suivante.

(TE) Il existe un nombre complexe ’yﬁ”#_ (¢4, ¢—) de module 1 tel que ’yff%u_ (o1, @_)638

. G+ G—
soit le transfert de © .7 o x O, .

On suppose maintenant que les restrictions de py et u_ & F* coincident respectivement
avec sgndE_/ P et sgndEJ;;l. Alors ¢ = pu4p4+ @ p—_p—_ appartient a @femp(GLd). Introduisons un
espace U de dimension d sur E et le groupe tordu (M, M ) associé. Posons m = 7(p). Alors
7 est une représentation conjuguée-duale de M(F'). On en déduit comme en la section 3.2 un
prolongement 7 de 7 a M (F). Le groupe G4+ x G_ est un groupe endoscopique tordu de M. De
plus, le couple (p4,p—) permet de fixer, comme en la section 3.2, la donnée endoscopique. On

normalise les facteurs de transfert comme en la section 3.2. La quatrieme, et derniere, condition
que 'on impose est alors la suivante.

(TET) Il existe un nombre complexe ¢, ,_(¢+,p—) de module 1 tel que ¢, (¢4, ¢—)Ox
soit le transfert de @gio X 92_’,0-
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Dans tout ce qui suit, on admet l'existence de décompositions et de bijections comme en

(CLL) vérifiant les conditions (Stab), (TE) et (TET).

7.3 Remarques sur les conjectures

e Les conjectures 7.2 ont été récemment démontrées pour les groupes unitaires quasi-
déployés par Mok [Mok14]. Les techniques développées par Arthur dans le cas des groupes
orthogonaux [Art13] permettront probablement d’établir ces conjectures dans le cas général.

e On a introduit dans nos conjectures des constantes indéterminées (les ’yf+7u_(go+, w_)
et ¢up u(p+,p-)). Ceci pour deux raisons. Tout d’abord, les conjectures n’étant pas encore
établies dans le cas non quasi-déployé, on ne sait pas encore avec certitudes quelles seront les
valeurs de ces constantes. Ensuite, bien que Mok détermine avec précision les constantes dans le
cas quasi-déployé, nos normalisations des facteurs de transfert sont différentes des siennes. En
effet, on a suivi [Wall0] dans le choix des normalisations c¢’est-a-dire qu’on a fixé les facteurs de
transfert par le choix d’un épinglage (correspondant aux choix d’orbites nilpotentes régulieres
en les sections 3.1 et 3.2). Dans [Mok14], les facteurs de transfert vérifient la normalisation de
Whittaker (c’est-a-dire qu’ils dépendent du choix d’une donnée de Whittaker). Les facteurs de
transfert ne sont donc pas les méme et cela a pour conséquence que nos constantes ne sont pas les
méme que celles de Mok (qui valent toutes 1 dans le cas quasi-déployé, cf. les propositions 7.6.1
et 8.4.1).

e Par indépendance linéaire des caracteres, la condition (TET) détermine entierement la
composition des L-paquets I1¢ ().

e Les bijections € — o (¢, €) ne sont elles pas uniquement déterminées par nos conjectures.
En effet, soit (V,h) un espace hermitien de groupe unitaire G et soit ¢ € ®yemp(G). Soit €y un
caractere de S, vérifiant €p(2,,) = 1. Si on reparameétre le L-paquet I1%(p) par € — o(ip, €eo) alors
les conjectures 7.2 sont encore vérifiées a condition de multiplier les constantes 7&7 P (2
par €g(s) (out s est le méme élément de S, que dans (TE)).

e A nouveau par indépendance linéaire des caracteres, et puisque la composition des L-
paquets est déja bien déterminée, il est facile de voir que la condition (TE) détermine les bijections
€ — o(p, €) a un reparamétrage pres du type précédent.

e Soit (V, h) un espace hermitien vérifiant (QD), G = U(V, h) et ¢ € Piemp(G). Alors, une
facon de fixer la bijection € — (¢, €) pour le L-paquet II¢(¢) est de choisir 'image du caractere
trivial c’est-a-dire de choisir un point base dans I1%(¢). C’est ce qui sera fait en la section 7.7.

e Soit (V,h) un espace hermitien de dimension d impaire et G son groupe unitaire.
Supposons que (V, h) ne vérifie pas (QD). Soit (V, h) 'unique espace hermitien de dimension d
qui vérifie (QD). Notons G son groupe unitaire. Pour v € F*\N(E*), (V,ah) est isomorphe
a (V,h). On en déduit un isomorphisme bien défini & conjugaison prés entre G et G, donc
aussi une identification entre leurs représentations tempérées irréductibles. On peut considérer
G comme un groupe endoscopique de G (avec u4 = 1). D’apres les conjectures, ’yf e (¢, 0)65,0
est le transfert de @%O. Ici le transfert correspond a l'identification entre classes de conjugaison
stable de G et de G et les facteurs de transfert valent 1. On en déduit que via I’isomorphisme
entre G et G, on a 1’égalité 'yf " (¢, 0)95,0 = @%0. D’apres I'indépendance des caracteres, on en
déduit que ’Yg#, (,0) = 1 et TI%(p) = TI%(¢). Les conjectures fournissent un parametrage de
cet ensemble par £(ip). Définissons un caractere ¢y de S, donné, via l'identification 7.1(3), par

col(ej)jen) = [] €F

jeJ
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ol pour tout j € J1, d; est la dimension de ¢;. On a alors €y(z,) = —1. Pour tout € € £%(yp),
posons o (g, €) = o (i, ep). On vérifie que pour cette paramétrisation de II% (), les conjectures 7.2
sont encore valables et que I'on a les égalités

G G
Vi (QO-‘HSD—) = Vi (SO-‘MSO—)' (1)

Dans la suite, on supposera que la paramétrisation de HG(go) est ainsi obtenue.

e Il y a quelques cas ou on peut déterminer les constantes :

— Tout d’abord la condition (TET) dans le cas d = 0 donne formellement

Cpp o (0,0) =1. 2)

(Signalons ici que 'on adoptera la convention suivante : on notera 1 la représentation triviale
de n’importe quel groupe G sauf lorsque G est lui-méme trivial, auquel cas on notera 0 la
représentation triviale.)

— Appliquons (TE) dans le cas ou (V, h) vérifie (QD), s = 0 et u4 est le caractere trivial. On
trouve alors que ’yf (s 0)93,0 est le transfert de 93,0- Puisque dans ce cas, les facteurs
de transfert valent 1, on en déduit que

v, (p,0) =1 (3)

— Examinons ce qu’il se passe pour la condition (TE) lorsque 'on échange G et G_. Alors s
est remplacer par sz, et on a @g} o2 = w(V, h)@g s- D’un autre coté, les facteurs de transfert
sont inchangés si le cocyle choisi pour les définir est trivial, ils sont multipliés par —1 sinon.
Comme on a choisi le cocycle de sorte qu'il soit trivial si et seulement si u(V,h) =1, les
facteurs de transfert sont aussi multipliés par p(V,h). Par conséquent, on a

’YE-&-M— (()0+7 SO—) = ’YE_,;L_;,_ (90—7 SO-F) (4)

e Soit (V,h) un espace hermitien de dimension 1 et G = U(V,h). On peut complétement
déterminer les L-paquets dans ce cas. La correspondance de Langlands pour GL; est juste
la théorie du corps de classe, et les représentations tempérées irréductibles de G(F’) sont les
caracteres continus de Ker N, p. Soit pt € ®@emp(G). Via la théorie du corps de classe, on identifie
v & un caractere de E* trivial sur . On a alors 7(u) = p. Notons ' le caractere de Ker Ng/p
défini par

p (/) = p(z)

pour tout z € E*. On vérifie que i(Z(§,7)) = ' (a) pour tout & = (F, E, a) € E1 reg €t pour tout
yeT(€). Ona S, = {+1}. D’apres (CLL), TI%(1) est donc réduit & un élément. Notons g cet
élément. D’apres (TET), ¢1,,_ (11, 0)pu est le transfert de fi. Les facteurs da transfert valent alors
1 et on en déduit que pug = p/. En particulier, le L-paquet correspondant au caracteére trivial
1 € ®temp(G) ne contient que le caractere trivial de G(F).

7.4 Facteurs epsilons de représentations du groupe de Weil-Deligne
Soient d,d’ > 0 deux entiers. Pour toutes représentations admissibles irréductibles = de GL4(E)
et 7" de GLgy (FE), on pose

e(m) = e(1/2,m,¥p),
e(mx 7') = e(1/2,m x 7', ¥%).
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Pour tout ¢ € ®temp(GLg), on pose

e(p) = el V)

olt €(¢p, ¥%,) est défini comme dans [GGP12, §5]. D’aprés les résultats d’Haris-Taylor et Henniart,
on a les identités

e(p) = e(m(p)), (1)

(e ® ) = e(m(p) x 7(¢)) (2)
pour tous ¢, ¢’ € ®iemp. Pour p € &7, la proposition 5.2(2) de [GGP12] affirme I'égalité
(o) =1. (3)
Puisque pour ¢ € @teemp, onagp®epc @:;mp, on en déduit que
) =clpdp) =1 (4)

pour tout ¢ € ®?

temp*
7.5 Une application de la proposition 6.3.1
Dans ce paragraphe, on se donne les objets suivants :

e d>0etd >0 deux entiers naturels ;
(Vi hy), (Vo he), (VL R, et (VI h) quatre espaces hermitiens ;
dy, d_, d_ et d_ les dimensions respectives de ces quatre espaces hermitiens ;

G4, G-, G', et G'_ les groupes unitaires respectifs de ces quatre espaces hermitiens ;

04 € Premp(G4), - € Premp(G-), ¢y € Premp(G.y) et ¢ € Pyemp(G) des parametres
de Langlands ;

® fi, pi_, pty, ' des caracteres continus de E*.
On suppose que ces données vérifient les conditions suivantes :

e d est pair et d’ est impair ;
ed=di+d_etd =d, +d_;
o (Vi,hy), (V h-), (Vi, k) et (V’ h"_) vérifient tous la condition (QD) ;
¢ Hypx = SgnE/F’ H—|px = SgnE/F g “+\FX = SgndE/F et u’ |Fx = Sgndg/;l
Posons
©=pipr Opu_p- € B,
et
o= o e @,
D’apres la définition donnée en la section 4.3, on a 1’égalité

e, (m(0), m(2")) = wa(e) (V1 )wr(er) (—11)e(m(@) x m(¢)) (1

ou l'on rappelle que wq,) et w

)
D) () )
respectivement. Par simple calcul de parité, on voit que p—_p_®@u', ¢, € @temp et prpru_ ¢ €
& . D’apres les identités 7.4(2) et 7.4(3), on en déduit que

temp*

désignent les caracteres centraux de 7(p) et (¢’
/

e(r(p) x m(¢)) =e(p ® ¢)
= e(prp+ @ pl @l e(pp- @ pll). (2)
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D’apres les résultats d’Harris-Taylor et Henniart, on a

Wr(p) = det ®,
Wr(p) = det f’.

Or, det(p) = det(puyps)det(u_p_) et det(y’) = det(p/, ¢, ) det(p’ ¢’ ). Puisque pi@y €
— d ~
<I>t_einp(GLd+), on a det(uyrpy) € <I>Eenlli)+(GL1) donc det(pyp4 ) px = sgn;l;/F. De la méme
fagon, on montre que
d"
det(p—w-)jpx = det(p) @’ )jpx =1 et det(u @) px = Sghy g

On en déduit que

d
(wﬂ(f))IFX = SgnEJ;pw (3)
d’
(wﬁ(fl))u;»x =S8Ny p - (4)
Posons
E+ = Z g.
o€I% (o)

On définit de méme ¥_, ¥/, et ¥’ . La condition 7.2(TET), la proposition 6.3.1, ainsi que les
points (1) a (4) précédents entrainent

S (S 208, (52, 50)

By

= i (s =) (Ples 9l ) senp p(—1) " e(prpr @ pl @ e(n-p- @ plgl).  (5)

7.6 Détermination des constantes pour le changement de base
On se donne les objets suivants :

e (V,h) et (V') 1) deux espaces hermitiens ;

e d et d’ leurs dimensions respectives ;

e G et G’ leurs groupes unitaires respectifs ;

¢ 0 € ®np(G) et ¢ € Piemp(G’) des parametres de Langlands ;

Y= Z o et Y= Z o'

o€l(p) o' €T ()

e on pose

e 1 et y/ deux caractéres continus de E*.
On suppose vérifiées les conditions suivantes :
o (V,h) et (V' h') vérifient la condition (QD) ;
® Upx = sgn%/F et u"FX = sgndEﬁw.
PROPOSITION 7.6.1. Sous ces hypothéses on a les égalités suivantes :

(0 S (2,%) _ {W,(NE/F)l sgnp/p(—2) sidetd sont impairs,

e(up ® ') 1 sinon ;
. . , .
) / N Yo(Ng/r)™ sgng/p(2) sidetd sont impairs,
(ii) i (9, 4) {1 sinon ;
i) ex(l) = (1) = 1.
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Preuve. La preuve consiste principalement a appliquer I’égalité 7.5(5) dans divers cas particuliers.
On remarquera que 'intersection des notations du paragraphe 7.5 et de la proposition est vide.

e Supposons d et d’ de parités différentes. On peut alors appliquer I'identité 7.5(5) au cas
ound=0,(V,h)=(V{,h), (V,h)=(VL,hL), @' =, " =¢', !y = pet p” = p’. On obtient
alors 1’égalité

Cu,u’(ﬁpv(p/) = cx(1)esy(1). (1)

D’apres le résultat de Rodier [Rod75], ex(1) compte le nombre de représentations de II¢(¢)
admettant un modele de Whittaker divisé par le nombre de types de modeles de Whittaker pour
G. Dans tout les cas c’est un demi-entier positif et on a le méme résultat pour csy(1). Puisque
cu (¢, ¢") est un nombre complexe de module 1, on a par conséquent

Cu,u’(907 90/) =1L (2)

C’est la deuxiéme égalité du (ii) de la proposition dans le cas o d et d’ sont de parités différentes.

e Supposons d = 0 et d’ impair. Alors, on a trivialement cx(1) = 1. Les égalités (1) et (2)
entrainent

esy(1) = 0. (3)
e Supposons d pair et d’ impair. Les points (1), (2) et (3) alliés entrainent
ex(l) =1 (4)

e On déduit facilement des égalités (3) et (4) le (iii) de la proposition (quitte & opérer une
permutation entre ¥ et X').

e Supposons d pair et d’ impair. Alors, on peut appliquer l'identité 7.5(5) au cas ou (V4
hi)= V', )=0,(V_,h_)=(V,h), p— = et p_ = . On obtient alors

02(1)024(1) = Cu+,u(07 @)Cu;,#’_ (‘P/-H 0)
ou, rappelons le, 0 désigne la représentation triviale du groupe trivial. D’apres le (iii) de la
proposition, on a cx(1) = cz;(l) = 1. D’apres 'égalité (2), on a aussi Culy il (¢/,0)=1. Onen
déduit que
Cuyun(0,0) = 1. (5)

e Supposons toujours d pair et d’ impair. On peut alors appliquer 'identité 7.5(5) au cas
ot (Vi hy) = (VL B, ) =0, (Vo he) = (Vo h), (VL RL) = (VI B)), pe =, pl = s o = g et
¢ = ¢'. On obtient

S (5, %) = ey u(0,90) e, 4w (0, 0")e(pp @ 1),
D’apres (5), on a ¢, ,,(0,) =1 et d’apres (2), on a CM;,M/(O, ¢') = 1. On en déduit que

Sy (3,3)

e o) )

C’est le (i) de la proposition dans le cas d pair et d’ impair.
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e Supposons que d et d’ sont pairs. On peut appliquer 'identité 7.5(5) au cas ou (V,,
hy)=(V,h), (V_,h_)=(V',}), VI,h.) =0, uy = p, p— = t, o1 = p et o = ¢'. On obtient
alors

CE’(l)Suu’jL (E’ El—i—) = cu,u’(907 90/)%;,;/, (90/—0—a O)G(N‘P ® :U’/—i-@/—i-)'
D’apres le (iii) de la proposition, on a cy/(1). D’apres (2), on a A (¢',0) =1 et d’apres
Iégalité (6), on a aussi S, (3, Y ) =e(pp ® p ¢ ). On en déduit que

Cu,u’(@a ‘Pl) =1 (7)
C’est le (ii) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont pairs.

e Supposons d impair et d’ pair. On peut appliquer I'identité 7.5(5) au cas ot (Vi, hy) =
(V/7hl)7 (Viah/{»> = (‘/7 h)7 (V—vh—) = (Vi7h/—) = 07 Ht = :ul7 :u’/+ = U, P+ = (pl et 80/4» = ¢ On
obtient alors

S/m’(27 2/) =Cu (‘Plv O)Cu,pL (¢, 0)e(up @ M/‘Pl)-
D’apres (7), on a ¢,y (¢',0) =1 et d’apres (2),0n a aussi ¢, v (»,0) = 1. On en déduit que
S (8%
L/? = 1. (8)
e(pp ® p'¢’)
C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d impair et d’ pair.

e Supposons que d est d’ sont pairs. On peut appliquer Uidentité 7.5(5) au cas ou (V,
h+) = (V’ h)7 (V-i,-’ hii—) = (V,7 h,)’ (V—7 h—) =0, pi4 = p, /‘{i- = :u/v Py =pet 90/4- = 30/' On obtient
alors

S (T, 2)esy (1) = €upu_ (0, 0)ep 0 (¢ 01 )e(pp @ 1),
D’apres le (iii) de la proposition, on a ¢y (1) = 1. D’apres (7), on a ¢, (9,0) = 1 et d’apres (2)
on a aussi ¢, v (¢, ") = 1. On en déduit que
S (B, %) -1 (9)
e(up @ p'e’)
C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d et d' sont pairs.

e Supposons que d et d’ sont impairs. On peut appliquer l'identité 7.5(5) au cas ou (V,
hy)=WV,h),d_=d_=1,d =0,ppr=p_ =p,p_=1, oy =petp_=¢’ =1 (ouici 1 désigne
la représentation triviale). En la section 7.3, on a complétement déterminé la correspondance
de Langlands en dimension 1. On a vu en particulier que le L-paquet correspondant a la

représentation triviale ne contient que la représentation triviale. On a donc ¥_ = ¥’ = 1.
L’égalité 7.5(5) s’écrit donc

cs(1)Su(1,1) = cua(w; 1)ew, u(0,1) sgnp p(=1)e(p).

D’apres le (iii) de la proposition, on a cx(1) = 1. D’apres (2), on a ¢,/ ,,(0,1) = 1. On a donc

sgnp/p(—1)Su(1,1)

€(u) '
D’apres le lemme A.1 de 'appendice, le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est a une constante
réelle strictement positive pres égal & sgng/p(2)vy(Ng/ )L Ce terme est de valeur absolue 1
et dans nos conjectures, on a supposé qu’il en était de méme de ¢, 1(p,1). Par conséquent, on a
I’égalité

Wyt

le(gpa 1) =

(1) = sgnp p(2)v(Ngp) (10)
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e Supposons toujours que d et d’ sont impairs. On peut appliquer 'identité 7.5(5) au cas
ou (V+’h+) = (Vvv h)v (V—{-vhl—l—) = (V,7h,)7 d-=1,d_ =0, Ky = Ky :U’l—l— = :U’lv p— =1, 01 = o,
¢! =¢' et ¢_ =1. Comme on I’a rappelé plus haut, le L-paquet correspondant & ¢_ ne contient
alors que la représentation triviale. On obtient donc

Sy (3,5 = i (@, Ve (¢',0) sgnpgp(—1De(pp @ 1'¢").
D’apres (2), on a ¢,y (¢',0) = 1 et d’apres (10), on a c,1(p,1) = sgnE/F(2)'y¢(NE/F)*1. On
en déduit
SW,/(E, E/) -1
—_— = —2 N . 11
(e @ 1) SgnE/F( )7 ( E/F) (11)
C’est le (i) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont impairs.

e Supposons toujours que d et d’ sont impairs. On peut appliquer 'identité 7.5(5) au cas
ou (V+ah+) = (VV, h)a (Vfah*) = (V—(—ahl—f—) = (V/ah/)a d_ = 0, uy = p, pp— = /'L{i- = /-Lla Yy =pet
o = ¢!, =¢'. On obtient alors

Sy (32, Yesy (1) = e (5 go')c#/,#L (¢',0) sgnE/F(—l)e(ugo ® u'¢).
D’aprés (2), on a ¢,y v (¢',0) = 1 et d’apres le (iii) de la proposition, on a cs/(1) = 1. De (11),
on déduit donc que
(@, 9') = SgnE/F(2)'W(NE/F)71'
C’est le (ii) de la proposition dans le cas ou d et d’ sont impairs. C’était le dernier cas a traiter. O

De la proposition précédente, on déduit en particulier que ¢, ./ (¢, ¢’) ne dépend que de ¢ et
¢'. On note dorénavant c(y, ¢') cette constante.

7.7 Paramétrisation des L-paquets dans le cas quasi-déployé et modeles
de Whittaker
Dans cette section, on fixe :

e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G ;
o ¢ € B (G) un parametre de Langlands.

LEMME 7.7.1. Supposons que (V, h) vérifie la condition (QD), alors :

(i) si d est impair, il existe une et une seule représentation du L-paquet TI1¢(p) admettant un
modele de Whittaker ;

(ii) si d est pair et n € Ker Trg/p \{0}, il existe une et une seule représentation du L-paquet
1% (p) admettant un modele de Whittaker de type 1.

Preuve. Posons ¥ =3, crjc(,) 0-
(i) D’apres la proposition 7.6.1(iii), on a

es(1)= ) (1) =1

a€ll%(p)

D’aprés un résultat de Rodier [Rod75], pour tout o € II%(y), on a

(1) =

1 si o admet un modele de Whittaker,
0 sinon.

Le (i) du lemme s’en déduit.
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(ii) D’apres la proposition 5.6.1, appliquée a ¥ = ¥, et la proposition 7.6.1(iii), on a
m(E,m) = es(1) = 1.

Or, m(X, n) compte précisément le nombre de représentations du L-paquet II¢(p) admettant un
modele de Whittaker de type 7. Le (ii) du lemme s’en suit. O

On peut maintenant fixer la paramétrisation du L-paquet HG(go), c’est-a-dire la bijection
€ € E9(p) = a(ip,€) de la section 7.2(CLL), dans les cas suivants :

e Si (V,h) vérifie (QD), alors on a remarqué en la section 7.3 qu’il suffisait de choisir un
point base dans I1%(¢y) (la représentation correspondant & ¢ = 1). Si d est impair, on choisit
I'unique représentation du L-paquet admettant un modele de Whittaker. Si d est pair, on
choisit I'unique représentation du L-paquet admettant un modele de Whittaker de type 0.

e Si (V,h) ne vérifie pas (QD) mais que d est impair. Soit (V/, h) 'unique espace hermitien
de dimension d qui vérifie (QD) et G son groupe unitaire. Alors on a fixé dans le premier
point la paramétrisation du L-paquet TIZ(p). On a vu en la section 7.3 comment en déduire
une paramétrisation de TI%(p) et on a supposé que les paramétrisation de TI(p) et TI%(p)
vérifiaient cette compatibilité. La paramétrisation du L-paquet 1% (i) est donc maintenant
aussi fixée.

On remarquera qu'il reste a fixer les paramétrisations dans le cas ou (V,h) ne vérifie pas
(QD) et d est pair. Ce sera fait en la section 8.3.

8. Preuve de la conjecture de Gan—Gross—Prasad

8.1 Définition de deux caracteres
Donnons nous :

e (V,h) et (V' h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;

o € Pinp(G) et ¢ € Piemp(G’) des parametres de Langlands.
On suppose que :

e d est pair et d’ est impair ;
o (V,h) et (V' h') vérifient la condition 4.1(1).

On va définir deux caracteéres

G . G .
€op i Sp > {E1} et €5, Sy — {£1}.

Soit s € S,. Choisissons une forme conjuguée-duale non dégénérée de signe (=14 sur
et notons la B. Relevons s en un élément, encore noté s, de Aut(p, B) vérifiant s> = 1 (ceci est
toujours possible). On pose

G =1
Ecp,gp’(s) = E(SDS ® 90/)

ol p*=~! désigne la sous-représentation de ¢ ol s agit comme — Id. Alors, cette définition ne
dépend ni du choix de B ni du relevement choisi : cela découle essentiellement de 1’égalité 7.4(3)
(cf. Theorem 6.1 de [GGP12]). De plus, eg . st bien un caractere de S, (cf. Theorem 6.1

!

de [GGP12]). On définit de la méme maniere le caractere €& ,, en échangeant les roles de ¢

P,
et ¢'.
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Remarquons que 'on a
q q
'

€op(20) = € (2) = (0 @ ¢). (1)

8.2 Utilisation des résultats précédents
Dans ce paragraphe, on se donne :

e (V.h) et (V',h') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;

o (Vi hy), (Vo h_), (VL 1)) et (V!,h") quatre espaces hermitiens de dimensions respectives
dy, d_, d, d_ et de groupes unitaires respectifs G, G_, G',, G'_ ;

o i € Prenp(Gy), p— € Premp(G-), ¢t € Premp(GYy) et ¢ € Piemp(G) des parametres
de Langlands ;

® [it, fi—, pi'. et p’ des caracteres continus de E*.

On suppose que :

e d est pair et d’' est impair ;

e (V,h) et (V' 1) vérifient la condition 4.1(1) ;

ed=di+d_etd =d, +d_;

o (Vi,hy), (Vo h_), (VI,h) et (V! ,h_) vérifient tous la condition (QD) ;

o i, px =sgnt « = sgn ! — sen’ et i/ — sen’t .
+|F &gk H—|F Bl g Ky px = S8g/p €V L px =S8l g
On pose alors

P = o4 D pi—p— € Premp(G)
et

¢ = ph ol & Pl gl € Bremp(G).
Définissons deux éléments s € S, et s’ € S,y comme suit :

(1) Fixons des formes conjuguées-duales non dégénérées de signe (—1)™! B, et B_ sur u
et pi—p_ respectivement. Posons B = B, @ B_. Alors s € S, = mo(Aut(yp, B)) est 'image
de I’élément qui agit trivialement sur p4 @4 et comme —Id sur p_p_.

(2) De méme, fixons des formes conjuguées-duales non dégénérées de signe (—1)d/+1 B’ et B
sur p!, @, et p’ ¢’ respectivement. Posons B' = B/, @ B’_. Alors s’ € S,y = mo(Aut(¢’, B'))
est 'image de I’élément qui agit trivialement sur ¢/, et comme —1Id sur p/ ¢’ .

Alors s et s’ ne dépendent pas des choix de B4, B_, B/ et B’ . Posons
mp,s;0,8) = Y e(s)e(s)mlo(p,€), (¢, €)).

€% (p)
¢eed ()

Introduisons la représentation virtuelle suivante
Z+ = E O4.
o €9+ ()

On définit de méme les représentations virtuelles ¥_, ¥/ et ¥’_. D’apres la conjecture 7.2(TE)
et la proposition 6.2.1, on a 1’égalité
QP CIS L S AN T CRTENED
= %(Su.;_ug_ (Z+7 E/—F)S,u_u’_ (2*7 Z/—) + /L(G)S,u.;_u/_ (Z+a E/—)S,u_ug_ (277 El—i—)) (3)
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ou, rappelons le, on a posé u(G) = 1 si G est quasi-déployé, —1 sinon. Fixons un caractere
continu p de E* dont la restriction a F* coincide avec sgng/p. D’apres la proposition 7.6.1(i)
et (ii), on a les égalités

Sty (B4, Z0) S (B,30)
= c(ps, 0 ) senpp(—1)" e(uppr @ p@ el(ppe- @ pp=¢l)
= e, - ) sgnp p(—1) " e(pyor @ pl @ e(u-p- @ pl ")
et
Su+u’_ (X4, Z/—)Su—,uﬁr (2 Zl—‘r)

= e, ) sgnp p(—1) " e(uror @ pl @ e(p-pp- @ ply =g
= c(ps, 0 ) sgnpp(—1)" e(upor @ p@ e(u—p- @ ¢)).

On en déduit que le membre de droite de (3) est égal a

(o, p—)sgnp p(—1)%
5 ! (e(prp+ ® ply @l e(u—p— @ pulgl)
+ (@l oy @ pl)e(u—p— @ pli ). (4)

€(p®

dans {£1}. On peut donc réécrire (4), sous la forme
+ u(G
g p-) s (1 el 0 el ) =

D’apres l'identité 7.4(4), la forme bilinéaire (o1, ¢2) € (@femp)Q — €(p1 ® p2) prend ses valeurs
¢')
2

eg 1 (8'). Par conséquent,

D’apres les définitions 8.1, on a e(pu_p_®¢') = egw,(s) et e(p@u_pl) =
Pégalité (3) se rééerit
Ve (P 0075 (Pl @), 514, 8)
/ (v ® ¢') + (@)
(680 - (®

d_
= C(QDJra 90*) SgnE/F(_l) €p, o' \8)€p S 9

8.3 Paramétrisation des L-paquets dans le cas non quasi-déployé
Donnons nous :

e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G ;
o ¢ € P (G) un parametre de Langlands.

On suppose que :

e d est pair ;
e (V,h) ne vérifie pas (QD).

C’est-a-dire que 1'on se place dans le seul cas qui n’a pas été traité en la section 7.7. On
va maintenant fixer la paramétrisation du L-paquet HG(cp). Il existe un vecteur vg € V tel que
h(vg) = 1. Fixons un tel vecteur. Notons V' I'orthogonal de vy dans V' et G’ son groupe unitaire.

LEMME 8.3.1. II existe ¢’ € ®iemp(G’) tel que 'application (o,0’) — m(o,0’) ne soit pas
identiquement nulle sur TI%(p) x HG/(go’ ). De plus, pour un tel paramétre ¢, il existe alors
un unique couple (o,0’) € II%(p) x II¢ (¢') tel que m(o,0’) =1 et on a e(p ® ¢') = —1.
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Preuve. Soit o € TI(¢p) et munissons E, d’un produit scalaire invariant. Pour e, es € E,, notons
fer,e, la fonction sur G'(F') définie par g — (e1,0(g)ez). D’apres [Beul2, lemme 12.0.5], cette
fonction appartient a ’espace de Schwartz—Harish-Chandra de G'(F'). Pour e; et es convenables,
Je1,e, €st non nulle. D’apres la formule de Plancherel-Harish-Chandra, il existe ¢’ € Temp(G’)
telle que o’V (fe, c,) soit non nulle. Munissons aussi E,s d’un produit scalaire invariant. Il existe
alors €, e5 € Ey tels que

| (@.a@edc ety dg 20
G'(F)

D’apres [Beul2, section 14], cela entraine m(o,0’) = 1. Il ne reste plus qu’a prendre pour ¢’
I'unique parametre de Langlands tel que o’ € e’ (¢’). Cela montre la premiere partie du lemme.

Soit ¢’ € Piemp(G’) tel que application (o,0”) — m(c,o’) ne soit pas identiquement nulle
sur IIG (p) x IE' (') Appliquons 1'égalité 8.2(6) au cas ol s = s’ = 0 (c’est-a-dire le cas ol d_ =
d” =0). On a ici u(G) = —1. Dans le membre de gauche de cette identité 8.2(6) n’apparaissent
que des termes de module 1 sauf eventuellement m(p,0;¢’,0). Ce terme compte le nombre de
couples (0,0") € TIS(p) x MY (¢) vérifiant m(c,0’) = 1, il est donc non nul par hypothese.
Dans le membre de droite de 1’égalité 8.2(6) n’apparaissent que des termes de module 1 sauf
eventuellement (e(¢ @ ¢') —1)/2. Ce terme ne peut étre nul, puisque le membre de gauche ne
Iest pas. D’apres la relation 7.4(4), on a €(¢ ® ¢')? = 1. On en déduit que €(p ® ¢') = —1 et que
le membre de droite de l'identité 8.2(6) ne contient que des termes de module 1. Par conséquent
m(p,0;¢’,0) = 1 cest-a-dire qu’il existe un unique couple (o,0’) € TI%(p) x HG'(gp’) tel que
m(o,0’) = 1. O

Fixons un parameétre ¢’ € ®yemp(G’) qui vérifie la conclusion du lemme. Il existe donc un
unique couple (o, 0’) € TI%(p) x 1% (¢') vérifiant m(o,0’) = 1. D’apres la relation 8.1(1), on a
G
eap,cp’ (ZSO) = E(SO ® SO/) =-L

Donc eg o €E “(). On peut maintenant fixer la paramétrisation du L-paquet 11%(¢) en associant

au caractere eg o la représentation o.
K

8.4 Détermination des constantes 'yfiL,“_ (p4r0-)
Donnons nous :

e (V,h) un espace hermitien de dimension d et de groupe unitaire G ;

o (V h +) et (V_,h_) deux espaces hermitiens de dimension d 1, d_ et de groupes unitaires
Q+7 Q— 7

°*p, € Piemp(Gy) et @ € Promp(G ) des parametres de Langlands ;

® p, et p des caracteres continus de £ .
On suppose que :

L d:d.t,_"’d_;

o (V. ,h,)et (V_,h_) vérifient (QD) ;
d_ d
® [y px = S80p)p et fb | = sgnE7F.

C’est tout ce qu’il nous faut pour définir une constante ’yﬁ% e (¢ P ). Puisque maintenant les

paramétrisations des L-paquets ont été fixées (en les sections 8.3 et 7.7), cette constante est bien
définie.
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ProrosiTION 8.4.1. (i) Si (V, h) vérifie (QD), alors on a

u B ’Yz/;(NE/F)il SgnE/F(_Z) sid, et d_ sont impairs,
7ﬁ+ e (£+’ f_) )1 sinon.

(i1) Si (V,h) ne vérifie pas (QD), alors on a

—vy(Ng/p) ™! sgnp/p(—2) sid, et d_ sont impairs,
’yﬁ%,& (£+,£_) =< -1 sid, et d_ sont pairs,

1 sinon.

Preuve. Posons ¢ = P Ou_@ € Ptemp (G). On va distinguer les cas suivants la parité de d.
On changera nos notations de la facon suivante : les objets ne seront plus soulignés et porteront
un exposant ' lorsque d est impair. Ainsi pour d pair, on aura : (V,h), (Vi, hy), (Vo,ho), G,

G4, G_,d,dy, d_--- et pour d impair, on aura : (V', '), (V],n'), (V! ,h.), G, G\, G"_, d,

U !

dy,d -

(i) ® Supposons d = d impair. On définit comme dans la section 8.2(2), un élément
s € Sy. Appliquons 1'égalité 8.2(6) au cas ou d = 0, uy =1 et p = p_ = 0. D’apres les
relations 7.3(2) et 7.3(3), on a ¢(0,0) = ’chfp, (0,0) = 1. D’apres la définition 8.1, on a aussi
eg;,(s’) = 1. Enfin, G étant dans ce cas le groupe trivial, on a u(G) = 1. L’identité 8.2(6)
s’écrit donc

Yt (P @ )m (0,05, 8) = 1. (1)
Revenant a la définition, on a

m(070; 90/75/) = Z el(sl)m(07g(9@/76/))
€€ (¢")
ol la multiplicité m(0, (¢, €')) vaut 1 si (¢, €’) admet un modele de Whittaker, 0 sinon.
D’apres les paramétrisations de la section 7.7, on a donc m(0, 0; ¢', s’) = 1. On déduit alors
de (1) que
Vot (P #l) = 1.
e Supposons d = d pair. On définit comme dans la section 8.2(1), un élément s € S,. Posons

m(p, s, v9d) = Z e(s)m(o(p,€),1pd)

e€€%(p)
EJF = 2 (o
o+ €M (p4)
Y. = Z o_.
o€l (p-)

D’apres la condition (TE) de la section 7.2 et la proposition 5.6.1, on a alors
VG (o oo )m(ep, s,110)

Jes,(Mes_(1) si dy et d_ sont pairs,
B sgnE/F(—2)7¢(NE/F)*1cE+(1)027(1) si dy et d_ sont impairs.

(2)
Or, d’apres le choix des paramétrisations fait a la section 7.7, on a m(p,s,vpd) = 1 et

d’apres la proposition 7.6.1(iii), on a cx;, (1) = ex_ (1) = 1. L’égalité (2) devient alors celle
de I’énoncé.
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(ii) ® Supposons d = d’ impair. Il existe un unique espace hermitien (V’,h') de dimension d’
vérifiant (QD). Notons G’ son groupe unitaire. D’apres la relation 7.3(1), on a

1y G /

G’ G

Dans ce cas, 1'égalité de ’énoncé découle donc du (i) de la proposition.
e Supposons d = d pair. Il existe vg € V tel que h(vg) = vp. Notons V' Porthogonal de vy

dans V et G’ son groupe unitaire. Pour fixer la paramétrisation du L-paquet TI%(¢) en la
section 8.3, on a choisi un parametre ¢’ € ®emp(G’) vérifiant la conclusion du lemme 8.3.1.
Définissons un élément s € S, comme dans la section 8.2(1). Appliquons I’égalité 8.2(6)
au cas ou (V/, h’,/) =0,y =1et ¢/, =¢'. Onaalors s’ = 0. D’apres les relations 7.3(1)
et 7.3(3), on a 71G,/ (¢',0) = 1. De plus, puisque (V, h) ne vérifie pas (QD), on a u(G) = —1.
Enfin, d’apres le lemme 8.3.1, on a (¢ ® ¢') = —1. L’identité 8.2(6) s’écrit donc

ryl?+,,u, (90+’ gp,)m(cp, 55 Sola 0) = 70(90+a 90*) SgnE/F(il)di Eg,cp’(s)' (3)
Revenant a la définition, on a

m(p, s;¢',0) = > e(s)m(a(p,€),0").

c€ECG (p),0" €l (¢')

D’apres le lemme 8.3.1, il existe un unique couple (o,0”) € TI%(p) x HG/(go’ ) vérifiant
m(o,0’) =1 et d’apres le choix des paramétrisations fait dans la section 8.3, on a alors
o=o(p, Egso’)‘ Par conséquent, on a

m(p,s;¢,0) = €5 i (s).
Ainsi, 'égalité (3) se réécrit
VG (o) = —clor, o) sgng p(—1)%
Maintenant ’égalité de I’énoncé découle de la proposition 7.6.1(ii). O
8.5 Le théoréme

Dans ce paragraphe, on se donne :

e (V,h) et (V',1') deux espaces hermitiens de dimensions respectives d, d’ et de groupes
unitaires respectifs G, G’ ;

e 0 € Pinp(G) et ¢ € Piemp(G’) des parametres de Langlands.
De plus, on suppose que :

e d est pair et d’ est impair ;
o (V,h) et (V' h') vérifient la condition 4.1(1).

Dans cette situation, on a défini en la section 8.1 deux caracteéres

6&0/ 1Sy = {£1} et Eg,cp' 0 Sy — {£1}.

Rappelons que 'on avait alors observer que

!

Egyw’(zso) = Eg,so’(zso’) =e(p®¢).
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THEOREME 8.5.1. Admettons les conjectures de la section 7.2 et fixons les paramétrages des
L-paquets comme en les sections 7.7 et 8.3. On a alors la dichotomie suivante :

(i) sie(e ® ¢') # u(G), alors m(o,0’) = 0 pour tout (o,0”) € I%(p) x T (¢') ;
(ii) sie(p ® ¢') = u(@), alors pour tout (e, €') € £9(p) x £ (¢'), on a
1 si(e €)=

0 sinon.

(Ggm” eg:sa’)’

m(a(p,€), (¢ €)) = {

Remarque. C’est la conjecture 17.3 de [GGP12| restreinte aux représentations tempérées dans
le cas des groupes unitaires et pour les modeles de Bessel. Dans cette référence, les auteurs
fixent la correspondance de Langlands p. 67. On remarquera que cette normalisation correspond
exactement a la paramétrisation des L-paquets fixée en la section 7.7.

8.6 Preuve du théoreme 8.5.1
Soient s € S, et s’ € S,y. On peut alors fixer des données (V,., hy), (Vo h_), (VL h), (VL hL),
O, o, O, O pg, po, et pl o vérifiant les conditions de la section 8.2 et de sorte
que s et s’ soient donnés par les constructions 8.2(1) et 8.2(2) respectivement. D’apres les
propositions 7.6.1(ii) et 8.4.1, on a
Vg (P ?) =1,
VG (P 02) = w(G)elps, o) sgnp p(—1)*

L’égalité 8.2(6) se réécrit donc sous la forme

: 1+ e(p@ ¢ u(G
mlip, 558, ) = €6 (5)e () L AL L EIE) )

Cette égalité étant valable pour tout (s,s’) € S, x Sy. Distinguons maintenant deux cas :

(i) Sie(p®¢') # u(G). D’apres la relation 7.4(4), on a alors (¢ @ ¢')u(G) = —1. L’égalité (1)
appliquée a s = s’ = 0 devient alors

m(p,0;¢',0) = 0.

Or, par définition, m(p,0;¢’,0) compte le nombre de couples (o,0’) € TI%(p) x HG/(go’)
vérifiant m(o,0’) = 1. Le (i) du théoréeme 8.5.1 en découle aussitot.

(ii) Sie(p®¢’) = u(G). D’apres 7.4(4), on a alors €(p @ ¢')u(G) = 1. L’égalité (1) appliquée a
s = s’ = 0 devient alors

m(p,0;¢',0) = 1.

Or, par définition, m(p,0;¢’,0) compte le nombre de couples (o,0’) € TI%(p) x HG/(go’)
vérifiant m(o,0’) = 1. Il n’existe donc qu’un seul tel couple et on le note (o,c’). Soient
€€ EG(p) et € € EF(¢') les caracteres tels que o = o(p,€) et o/ = o(¢,€). D’apres la
définition de m(y, s;¢’, s'), on a alors

m(p, s;¢’,s") = e(s)€'(s)
pour tout (s,s") € S, x Sy. De I'égalité (1), on déduit donc

€(s)€'(s") = e (s)eg i (5))

N . / .
pour tout (s,s") € S, x S, cest-a-dire € = eg o €t € = eg - Cest exactement l'assertion

du (ii) du théoreme 8.5.1. O
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Appendice A. Calcul d’un facteur epsilon par une formule intégrale

Dans cette section, on consideére un caractere continu p de E* dont la restriction a F* coincide
avec sgng, p. Rappelons qu’en la section 7.4, on a posé

e(u) = (5. 11, Vp)-

Appliquons la définition 6.1 au cas ou d = d = 1 et ¥ = ¥/ = 1 sont les caracteres triviaux. On

a alors une identification naturelle Z*(1,1) = Z] ., = Ker Ng/p et on obtient

S,(1,1) =2 lim p( N1 = 21—zl P da (A1)

84)0-'— Ker NE/F
ou dx est la mesure de Haar sur Ker N, r de masse totale 1.
Adoptons la notation suivante : pour deux nombres complexes non nul z et 2/, on notera

ZOCZ,

pour signifier que z/z’ est un réel strictement positif.
LEMME A.1. On a
e(p) < sgnpg p(—2)vyp(Ng/r)Su(1,1).

Preuve. Munissons E de la mesure de Haar qui donne & Op 4+ 0Op la mesure 1. On note dz cette
mesure. Pour ® € CX°(E) et s € C, posons

@) = [ Bl d

L’intégrale est convergente pour Re(s) > 0 et la fonction s — (@, p, s) admet un prolongement
méromorphe a tout le plan complexe. On pose aussi pour tout s € C,

L, s) = (1 —pu(wg)gg®)™  sip est non ramifié,
S B sinon.

On définit de méme ¢(®, u~ 1, s) et L(p~t, s). On a alors I'équation fonctionnelle

C((/ﬁvﬂ_l?l _3) C((I),,U,, S)
L(/*L_lvl_s) L(M?‘S)

pour tout ® € C°(F), ou d désigne la transformée de Fourier de ® par rapport au caractere
w% et & la mesure autoduale associée que 'on note dz’. L’hypotheése sur p entraine I'identité
L(p,") = L(u™',-). Soient N et N’ deux entiers naturels non nuls. On définit ®y n comme
la fonction caractéristique de I'ensemble des z € E qui s’écrivent z = a + bd, a,b € F, avec
valp(a — 1) > N et valp(b) > N’. Dans tout ce qui suit, on suppose que N et N’ sont assez
grands. On a 1’égalité

= E(Sal%wJE) (AQ)

C( @ty 8) =g N

pour tout s € C. Notons n(v) le conducteur de 1, i.e. le plus petit entier tel que 1 soit triviale
sur wgw)(’)p. Soit C tel que dz’ = Cdz. Posons Ny = n(v)) — valg(2§2). On calcule

Caqr™N'4p(20%b) si valp(b) = —N + Ny et valp(a) = —N’ + Ny,

</I\>N7N/(a—|—b6): { .
0 sinon.
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Appliquant (A2) a ® = &y nv, on en déduit que pour tout s € C tel que Re(s) < 1, on a

(s, ) g )

=C ¥(26%b)pu(a + b8) " ta + bS] 5° da db. (A3)
Valp(a)>fN/+N0;Va1F(b)}*N#»NO

Pour Re(s) > 1/2, le membre de droite ci-dessus converge, lorsque N/ — oo, vers

/ /¢(262b)u(a—l—b5)_1|a+b5|Es da db.
valp(b)=—N+Ng JF

Puisque le membre de gauche de (A3) ne dépend pas de N, on a I’égalité

L(:U’_la 1— 8)

=C / ¥(20%b)p(a + b8) a + bd| 5  dadb (A4)
valp(b)>—N+Ng J F

(b)
pour Re(s) > 1/2. Examinons le membre de droite. Apreés le changement de variable a — ab,
celui-ci est égal au produit des intégrales
/ (20%) sgn () |bl172 db (A5)
valp (b)=2—N+No
et

/ p(a+6)"a+ 6|5° da. (A6)
F

Or, on a

/ ¥(26%b) db = 0
valp (b)=—N+No

pour N assez grand. Par conséquent ’expression (A5) évaluée en s = 1/2 est égale a
/ 1(26°b) db.
valp(b)>—N+No,bENg/p(E*)
A une constante multiplicative positive prés cette intégrale est égale a
/ $(262 N p(2)) dz.
z€E;valp(Ng/p(2))2—N+No

Par définition de la constante de Weil, cette intégrale est elle-méme égale a une constante
multiplicative positive pres & ~y(40°N g/r) = sgng/p(—1)7y(Ng/p). Examinons maintenant
I'intégrale (A6). Par le changement de variable z € Ker Ng/p — a = (d +dx)/(1 — x) dont
le jacobien est proportionnel & |1 — x|, on obtient

/ wla + 5)*1’(1 + 5];;8 da o< SgnE/F(Q)’2(5|ES/ ,u((rl(l — 7)1 — $|sE—1 de.
F Ker Ng/r

On en déduit, d’apres (Al),
lim a+06)"ta + 6|5° da o sgn 2)S,(1,1).
s (1) 1( ) P 5/r(2)Su(1,1)

Le résultat du lemme est alors conséquence de ce qui précede et de I'égalité (A4) évaluée en
s=1/2. O
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