QUELQUES REMARQUES SUR LA GENERALISATION
DU SCALAIRE DE COURBURE ET DU
SCALAIRE PRINCIPAL

ARTHUR MOOR

Introduction. Dans un espace finslérien & # dimensions rapporté & un

systéme quelconque de coordonnées x!, x?%, ..., x", la distance de deux points
infiniment voisins est donnée par la formule

(1) ds = F(x', %", ..., & dxt, dx’, ..., dx™)

ou la fonction F(x?, x2%, ..., x", dx1, ..., dx") est positivement homogéne et du
premier degré par rapport aux dx’. La longueur d’un arc d’une courbe

(2) xt = x'(t) (=1,2,...,n)

est définie entre x%(¢y) et x*(¢;), d’aprés (1), par

3) s = J‘hF(x, x)dt.

L’expression (3) détermine une géométrie dont l'élément fondamental est
I'élément d’appui (x, x’). Les tenseurs et les invariants caractéristiques de
I'espace finslérien dépendent alors de (x, x’). L'espace est un ensemble des
éléments d’appui (x, x’) [3].

Dans ses mémoires [1] et [2], Berwald a donné deux scalaires caractéristiques
de 'espace finslérien 4 deux dimensions: la scalaire de courbure R (il a désigné
le scalaire de courbure par &) et le scalaire principal §. Les expressions ana-
lytiques de RN et de I sont:

(4a) R = LRo uh ('K — I'h7),
(4b) S‘ = %A ijkhihjhk,

ol Ro'j; est le tenseur de courbure riemannien contracté par le vecteur
I* (Ro'jp = Rty 1°), Ay, est le tenseur de torsion de 'espace, I* est le vecteur
unitaire porté dans la direction de son élément d’appui et kt est le vecteur
normal unitaire.

Dans mon article [5], j’ai exprimé le vecteur normal A? par le vecteur d’Euler:

_OF _d

(5) Pi = Ixc’ EFI"‘
sous la forme
i r
(6) b= — 2o
Regu le 7 novembre, 1950.
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\

ou

(6a)

=2(p") =\Vgup's" =\/p'pe

1/r est alors la longueur du vecteur p?, et ainsi on peut déterminer les deux in-
variants )t et & par les formules (4a), (4b) et (6) méme dans |'espace & z dimensions,
car le vecteur p* est un vecteur de I'espace & » dimensions.

Dans la section 1 du présent article nous allons démontrer que 1/7 est aussi
un invariant géométrique & # dimensions (si # = 2, 1/r est la courbure extré-
male) et que les scalaires

R |-

N = 5%;2 Ro'sips(Up" — I%7)

et
3

~ r |k
3= - E‘F‘-EA ijkPiP]PL
dépendent de la courbe (2) si # > 2. Le vecteur unitaire!

p*i - Tpi

est le vecteur normal principal de la courbe (2).
Dans la section 2 nous donnerons la condition nécessaire et suffisante pour que
les tenseurs Ro‘;; et A 4y aient la forme tridimensionnelle:

(7a) Roijk = mP*i(let — Lp%),

(7b) Ai]’k = ZSP";'P’?P?-

Les domaines des espaces ot les tenseurs Ro?j; et 4, ont la forme donnée par
(7a), (7b) sont de caractére semblable aux espaces & deux dimensions.

1. Interprétation géométrique du scalaire de courbure et du scalaire principal
de P’espace a » dimensions. Considérons le scalaire de courbure % et le scalaire
principal & d’'un espace finslérien & # dimensions le long de la courbe

(8) x' = x'(s) (t=1,2,...,n).

Le paramétre s est comme d’ordinaire la longueur mesurée sur la courbe (8).
On a alors:

©) Fle, %) =1, $ = %";—.

D’aprés (9), le long de la courbe (8), les formules de R et de & sont les suivantes:
(10a) R = %’ZRoijth(lek - lkPj),

(10b) I = — A’

oll p; est le vecteur d'Euler (cf. I'équation (5)), et le scalaire 1/7 est la longueur
du vecteur p;.

1 p*% est désigné dans [5] par ot
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Nous aurons, d’aprés (5), pour le vecteur p; 'expression

dF aF 4 3F .y

(11) Pi= o~ oo™ T dxiox

On a, en vertu de la formule de Frenet, I'équation suivante:
'f._d_x_ 'i 3.k i tiak i

(12) Dx + CJ 1X dx + Pj KX dx = Kn,

ol « est la courbure de la courbe (8) et 5? est le vecteur normal principal de (8).
Les termes C,% x"x"'* et T';%x'7x’* ont la valeur [6]:

(13a) C,lx % =0,
(13b) I it = 2GY,
ol
C 1 8°F ., aF2>
(14) G'=g¢"G,, G, = 4(8x"6x"x -7/
Nous aurons alors d’aprés (12), étant donné (13a) et (13b),
’i
(15) ot - 26"
A cause de la homogénéité de G* on a encore [6]:
i_ 8G' .
2G* = 9l &

La définition du tenseur métrique nous donne I'expression:

d’F oF aF
8§y = Fax' Y 9xr? + axt ax?

ou, a 'aide de (9), le long'de la courbe (8) nous aurons

O°F aF)
(16) 6x'i6x’j = gi; — lflj (l, = 3;;‘; .
Nous avons encore la formule:
1 a"FZ'x,,. °F ,,+1 OF 9F .
2F dx'ox’ A 9xr* F 0x’ ax'’

et le long de (8) de nouveau en vertu de (9)

¥F . _1 &'F* ., OF

an ot T2t e
(17a) :f% -1, -

Nous pouvons maintenant exprimer p; de I'équation (11) d’aprés (15), (16) et
(17) sous la forme:

https://doi.org/10.4153/CJM-1952-017-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1952-017-9

192 ARTHUR MOOR

_1{oF 9F /J-) OF | 1 Y
(18) pi = 2( ot ijax'ix + ox L — (guy — 1dy) (k" — 2G7).

Le vecteur I, est le vecteur tangent a la courbe (8).

oF

1 = 2L
I oy

G=1,2...,n)

sont les composantes covariantes du vecteur tangent. Comme nous 'avons déja
remarqué, 7’ est le vecteur normal principal de la courbe. Nous aurons par

conséquent:
(19) Im’ = 0.

L’équation (18) nous donne le vecteur p; d’aprés (14) et (19) sous la forme:
(20) pi = % L — s — 26714,

Calculons maintenant le terme 2G7,l,;. D’aprés (14) on a
. 1( 0F .. OF . >
;= Vo= SR
2G°l1; = 2Gld 2(2 P P I;
et A I'aide de (9) et (17a),
oF oF ., ;
(21) ZGjlilj = Wlilk= a_le,-l].

Les équations (20) et (21) nous donnent
(22) pi = — K74

Le vecteur 7; étant un vecteur unitaire, la longueur du vecteur p; sera
d’apres (22):
(23) (") =V/p'p: = «.

Le scalaire  dans les expressions (10a), (10b) est alors, d’aprés (6a) et (23), le
rayon de courbure de la courbe (8),

(24) r =1/«
La formule de Frenet:
w'=Dx"'= xn’
nous donne d’aprés les équations (22) et (24),
(25) of = — ot = —7'/r.

Donc w? est la différentielle absolue du vecteur x’°.

On peut maintenant exprimer les scalaires f et 3 d’aprés (10a) et (10b) & I'aide
de I'équation (25) par le vecteur normal unitaire ou par la différentielle absolue
du vecteur I* = x’? sous la forme

(26) R = 3Ry (U'nf — %) = 3R’ (o™ — IFo?),
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(27) 3 = %A ijkninjnk = %7‘314 ijkwiijk.

Dans I'espace a deux dimensions le vecteur ? ne dépend que du vecteur /! = x'%;

n* est alors dans ce cas une fonction de (x, x’). Dans I'espace & # dimensions
(n > 2), n* dépend non seulement de 1'élément d’appui, mais aussi de la courbe

x' = x'(s) t=1,2,...,n).

C’est qu’'une courbe 4 deux dimensions n’a qu'un vecteur normal, et ce vecteur
dépend alors du vecteur /%

2. Les invariants i et & dans ’espace & trois dimensions. Dans cette partie,
nous considérerons les tenseurs A4 ;5 et Ro’y dans l'espace finslérien 3 trois di-
mensions. D’abord nous allons construire les vecteurs u; d’'un triédre. On aura

alors [4]:

(28a) @k @i = & {1, r=s
8,3 = 03 =

(28b) @ki @b = dag TN, rEs

@wr! (2 =1, 2, 3) sont les composantes contravariantes et yu; les composantes
covariantes des vecteurs (,)u.
On voit facilement que

(29) I'pt = 0,
ol
(29a) pt = rpy, r=1/%(p:)

(cf. (6a)). Le vecteur p* est un vecteur unitaire, parce qu'on a d’aprés (29a):
o) =r\/g oo = 12(p) = 1.

Désignons par g le déterminant |gikl; les fonctions 4 +/g constituent un
tenseur:

(30) €123 =\/g; €ijk = — €y €k = — €y €rrs = 0.

Toutes les composantes du tenseur e sont définies par les formules (30). On voit
facilement que €;4 est un tenseur. On peut toujours exprimer g sous la forme:

(31) Zix = (a)Mi (a)Mg-
On a alors d’aprés (31),
2
g11 Z12 413 (DML (1)M2 (M3
g = | 821 822 23 | = | (M1 (M2 (M3
g31 432 £33 (M1 (M2 (M3

+ +/g est donc un tenseur de Pliicker [4].

Les composantes contravariantes du tenseur e sont les suivantes:

T8t ri_sjf_tk — 1_
€ =8 88 g = gaBristszfm
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ol By, est le déterminant complémentaire de g, dans | gik]. D’apreés l'identité

(DM (DM; (1M
e = EVE = | omi ok @

M1 (M5 (Mx
nous aurons:

1 B, yp1 Bs; yry By qyse 1 B,y By By (DML (DM2 (DM3
= ? B,; (241 B,, ()M sz (2)Mx = 3| B Bx? Bz2 o | (M1 (M2 (2)M3 o
B, (€121 st (3)Mx Bm (3)Mx B3 By st (ML (3)MH2 (3)M3

rst
€

o

Sir =1,s = 2,t = 3, nous aurons

Bll B12 B13 .
By Byy By | = g
. . B3l B32 B33
et ainsi
(32) € = 1A/g,
(323) 6i_ﬂc - ejik; eijk - eikj; 6173 — 0
L’identité suivante
(33) e,y = 578y — 0107
nous permet de vérifier les équations:
(34) et =1, o, = *pt =0,
ol

*i __ ik x * __ J_xk
g = € ljpk, g; = Eijkl g .

Si I'on prend
(35) MM = L, (M = P’f, M = a¥,

les vecteurs [, p* et ¢* satisfont les équations (28b), et en vertu d'un résultat
connu du calcul des tenseurs [4, I §4], ils satisfont aussi I'équation (28a).

On peut donc réaliser le long d’une courbe, par les vecteurs /, p*, o* et par
quelques scalaires, tous les tenseurs de I’espace a trois dimensions. Nous aurons
pour le tenseur Ry*; la formule:

(36) Rol:‘k =( SR) (r)#l (M5 (M-
T8

Les fonctions R sont des scalaires. D’aprés une contraction par yui, @mm!,
(rst)

¥, il résulte de I'équation (36) a I'aide de (28b):

‘ ik
(36a) RN = Ro & @ki ok @K
(abe)

Pour le tenseur métrique g4 on a le long de la courbe (8) la formule

Lix = O (mi mr
(rs)
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et d’aprés une contraction basée sur (28b) nous aurons

i k
@)= ik @B @M = Ogp,

(abd
et alors

g = Lk + %% + ool
On a l'identité
Roijklz‘ =0,
et nous aurons d’aprés (36a):

@37) R = Ro'uli on’ @u’ = 0.

(1b¢)

Le tenseur Ry*j; est antisymétrique par rapport i ses deux derniers indices. 11 en

résulte:
(37a) R = — Ro'ss ks b’ on' = — R.
(abe) (acd)
D’aprés les équations (35), (37) et (37a), il résulte de (36):
(38) Roijlc = mp*i(ljpfc - lkP*;) + mp*i(ljo'ﬁ - lk”"})
(212) ) (213) )
+ Rp*"(p%0% — pho™) +Ro* (L% — Lo
(223) ) (312) .
+ Rao* (Lot — Lo¥) + Ro* (oot — plae?).
(313) (323)

Supposons maintenant que:

(39) Roijk(lja*k - lk"*j) = Roijk(P*jU*k - P*ka*j) = Rotjklf"; = 0.

On a alors d’aprés (36a) et (37a),
ZERP*i=2mp*i=m(u)“1(b)ﬂk=0 (a,b= 1, 2,3).
(213) (223) (3ad)

et pour le tenseur Ry’ y:
(40) Ro's =(2§1)$)P*i(ljp’3§ — Lp%).

Dans ce cas, le tenseur R’y aura la méme forme que dans I'espace a deux
dimensions.
Calculons maintenant le tenseur de torsion A ;4. Le tenseur 4 ;; aura la forme:

(41) A = S (ki (85 (DB
(rs1)

Aprés une contraction par g, ;u’ et ¥ il résulte de (41), étant donné (28b),

1 J k
(42) I =A4di v ok K-
(abc)

A cause de I'homogénéité du premier degré par rapport aux x’* de la fonction
fondamentale F(x, x’) (cf. I'équation (3)) et d’aprés

(43) A = ¢ ——i——i =
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il résulte que

(44) Agdt = A3l = A" =0,
et que le tenseur 4 ,j; est symétrique par rapport a ses indices; c’est A dire:
(45) Aijk=Ajik=A1kj=....

Si l'on prend, comme précédemment pour (y,u le tenseur /, alors
i i
i =1y, @u =1,

et on aura pour les scalaires(f})d'aprés (44) et (42):
abe.

(46) J=J=J=0.

(1d¢c) (ale) (adl)
Nous démontrerons encore que & est symétrique par rapport 3 a, b, ¢. Clest
qu’on a d’aprés (45), (abe)

— i J k i 7 k ¥ 1 k __
(47) (5}: = A @b @b’ o8 = Ak @k ok’ o = dju b’ @ o =, 3;
abc dac

Par une conséquence analogue on a de méme:

(48) S = Adu;@r' ou’ ou' = 3.
(abde) (acd)
D’aprés (46)—(48) 'équation (41) nous donne pour A 5 en vertu de (35),
(49) A = 25;62;;"2;)*90’2 +( g;gp*%pﬁo"é + p¥o%pt + o¥%p%p})

+( 2533‘3 )(p"%o";-oﬁ + o*%p%a%t + o¥a%p%) +( 3?;;7*10*}0%‘-

Supposons maintenant que

(50) Ai,-ka*k = 0.
I résulte de (50) que le tenseur 4 ;5 aura la forme:
(51) Aip =(§£"§p"§p’}2,
car d’aprés (42) on a
F=3=3=Adip@n ou ¥ =0 (a,b=1,2,3).

(ab3) (a3p) (3ab)

Dans un ensemble de I'espace ol I'équation (50) existe, le tenseur de torsion
A 15ala méme forme que dans un espace a deux dimensions. Si le scalaire § est
nul le long de toutes les courbes de I'ensemble on a d’aprés (51) et (42), ©*

Aijk = 0,
et d’aprés (43),
1 2 n
g = gu(x,x,...,x).
[’ensemble est alors un espace riemannien.

De la méme fagon, il résulte de I'équation (40) que si le scalaire ER)est nul le
(212

long de toutes les courbes de l'espace, le tenseur contracté de courbure est
aussi nul:

Roi]’k = 0.

https://doi.org/10.4153/CJM-1952-017-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1952-017-9

SUR LE SCALAIRE DE COURBURE 197

Dans ces espaces, il existe donc un parallélisme absolu des éléments linéaires [6].

Les équations (39) et (50) nous donnent une condition suffisante pour que les
tenseurs Ro’;; et A ;j aient la méme forme que dans un espace 4 deux dimensions,
mais ces conditions ne sont pas nécessaires. Les conditions nécessaires et suffi-
santes ont une forme plus compliquée que les conditions données. Elles ont la
forme suivante, d’aprés (38) et (49):

(52) (??g*i(lﬂt — L) + mp*‘(p*af — plo%) + mv*i(l;p’i — Lwp%)
+ ERO'* (ljo'k - lkaj) -|—5ﬁa* (p O'k - pLU' ) =

(313)
(53) S(p 050k 4 ook 4+ op%et) + 3(;)"20”30’7 o%p¥o% + o¥e¥p%)

+ Jo¥atek = 0.
(333)

L’équation (52) résulte de I'équation (39) et le tenseur de courbure aura alors
la forme (40). De méme, de I'équation (50) nous aurons (53). Le tenseur de
torsion 4 ;; aura alors la forme (51). Mais on ne peut conclure de I'existence des
équations (52) et (53) a celle de (39) et de (50).

Nous voulons encore remarquer que tous les invariants et tous les tenseurs
considérés dépendent de la courbe (8) (cf. I'introduction), car le vecteur p;, ou
p*, est une fonction de x”¢ (cf. les équations (11) et (29a)). Ces invariants et ces
tenseurs ne caractérisent 'espace que le long de la courbe (8). Si I'élément fonda-
mental de I'espace était I'élément linéaire d’ordre deux (x, x’, '), comme p.e.
dans un espace de Kawaguchi, nous pensons qu’on pourrait obtenir des invari-
ants de I'espace par une considération analogue, car le triédre 1%, p*¢, o* dépend de
I’élément fondamental (x, x’, x'') et le triédre sera défini dans tous les éléments
fondamentaux de 'espace, et non pas seulement le long de la courbe (8). En ce
cas la fonction fondamentale a la forme:

= F(x, x, x " dt
et naturellement /%, p? ¢ ont une autre forme, que dans 'espace dont I'élément
fondamental est (x, x); p.e.

pPi = F Fa:" + Fz"*

dzz
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