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OPERATIONS EN K-THEORIE ALGEBRIQUE

CHRISTOPHE SOULE

Introduction. C’est pour étendre le théoréme de Riemann-Roch & un
morphisme projectif arbitraire que Grothendieck a introduit le groupe
K(X) (noté¢ aujourd’hui Ky(X)), construit a l'aide des Oy-modules
localement libres sur un schéma X[14]. La somme directe et le produit
tensoriel de modules font de Ky(X) un anneau, et les opérations de
puissances extérieures lui fournissent une structure supplémentaire, que
Grothendieck appelle A-anneau. Un A-anneau est muni d’une filtration
décroissante, la y-filtration, et un des principaux résultats de Grothen-
dieck est que, s1 X est lisse sur un corps, le groupe

FLKy(X)/F K (X)

est isomorphe, 4 la torsion prés, au groupe de Chow CH'(X) des cycles de
codimension i sur X, modulo I’équivalence linéaire.

Le but de ce texte est d’étendre les résultats de Grothendieck aux
groupes K, (X) définis par Quillen [24]. Si X est quasi-projective sur
un schéma régulier (resp. st X — M est une immersion fermée de X
dans un schéma régulier), on munit K, (X)(resp. la K-théorie a support
K ,’}:(M ) ) d’une structure de Ky(X)-A-algébre (resp. Ké( (M) ). Le cas affine
était déja connu ([15] et [16] ).

On utilise deux méthodes pour étudier cette A-structure. La premiére,
dans le cas affine X = Spec(d4), consiste a utiliser des résultats sur
I’homologie du groupe linéaire. C’est ainsi que les résultats de stabilité
pour cette homologie [33] se reflétent sur K, (4) par une borne supér-
ieure sur la longueur de la y-filtration, en fonction de m et du rang stable
de A (Théoréme 1). Si 4 est un corps (ou un anneau local contenant un
corps infini) le dernier cran de la y-filtration correspond au premier défaut
de stabilité qui est égal, grice a un résultat de Suslin [35], a la K-théorie de
Milnor K,I:,I(A) de P’anneau A, a torsion preés (Théoréme 2). Enfin on
conjecture une borne inférieure pour le début de la y-filtration (2.9;
cette conjecture est due aussi a Beilinson [5] ), dont on donne en 2.10 une
traduction concernant ’homologie du groupe linéaire.

La deuxiéme méthode utilisée consiste & montrer des théorémes de
Riemann-Roch pour la K-théorie de Quillen. La technique suivie est celle
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de [12] et [28]. Le théoréme de Riemann-Roch sans dénominateurs pour
une immersion fermée (Théoréme 3) a d’intéressantes conséquences. L’une
d’elles est la dégénérescence de la suite spectrale de Quillen sur les trois
premiéres diagonales a torsion prés (Théoréme 4), un résultat montré
différemment par Schechtman [28] et utilisé par Merkurjev et Suslin [21].
Combinant ce résultat avec le Théoreme 2, on obtient que, a torsion pres,
le groupe CH'(X) est égal 4 H'(X, A IM) si X est une variété réguliere sur
un corps infini (¢ f” est le faisceau associé & la K-théorie de Milnor dans
la topologie de Zariski) (Théoréme 5; I'idée de ce résultat est due a Gillet).
Le lien entre cycles algébriques et A-structure semble s’étendre a la
K-théorie de Quillen, grace a la suite spectrale récemment introduite par S.
Landsburg [18], dont on montre qu’elle converge vers la y-filtration, a
torsion pres (Théoréme 6).

Le théoréme de Riemann-Roch avec dénominateurs étudie le comporte-
ment de la A-structure par un morphisme projectif quelconque, modulo
torsion (Théoréme 7). Il permet de définir sur K;n(X ) ® Q (o K’ est la
K-théorie des faisceaux cohérents) une filtration croissante et covariante
pour les morphismes projectifs notée F,. D’aprés Beilinson [5], les
théories

GrK,(X)® Q et GrikyM)® Q

Y tm
doivent étre vues comme des théories d’homologie et de cohomologie
“universelles”, dont les propriétés sont étudiées dans le Théoréme 9.

On donne pour finir une application & la p-torsion de la K-théorie d'un
schéma régulier de caractéristique p (Théoréme 10).

Les applications de la A-structure en K-théorie sont d’ores et déja
nombreuses: comparaison entre K-théorie et cohomologie étale [29],
K-théorie des variétés sur les corps finis [30], valeurs de fonctions zéta
(131, [31]).

Je tiens aussi a signaler que divers auteurs ont travaillé simultanément
sur le sujet traité ici. H. Gillet m’a fait part de résultats non publiés (repris
en particulier dans les Théorémes 5 et 7). V. Shechtman a aussi étudié la
A-structure; il a montré récemment que les opérations d’Adams (et les
caractéres de Chern) peuvent s’étendre au délagage connexe de la
K-théorie; ses résultats ainsi que le Théoréme 7 et 9 sont annoncés par
Beilinson dans [5]. Enfin, dans [13], H. Gillet et l'auteur prévoient
d’utiliser la K-théorie des schémas simpliciaux pour [I'étude de la
A-structure en K-théorie de Quillen.

Je tiens a remercier O. Gabber, H. Gillet, J. Lannes, S. Lansburg, J-L.
Loday, et L. Smith pour leur aide durant ce travail.

1. La A-structure de la K-théorie d’un anneau.

1.1 Un A-anneau R(appelé aussi A-anneau spécial) est un anneau
commutatif unitaire, muni d’applications AR — R, k = 0, vérifiant les
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propriétés suivantes:

Nx) = LA x) = x
k
Mix +y) = 20 NONTI(y)

My =0 sik=2
My) = PL A (), N s M- N )
NN (x)) = P W), ... M),

ou P, et P, , sont des polyndmes universels a coefficients entiers [14].

Soient N un entier, N = 1, GLy le schéma en groupe linéaire de rang N
sur Z, et R;(GLy) 'anneau de Grothendieck des représentations de GLy
définies sur Z (muni du produit tensoriel). Serre a montré [27] que
R7(GLy), muni des opérations de puissances extérieures, est un A-anneau.
Plus précisément, si Ty est le sous-groupe diagonal de GLy, le morphisme
de restriction

R7(GLy) = Ry(1y)

est injectif et son image est le sous-groupe de Ry(Ty ) formé des invariants
sous l'action du groupe symétrique Z,. Il en résulte que Ry(GLy) est
I’algébre

ZINidy), - .., NV (idy), AV (Gdy) ],
ou )\k(idN) est la k-iéme puissance extérieure de la représentation
identique de idy. L’unité de Ry(GLy) est la représentation triviale
1 € Ry(GLy).

Notons aussi que le A-anneau Rz(GLy) est muni d’une involution
X > X, qui associe 4 une représentation la représentation duale. On a

A(x)" = M(x) six € Ry(GLy),
et x = x| quand x est la classe d’une représentation de rang un.

1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. On sait [19] que le produit
tensoriel et les opérations de puissances extérieures munissent le groupe
de Grothendieck Ky(4) des A-modules projectifs de type fini d’une
structure de A-anneau. On va voir ([15], [16] ) qu’on peut étendre cette
A-structure aux groupes K,,(4), m = 0, définis par Quillen ( [25], [19]).

Une représentation

p:GLy — GLy,
du schéma en groupes GLy induit un morphisme de groupes abstraits

GLy(4) = GLyy(4)
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et donc une application entre espaces classifiants
BGLy(A) = BGL(A).
Si
GL(4) = lim GLy/(4)
M

désigne le groupe linéaire infini, BGL(A) son espace classifiant, et
BGL(A)" Tespace défini par Quillen [25], on a des morphismes
canoniques

BGL,,(A) — BGL(A) — BGL(A)™.
On peut donc associer a p une application continue
5:BGLy(A) = BGL(A)™.

Deux représentations p, p":GLy — GL,, sont isomorphes si et seulement
si elles sont conjuguées par un élément de GLy,(Z) ([17], Lemme 2.1). Il
en résulte alors que p et p’ sont homotopes [19]. Désignons par [BGLy(A),
BGL(A)"] I’ensemble des applications pointées, a homotopie prés, de
BGLy(A) dans BGL(A )+. La structure de H-espace de BGL(A4 )" (donnée
par la somme directe, [19] ) munit cet ensemble d’une structure de groupe
abélien. Si 0 — p” — p — p” — 0 est une suite exacte de représentation, on
montre [16] que p est homotope a la somme de p’ et p” On obtient ainsi un
morphism de groupes abeliens

Rz(GLy) — [BGLy(A), BGL(A) ™).

L’inclusion standard GLy — GLy  induit un morphisme de restriction
compatibles au morphisme ci-dessus. On pose

Ry(GL) = lim Ry(GLy)
v

et

[BGL(A), BGL(A)"] = lim [BGLy(A4), BGL(A)™]
N

(classes d’homotopie faible d’applications continues pointées de BGL(A)
dans BGL(A)"). D’apreés la propriété universelle de la construction + on
a

[BGL(A), BGL(A)'] = [BGL(A4)*, BGL(4)™].
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On obtient donc un morphisme canonique
ry:Rz(GL) = [BGL(A)*, BGL(4)™].

On appelle opération naturelle sur les A-anneaux la donnée, pour tout
A-anneau R, d’une application

7R — R

telle que, si ¢:R — R’ est un morphisme de A-anneaux,onato¢ = ¢or7
([2], Section 3). Si R est un A-anneau muni d’une involution x > x on a
donc

m(x) = 7(x).

On désigne par . la réunion disjointe de deux copies de 'ensemble des
opérations naturelles sur les A-anneaux, la premiere opérant sur R comme
ci-dessus et la seconde par x > 7(x). Si 7 € J] la restriction & R;(GLy) de
I'élément 7(idy | — (N + 1)) de Ry(GLy ) est égale a

idy + 1 — (N + 1)) = 7idy — N).
La famille (r(idy — N)) est donc un élément de Rz(GL). On pose
T, = ry((r(idy — N))) € [BGL(4)", BGL(A)™].
L’application 7, induit, pour tout entier m, un morphisme
7K, (4) = 7, (BGL(A)") = K,,(4).
Si m = 0 on note aussi
r:Ky(4) = Ky4)
Papplication définie par 7 sur le A-anneau involutif Ky(A4).
1.4. Les opérations ¥ € 7 induisent donc des morphismes
MK, (4) = K, (4), m = 0.

D’aprées [15] et [16], ceci munit les groupes K,,(4), m = 0, d’une structure
de Ky(A4)—A-algébre. Autrement dit, si

K(4) = @ K, ()
est muni du produit nul entre deux éléments de degré positif et du produit
usuel (induit par le produit tensoriel, [19] ):

Ky(A) X K,(4) = K, (4),

les opérations A* font de K(4) un A-anneau. Ce A-anneau est aussi muni
d’une involution, induite par 'involution de GL(A ) qui envoie une matrice
sur linverse de sa transposée. Tout ceci se vérifie en déduisant des
identités sur K(4) des mémes identités sur Rz(GL) (via r,).
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1.5. Outre les opérations A< T contient les opérations y* définies par
Grothendieck [14]:

V) =Ma +k—1), k=0,

et les opérations d’Adams ¢, k € Z — {0}, définies par
Vo) = vk, etsik =1,
W= AW (DRI (= DR = o,

On a yO =1, y' = xlzl = id, 1{/‘ o \[/" = \[/kk', et 4/‘ est un endomorphisme de
A-anneaux.
Si A est un anneau commutatif unitaire, K(4) admet une augmenta-
tion
eK(A4) — 2moBpec D)

qui consiste a projeter K(4) sur Ky(4) et & associer & un A-module

projectif de type fini son rang sur chaque composante connexe de Spec(4).

On peut donc définir la y-filtration du A-anneau augmenté K(4 ). On pose
0 .. L, . i

FLK(A) = K(A), et, sii = 1, on désigne par F’YK(A) le sous-groupe de

K(A) engendré par les produits

Y0 ... Y(x,)
oue(x;))=...=¢€lx,) =0eti; +...+ i, =i
On note
GriK(A) = FLK(4)/F,"'K(4)

le gradué associé a cette filtration.

Sit € J 'action de 7 sur K(4) respecte la y-filtration. L’action de 7 sur
Gr;K (4) est la multiplication par une constante universelle w;(1) € Z [29].
On a

o) = K, o) = (=D
w () =D - D, @) =0 sii<k,
w()#0 sik=i
(pour la formule exacte, cf. [16] et [29] ).
1.6. Loday [19] a défini un produit
Ky(4) X K,(4) = K,y 1 ,(4)
pour tout couple (m, n) d’entiers naturels. On a, pour ce produit,
V) = Y ef(y) sik e Z - {0}, et

Yooy = 2= (k= DUYKE = DIE" = DY e ()
K+k"=k
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simn # 0.SiF K, (A) est le sous-groupe de K, (4) engendré par tous les

Yy m

produits de Loday
Y10 - Y

avec e(x) = ... = e(x,) = 0, eti, + ...+ i, = i, la filtration F', a les
mémes propriétés que celles décrites pour F’Y dans 1.5. Il en est de méme,
sim = 1, pour la filtration "F| K, (4) obtenue en désignant par "F\K,,(4)

yom
le sous-groupe de K, (4) engendré par les éléments y/(x),

J = i. On en déduit que F,, 'F;, et ”F; coincident a torsion pres (cf. [16] ).
Ceci indique que la y-filtration n’est une bonne notion qu’a condition de
négliger les groupes de torsion.

2. Longueur de la y-filtration.

2.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Rappelons la définition du
rang stable de A. C’est le plus petit des entiers ' qui ont la propriété
suivante: si des éléments a,, ..., a,, de A vérifient

aAd+ ...+ a, 4 =A,

il existe des éléments A, ..., A, de 4 tels que, si 'on pose
bp=a +Nayyy,....b, =a, + Na, |,

on ait
biA + ...+ bAd = A.

Soit r = r.s.A cet entier (s’il existe), et r = +co sinon.

Par ailleurs, soient R un anneau commutatif unitaire et 4 un entier tels
quel ’espace Max(R) des idéaux maximaux de R(muni de la topologie de
Krull) est union finie de sous-espaces de dimension inférieure a d. On note
dim Max(R) le plus petit des entiers d vérifiant cette condition. Soit 4 une
R-algebre finie, on sait alors ( [3], V, 3.5) que

r.s.A = dim Max(R) + 1 = dim(4) + 1,
ou dim(A4) désigne la dimension de Krull de ’anneau A4.

THEOREME 1. i) Soit A une R-algébre finie avec dim Max(R) < +oo. Si
x € Ky(A4), e(x) = 0 et k = dim Max(R) + 1, on a

Y¥(x) = 0.

ii) Soient A un anneau commutatif unitaire tel que r.s.A < +oo et
m = 1 un entier. Si x € K, (A)etk Z m + r.s.(A) on a

Yo (x) = 0.

2.2. Preuve de i). Désignons par [P] € Ky(A) la classe dans Ky(A4) du
A-module projectif de type fini P. Tout élément x de Ky(4) est de la
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forme
x =[P] —[4"]
pour un certain module P. On a donc, si e(x) = 0,
x =x — €&x) =[P] — {P].
D’aprés un théoréme de Serre ( [3], IV, Cor. 2.7), on peut écrire

[P] =[Q] + [4™],

ou Q est un A-module projectif de rang r inférieur ou égal & dim Max(R).
On a donc

x =[] - r.
Par conséquent
Y = AQT+ k=1 =)

Si k Z r + 1, 'élément [Q] + kK — 1 — r est la classe d’'un module
projectif de rang k — 1, et donc

YUQI+k—1-r)=0.

2.3. Nous aurons besoin pour la démonstration du Théoréme 1.i1) de la
définition de la K-théorie de 4 due a Volodin (cf. par exemple [33]). Si
6 € X est une permutation de 'ensemble & N éléments {1,..., N}, on
note T3(A) le sous-groupe de GLy(A4) formé des matrices (8;) telles que
g; = letg; = 0,si0() > o(j). On appelle V(4) I'ensemble simplicial
(et aussi sa réalisation géométrique) dont les n-simplexes sont les suites
(8> - - -, 8) telles que: g; € GLy(A) et il existe 0 € 2, avec, pour tout
couple (i, j), g,gj_' € Tp(A). Les faces et dégénérescences de V(4 ) sont
données par oubli ou répétition d’'une coordonnée. L’inclusion

GLy(A) = GLy1(4)
induit une application
n(d) = Vi (4).
On pose:
V(4) = lim Vy(4)
N

et
Ky (A) = 7, _V(A).

2.4. Suslin montre dans [33] que la K-théorie de Volodin définie
ci-dessus coincide avec celle de Quillen. Pour le voir, soient EGLy(A4)
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I’ensemble simplicial dont les n-simplexes sont les suites (g, ..., &,)
g € GLy(A), et dont les faces et dégénérescences sont obtenues par oubli
ou répétition d’une coordonnée, et BGLy(A) son quotient par I'action de
GLy(A). Par définition de Vy(A4) on a un diagramme cartésien

Vy(d) —— EGLy(A)

L

Y BT(A) —— BGLy(A)
et, apres stabilisation,

V(4)——> EGL(4)

.

Y BT"(4)—>BGL(A)
Notons Z, le foncteur de complétion entiére d’un ensemble simplicial de

Bousfield et Kan [7]. Le diagramme
Z. V(A) ——> Z_EGL(A)

|

Zo(\) BT°(4))—> Z,BGL(A)

est cartésien. On sait que Z,BGL(A) est faiblement équivalent a
BGL(A4)*. Comme V(A) est un H-espace [33], 'application V(4) —
Z..V(A) est une équivalence d’homotopie. Comme EGL(A) est contractile
il en est de méme de Z_ EGL(A). Enfin Suslin montre dans [33], Théoréme
7.1., que ZOO(L&J BT°(4)) est contractile. Il en résulte une équivalence

d’homotopie faible
QBGL(A)" — V(A).
On voit donc que
K'(4) = K, (4) sim = 1.
2.5.Sim = 1 posons
Kpn(A4) = 7y ((Vy(4)).
Une représentation irréductible

A:GLy — GLy,
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du schéma en groupes GL, est un produit tensoriel de puissances
extérieures de la représentation identique [27]. Il en résulte que 'image par
X de TY, est contenue dans un conjugué du groupe triangulaire standard.
Donc A induit une application

A:Vy(A4) = V(A4)
et des morphismes
MoK, MA4) = K, (4), m=1

Si A et p sont isomorphes, elles sont conjuguées par un élément de GL(A),
donc A, = p,. L’application A — A_ s’étend donc au groupe Rz(GLy)
(puisque K,',/I(A) = K,,(A4) cela résulte de 1.2). Si p € Ry(GLy) a pour
restriction p’ € Ry(GLy_;) au groupe GLy_,, la restriction de p, a
K, n—1(A) est égale 4 p),. Si 7 € Jon peut donc définir

7K, (4) = lim K, \(4) = K,,(4)
N

comme étant le morphisme induit par la famille de représentations
virtuelles (1idy — N)) € Ry(GL). Il est clair que cette définition
coincide avec celle donnée au paragraphe 1.2.

2.6. Preuve du Théoréme 1, ii). Soit N un entier tel que le morphisme
K, MA) = K, (4)
est surjectif. Sik > N on a
YiGdy — N) = MGdy — N+ k— 1) =0,

puisque idy, — N + k — 1 est une (vraie) représentation de rang k — 1. Le
diagramme commutatif

K, n(4) K, (4)

yk(idNE N) / 'a
N

K, (4)

montre donc que ¥* = 0. Or Suslin a montré [33] que
K, nA4) = K, (4)
est surjectif i N = m + r — l.Doncy* =0sik >m +r — 1.

2.7. Nous aurons a considérer plusieurs sous-catégories de Serre de la
catégorie des groupes abéliens. La catégorie & est celle des groupes
abéliens de torsion. La catégorie Fest la catégorie des groupes abéliens
d’exposant fini.
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Si n = 1 est un entier, la catégorie %, est formée des groupes X tels qu’il
existe un entier m avec:

mx =0six € X
si p est un nombre premier divisant monap = 2oup < n.

Ona ¥, C ¥C %
de X = Y (modulo ¥,,).
Remarquons que X = Y (mod &,), n = 3, implique

X®Z/(n — D]~ Y®Z/(n — D]

On écrira parfois X = Y (modulo torsion) au lieu

2.8. Désignons par K (A)(’) le sous-groupe de K, (4) formé des
éléments x tels que ¢¥(x) = k'x pour tout entier k € Z — {0}.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses du Théoréme 1, ii), on a, en posant
r=rsA < +oo,

1+ r—

n 1 .
K, (4) = @2 K, () (modulo &, ., |)sim = 2, et

K(A) = @ K(A)Y (modulo &, ).

Preuve. Kratzer a montré ( [16], cf. 2.9. ci-dessous) que
K, (A) = "F2K,(4) sim = 2, et que
K\(4) = A* X "FIK\(A).

L’action de ¢* sur A* est la multiplication par k. On va voir que, modulo
‘SpH—r— 1>

1y

2 m+r—1 )
FK,(4) = @ K, ().

Yym

Sii = 1 est un entier et N un entier assez grand par rapport a i on
note

d. KN - 1).

O

Pg
k

HV

Cet entier ne dépend pas de N, il est pair et égal 4 2 si i est impair. Quand i
est pair, un nombre premier p divise w; si et seulement sip — 1 divise i (cf.
par exemple [23], Appendice).

Sii # j sont deux entiers positifs, choisissons une famille finie d’entiers
k = 2, telle que

Wy = 2 Ak = k).

Uk’

Considérons le morphisme composé
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m+tr—1 .
¢: @ K, (4)) > K (4) > "FK, (4).

Y m

On sait, d’aprés le Théoréme 1, que ”F;"Jr'Km(A) = 0. Par conséquent,
pour toute suite d’entiers k; # 0,2 = j = m + r — 1, on a l'identité
suivante sur "F f,Km(A):

m+r—1

I w8 -#&)=o
j=2

Sii = 2 on note ®; 'opérateur

m+r—1 _
o= ]I (2 A = kf)).
Jj=2 k=2
Vkall

Six € K,(4) et k = 2, I'élément
W = KHo(x)
est nul. Donc ®,(x) € K, (4 ).

Par ailleurs, si x € "F K,,(4),i = 2,0n a

o,x) =11 (kgz Ay (k' — kf))x (modulo "F" 'K, (4)).

J#i
Donc

P;(x) — (g Wli—jl)x

est dans ”F;Jr lKm(A ).
Désignons par 4,, le produit

Ay = H Wii—j
J#*i

pris sur tous les couples i # j d’entiers entre 2 et m + r — 1. On voit
en utilisant ce qui précéde et le fait que ”F;"J”Km(A) = 0, que si
x € K,,(4), I'élément A4,,x peut s’écrire comme une somme:

A,x = Oy(xy) + Py(x3) + ...+ @y (X )

Donc le conoyau de ¢ est annulé par 4,,.
Enfin, si x € K, (4)" N K, (4)Y), avec i # j, on a, pour tout entier
k=2,

Y(x) = k'x = kix,
donc

(' = K)x =0 et w,_x=0.
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Donc le noyau de ¢ est annulé par 4,,.

De méme K (4 D n K,(4)" est annulé par 4,.

D’apreés le paragraphe précédent, les nombres premiers p qui divisent
A, vérifient p = 2oup < m + r — 1. D’oul I’énoncé.

Remarque. La preuve du corollaire ci-dessus montre aussi que, si
m =1,
m+tr—1 .
K,4) = "Gr’YKm(A)(modulo &)

i=1

et que, sous les hypothéses du Théoréme 1, ii), on a
m+r— m+r—1

K,4) = O l GrK, () = @ GriK,,(4) (modulo ).

1
2.9. Minoration. 11 est clair que sim > 0 on a
K, (4) = F}K,(A),

puisque F)I, = Ker(e) et que 'augmentation e se factorise par Ky(4).
Comme nous l'avons rappelé ci-dessus, C. Kratzer ([16], Cor. 6.8) a
montré

ProposiTION 1. Sim = 2, 0on a
K, (4) = FIK,(4), et
K(4) = A* X F2K\(A).
La preuve consiste a remarquer que, si m = 2, on a
K, (4) = =, BE(A)",
et que
K\(A) = A* X mBE(A)",

ou E(A) désigne le groupe des matrices élémentaires.
On a E(4) € SL(A4), ou

SL = lim SLy
N

est le groupe spécial linéaire. Mais I'identité
dét(idy) = 1
dans Ryz(SLy) s’écrit aussi
Ylidy — N) + ¥¥idy — N) + ... + ¥¥(idy — N) = 0.

D’ou lidentité y' + y* + ... = 0 sur K, (4), m = 2, qui permet de
conclure puisque yl(x) = x.
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Plus généralement, on peut faire la conjecture suivante, qui a aussi été
formulée, indépendamment, par A. A. Beilinson [5]:

CONJECTURE. Sim = Sup(2i — 1, 1) on a
K,(4) =F i,Km(A) (modulo torsion).

2.10. La conjecture faite au paragraphe précédent aurait la conséquence
suivante sur I’homologie du groupe linéaire. La somme directe et
Papplication diagonale munissent le Q-espace vectoriel

m@o H,(GL(4), Q)

d’une structure d’algebre de Hopf. Si la conjecture ci-dessus est vraie pour
A, 'image du morphisme de stabilisation

H,(GLy(4), Q) — H,(GL(4), Q)

a une intersection nulle avec la partie primitive de H,,(GL(A), Q), dés que
m = 2N + 1.

En effet, d’aprés le Théoréme de Cartan-Milnor-Moore appliqué au
H-espace BGL(A)+ ([24], cf. aussi 3.3 ci-dessous) la partie primitive de
H, (GL(4), Q) est I'image du groupe K, (4) ® Q par le morphisme
d’Hurewicz A. Soit x # 0 un élément de

h(K,(4) ® Q) N Im(H,,(GLy(4), Q))

avec m = 2N + 1. D’aprés la conjecture du paragraphe 2.9 on a
Y¥(x) # 0 quand m = Sup(2k — 1, 1)

(cf. 1.5). Mais, si N < k, on a
YE(x) = AGdy — N + k — 1),(x) = 0.

Comme m = 2N + 1 il existe un entier k tel que N < ketm = 2k — 1.
D’ou une contradiction.

Remarque. Cette conjecture tire son origine du lien entre y-filtration et
classes de Chern (cf. par ex. [13]). Il se peut d’ailleurs que I’hypothése
m = Sup(2i — 2, 1) (au lieu de m = Sup(2i — 1, 1)) suffise.

3. K-théorie des corps et des anneaux locaux.

3.1. Si 4 est un anneau commutatif unitaire on désigne par K,M(A) les
groupes de K-théorie de Milnor de I'anneau A définis comme suit: le
groupe KM(4) est engendré par des symboles {x,,...,x}, Xp,...,
Xx; € A*, soumis aux relations suivantes:

{xp .o oxxh o x5} ={xp X x + {x XX}
7% j y i

{x,....x,...,1 —x,...,x;} = 0.
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Si A est un anneau local (i.e., n’a qu’un seul idéal maximal) on a
K(4) = K)(4) = 4*.

Comme la relation x. (1 — x) = 0 est vérifiée dans K,(4), six € A* et
1 — x € A4*([22, Lemma 9.8), le produit de Loday en K-théorie induit un
morphisme

KM(A) = K (4).
L’image de ce morphisme est le sous-groupe Symb K;(4) des éléments

“symboliques” de K;(A4).
D’aprés le Théoréme 1 (cf. 2.1), pour un anneau local 4, on a

i+1

F,"'K/(4) = 0,
carr.s.A = 1 et Ky(4) = Z. Par ailleurs, six;,...,x; € K|(4) = A*,ona
(1.6):

Y. x) = 20 — DY) .Y x) = =G — Dixg .. x,
Donc

(i — 1)! Symb K,(4) € F.K,(4).
On va s’intéresser a 'inclusion inverse:

THEOREME 2. Si A est un corps ou un anneau local contenant un corps
infini, le morphisme K,M(A) — K,(A) induit un isomorphisme

K}'(4) = FLK(4) (modulo ).

La preuve de ce résultat consiste a traduire un résultat de Suslin selon
lequel la K-théorie de Milnor d’un corps est facteur direct de la K-théorie
de Quillen (a un factoriel pres). Suslin a donné deux démonstrations de ce
résultat et chacune d’elles peut étre utilisée comme on va le voir.

3.2. Premiere methode, symboles de Mennicke. Soit A un anneau
noethérien de dimension de Krull 4. On note MS(4) le groupe engendré
par les éléments [a|, ..., a;. ], ou les éléments a, . .., a,, | de A forment
un vecteur unimodulaire, i.e.,

alA ++ad+1A =A,
soumis aux relations suivantes:
lay,...,a41l =1lay,....a; t ta,...,a;.]sit € Aeti #j
’
[al,...,a,-ai,...,ad+1] = [al,...,ai,...,ad+1]
+la,....a,...,a,;.4]

Ce groupe MS(A4) des symboles de Mennicke universels a été introduit par
Suslin dans [34].
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PROPOSITION 2. 1) Si A est comme ci-dessus, il existe un morphisme
ms:K(4) = MS(A)
et un morphisme
wi:MS(A) — K(A)

qui rendent commutatif le diagramme:

.Yd+l

KA ————— 5 K4

ms
wt d!
ms

MSA)—— > MS(4)
i1) Si F est un corps algébriquement clos, on a
F'K,F C Symb(K;F).

Preuve. 1) Le fait que ms o wr = d! est le Corollaire 2.6 de [34]. Par
ailleurs soit « € GL,,,(4) et a son image dans K;4. On a, par définition
de ms,

ms(a) = ea,
ou e est le vecteur ligne (1, 0, ..., 0). Donc, d’aprés 2.1 dans [34], on a

d+1
wt(ms(a)) = wi(e)) + 2 (—1)A @) = AT — 1)
i=0

= AN a — (d+ 1) + d),
i.e., compte tenu des définitions de 1.5,
wi(ms(@)) = ¥ (@).
i1) Soit F un corps quelconque. Il existe un isomorphisme
$:K,F — SK,(4)),
ou A; est “’anneau du cube”
A; = FIX,,..., X,-]/(X% - X) ... (X,2 - X)).

On va voir que ¢ préserve la A-structure.
Considérons I’anneau simplicial A(F) = (A, (F) ) défini par

AF) = FXg, .. . X,J/(Xy + ...+ X, — 1)

et les faces et dégénérescences usuelles. On a des isomorphismes ([1],
Section 2)
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KF = 7BGL" (F) > KV,(F)

= mert o)) & aperad)) b a 6L,
ou KV, désigne la K-théorie de Karoubi-Villamayor. Si N est un entier
et
p:GLy — GL

une représentation du schéma en groupe GLy, on associe a p des
morphismes

Py:m GLy(A(F) ) = 7, GL(A(F))
et
0.7, BGLN(A(F) ) — 7, BGL(A(F)).
Le morphisme y commute a p,, car il provient des fibrations
GLy(P(F)) = EGLy(A(F)) = BGLy(A(F)).
De méme a et 8 commutent & p,.
Comme «, B et y sont des isomorphismes on voit que si
0—=p =p—>p"—0
est une suite exacte de représentations on a
Py = Py + %

Il en résulte quon peut définir p, pour toute représentation virtuelle
p € Ry(GLy), et donc associer a tout élément 7 € J une opération

7 = lim 7(idy — N),
v

sur chacun des groupes ci-dessus de fagon compatible a a, B et vy.
Si A est anneau non nécessairement unitaire on note 4 I’anneau sans
unité (X2 — X)A[X], et EA = XA[X]. La suite exacte

(x)0—>QF >EF—>F—0
conduit & un isomorphisme
7,_\GL(A(F)) — m,_,GL(AQF)), i =2,

qui commute aux opérations 7. En itérant le procédé on obtient un
isomorphisme

KF — K(Q7'F)

qui commute a 7.
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Par ailleurs si 0 > 4 — B — C — 0 est une suite exacte d’anneaux (non
nécessairement unitaires) il existe un morphisme bord

9:K,C — KA.

Pour voir que 3 commute a 7 on peut supposer que B et C ont une unité.
Soit alors A © Z I’anneau avec unité associé a 4, et

3:K,C — Ky(A © Z)
le bord de la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au carré cartésien

A®Z——>B

72— C

Le morphisme 3 se factorise par le morphisme

déf.
8:K,C = Kod ‘= Ker(Ky(A ® Z) — K\(Z)).

Or la définition de 9, [22], p. 28, montre qu’il commute aux puissances
extérieures, donc a 7. Par conséquent 3 commute a 7.
Le morphisme

¢:K,F — SK, A,

s’obtient en composant les isomorphismes

.0 .0
KF — K(Q'F) = K(Q'F) < SK,4,
ou 9, est associé a la suite exacte (*) et d, a la suite exacte
0— QF— F[X,...,X;] >4, —0.

D’aprés ce qui précéde le morphisme ¢ commute donc a 7.
On en déduit en particulier que ¢ induit un isomorphisme

FUKF = ¥'(K;F) = v (K\4)).

Par ailleurs Suslin montre dans [34], Section 4, que si K,MF désigne la
K-théorie de Milnor de F, I’application composée

KMF — KF — SK\A,

se factorise par wt:
Mo U wit
K;"F - MS(A;) — SKA,.

D’aprés la partie i) du théoréme, I'image de wt est contenue dans
Y (K\(4,) ), puisque dim 4; = i — 1.
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Pour voir que yi(KiF) C Symb(K;F) il suffit donc de savoir que u est
surjectif. Suslin ’a montré quand F est algébriquement clos (loc. cit.)

Remarque. On pense que ’égalité
MS(4;) = K'(F)
est vraie pour tout corps F. Ce qui suit montre que c’est vrai modulo .

3.3. Deuxiéme méthode, homologie du groupe lineaire. Si F est un corps
finieti = 2 on a Symb K;(F) = 0 (car K,(F) = 0). Par ailleurs, I'action de
Y' sur K,(F) est le produit par w,(y') si i = 2j — 1 (grace a [16],
Proposition 7.1). Donc sii = 2, on a

Y (K(F)) = 0.

Si F est un corps infini, ce que nous supposerons désormais, Suslin a
montré les résultats suivants [35]. Le groupe d’homologie a coefficients
entiers H;(GL,(F)) est isomorphe (via le morphisme de stabilisation) a
H/(GL(F)).

Le quotient H,(GL,(F) )/H,(GL;_(F)) est isomorphe a K,M(F ). Soient

h:K,(F) = w,(BGL(F)") = H.(GL(F)) = H,(GL,(F))
le morphisme d’Hurewicz de BGL(F)" et
$:K,(F) = K}'(F)
le morphisme composé de 4 avec la projection
H(GL(F)) = K}'(F).
L’application composée
KM(F) = K(F) = K}'(F)

est, au signe pres, la multiplication par (i — 1)!.
Les applications

Y'(idy — N):BGLy(F) — BGL(F)*
induisent des morphismes
Y:H(GLy(F)) = H/(GL(F)).
SiN =i— lonay'(idy — N) = 0, donc
Y:H(GL,_\(F)) = H/(GL(F))

est application nulle.

Si x € K;(F), il existe, d’apreés les résultats de Suslin rappelés ci-dessus,
un élément y € Symb(K;(F)) tel que A( (i — 1)!x — y) soit dans I'image
de H,(GL;_{(F)). On en déduit que
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h(G = DY () = ¥ () = ¥((G = Dlx = y)) = 0.
Comme y'(y) = (-6 - 1!y est un élément de Symb(K;(F))
il suffira, pour montrer le Théoréme 2, de voir que le noyau de h est
dans %,
On sait que
BGL(F)" = BF* X BSL(F)",

donc pour étudier le morphisme d’Hurewicz pour BGL(F)" il suffit de le
faire pour le H-espace simplement connexe BSL(F)*. On peut alors
utiliser le fait général suivant (qui étend un résultat de Cartan-
Milnor-Moore [24] ):

ProrosITION 3. Si X est un H-espace (k — 1)-connexe avec k = 2, le
noyau du morphisme d’Hurewicz

hm(X) = H(X)
est dans la catégorie &, oul n est la partie entiére de (i — k + 1)/2.

Preuve de la Proposition 3. Cette preuve est due a L. Smith. Il s’agit de
montrer que, si p est un nombre premier, si i < k + 2p — 3, et si Z,,
désigne le localisé de Z en p, le morphisme d’Hurewicz

T(X) ® Z(py = Hi(X, Z )

est injectif (on montre de méme que Ker(k) est dans &).
Pour cela on remplace d’abord X par son localisé en p, au sens de
Bousfield-Kan [7]. Considérons alors la tour de Postnikov de X:

!

X——)Xk+j

l

Xi+j—1

\
Jj =1L, X, = K(m(X), k).
On procede par récurrence sur j. Supposons que
J
Xpyjor = Hl K(my,(X) k + i — 1)
1=

ou =~ désigne une équivalence d’homotopie (remarquons que c’est vrai si
j=D,etk +j<k+2p— 3.
La fibration X, ,; = X, ;| a pour fibre K(m; , (X), k + j) et C’est une
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fibration de H-espaces. Le k-invariant
¢e HT I(Xk+j~ 1> T+/(X))

qui classifie cette fibration est donc un élément primitif.

Le groupe 7 | (X) est, par hypotheése, p-local.

Un élément primitif de I'algebre de Hopf p-locale H*(X) 1, 74 (X))
ne peut étre décomposable que si c’est une puissance p-ieme. Mais X ;|
est (k — 1)-connexe, k = 2, etk +j < k + 2p — 3, donc

k+j+1—kp<k+2p—-3+1—kp
=2 —-k)p -1 =0
Par conséquent £ n’est pas décomposable.

Mais Cartan a montré que si R est un anneau p-local toute classe de
H*(K(m, n), R) est décomposable quand  est un groupe abélien et

n<x*<n+2p—1.

Donc § = 0. Il en résulte que X;,,, 4 est un produit d’espaces
d’Eilenberg-Mac-Lane, donc que son morphisme d’Hurewicz est injectif et
scindé. Comme I"application X — X; ;», 4 induit un isomorphisme sur les
groupes d’homotopie, donc ceux d’homologie, en degrés i << k + 2p — 3,
on voit que le morphisme d’Hurewicz

7, (X) = Hi(X)
est injectif et scindé quand i < k + 2p — 3.

Pour prouver le Théoréme 2 dans le cas d’un anneau local qui contient
un corps infini, on remarque que la preuve des résultats de Suslin [34]
utilisés ci-dessus s’étend mot pour mot (cf. aussi [32] ). Le reste de la
preuve est identique.

4. Théoréme de Riemann-Roch sans dénominateurs.

4.1. Soit X un schéma noethérien régulier de dimension de Krull finie.
On désigne par S(X) la catégorie des faisceaux simpliciaux sur X, i.e., la
catégorie des faisceaux en ensembles simpliciaux. Un morphisme

[ F—> @

entre deux éléments de S(X) est une équivalence si, pour tout x € X,
I’application sur les fibres

fiF =G,

induit des isomorphismes sur les groupes d’homotopie. Le morphisme f est
une fibration si, pour toute inclusion U c V d’ouverts de X, ’application
naturelle
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IV, #) =TV, 9) | X (U %)

est une fibration (de Kan). Un faisceau simplicial est dit flasque (ou
fibrant) si le morphisme #— * de % vers le faisceau simplicial ponctuel
est une fibration. Brown et Gersten ont montré ( [9], Théoréme 2) que
S(X), munie des notions ci-dessus, est une catégorie a modele fermé
(“closed model category’) au sens de [26]. 1l existe donc une catégorie
homotopique associée, notée Ho S(X). Ceci s’applique aussi a la caté-
gorie S, (X) des faisceaux simpliciaux pointés. Si #et ¥ sont dans S,(X)
on notera [# %] I’ensemble des morphismes de % dans %, a homotopie
pointée prés.

4.2. Si A est un anneau commutatif unitaire et N = 3 un entier, on sait
définir un ensemble simplicial BGLy (A )t de facon fonctorielle en
I’anneau 4. Par exemple on peut choisir BGLN(Z)Jr et appeler BGL (A )"
I’espace

BGLy(A)" = BGLy(A) s BGLy(Z)".

On dispose des lors d’un préfaisceau simplicial sur X, dont les sections
sur un ouvert U C X est 'espace BGLy(I'(U, Oy) )+. On désignera par
BGL;; € S,(X) le faisceau simplicial (pointé) associé a ce préfaisceau. De
méme on appelle

BGL" = lim BGLy
N
le faisceau associé au préfaisceau
U BGL(I(U, 0x))".

La fibre en un point x de X du faisceau BGLy est BGLN(@X‘X)J“, ou Oy
désigne ’anneau local de X en x.

Notons Z X BGL™ le produit du faisceau constant Z par BGL™. Si
Y C X est une immersion fermée, la K-théorie de X a support dans Y:

KNX) = m,,, (fibre(BQP(X) = BQP(X — Y)))
(ou BQP(X) est ’espace défini dans [25] ) peut aussi se définir par
KY(X) = Hy™(X, Z X BGL™).

Autrement dit, si Z X BGL™ — K est une équivalence et si K est flasque,
on a

KX(X) = [S%, K],

ou S est le faisceau constant des sphéres de dimension m a support dans
Y (cf. [12]).
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Le théoreme de localisation de Quillen montre qu’il existe un
isomorphisme canonique

K(Y) = K,(X),
ou K, (Y) désigne la K-théorie des faisceaux cohérents sur Y ( [25], [12],

2.14). En particulier, si Y est régulier (par exemple ¥ = X), on a un
isomorphisme

K, (Y) =~ K'(X).
Nous aurons besoin du résultat suivant:
LEMME 1. Le morphisme de stabilisation
lim Hy"(X, Z X BGLy) — Hy™(X, Z X BGL™)
N
est un isomorphisme.

Preuve. D’aprés [8] si 2 € S(X) il existe une suite spectrale F9(2) telle
que
ESUP) = HY (X, T_,P) sip+q=0,
et qui converge vers H’;,+q(X, #), avec un effet de frange (“fringe

effect”) sur la diagonale p + ¢ = 0. Comme la dimension de X est finie, et
comme le morphisme

7,,(Z X BGLy) — 7, (Z X BGL™)

est un isomorphisme pour N = 2m + 1 (stabilité pour la K-théorie d’un
anneau local, voir [33]), on a

lim EPZ X BGLy) = EPYZ X BGL™).
N
Donc
lim Hy"(X, Z X BGLy) — Hy"™(X, Z X BGL™)
v

est bijectif si m > 0 et injectif si m = 0.
Pour vérifier la surjectivité de cette application quand m = 0 on se
raméne au cas ou Y = X grice aux suites exactes

O HYX,P) > H "X, P)—>H "X —Y,P)—
Hy" \(x, 2)— .. ..

Soit [E] € Ky(X) la classe d’un fibré de rang N sur X. Si % est un
recouvrement Zariski de X trivialisant E et N(%) le nerf de %, E est classé
par un morphisme de schémas simpliciaux
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fN(@) — BGL,.
Le morphisme N (%) — X induit des isomorphismes

H'X, 2) = H'N@), 2) = [S° \ N@), 2).
La classe de I'application f définit un élément de

[S° A N(@), Z X BGL;;] = HYX, Z X BGLy)
dont I'image dans Ky(X) est I’élément [E].

4.3. La somme directe des matrices donne un accouplement de
faisceaux

BGL'" X BGLT — BGL™

qui est associatif et commutatif & homotopie prés. Comme chaque fibre de
BGL ™ est connexe on en déduit (par la méme argument qui prouve qu’un
H-espace connexe est un H-groupe) qu’il existe un inverse

i:BGLT — BGL™

pour la loi de somme directe, bien défini dans HoS(Y). Pour tout faisceau
F de S.(Y), 'ensemble [# Z X BGL™] se trouve ainsi muni d’une
structure de groupe abélien.

Si p:GLy — GL,, est une représentation du schéma en groupes GLy,
elle induit un morphisme de faisceaux

BGLy — BGL,,
et donc, en composant avec BGL,;, — BGL — BGL+, un morphisme
p:BGLy — BGL™.

Si p et p’ sont isomorphes, i.e., conjugées par un élément g € GL,,(Z), le

diagramme
BGLN——>BGL+
\ /nt(g)

BGL™

commute. Mais le morphisme de faisceaux Int(g) induit par la conjugaison
par g est une équivalence (il induit un isomorphisme sur les groupes
d’homotopie des fibres). Donc la classe p dans le groupe [BGL,, BGL"]
ne dépend que de la classe d’isomorphisme de p. Ceci permet de définir un
morphisme de groupes abéliens

Rz(GLy) — [Z X BGLy, Z X BGL™]
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(dont la composante sur Z est donnée par le rang des représentations). On
en déduit un morphisme
R4(GL) — lim Appl(H y"(X, Z X BGL;;) - K,’,,/(X))
1

i.e., d’aprés le Lemme 1 de 4.2, un morphisme
Ry(GL) — Appl(K 1 (X) = K (X)).

Une opération 7 € % définit un élément
(ridy — N) )y € Rg(GL)

et donc une application
mKI(X) = K} (X).

On définit aussi une augmentation
eKl(X) > HY(X, Z)

qui est nulle si m # 0 et est induite par la projection de Z X BGL" sur le
facteur Z quand m = 0.
Notons aussi que le produit tensoriel définit un accouplement [19]:

w:(Z X BGL') X (Z X BGL") > Z X BGL™
(défini dans HoS (X)) et donc un produit
Kp(X) X KN(X) = K} (X).

m+n

ProPOSITION 4. Les groupes K ,Zm(x ), munis des notions ci-dessus, sont
des Kg (X)—A-algébres augmentées avec involution.

La preuve est la méme que dans le cas affine (cf. 1.4 et [16], Section 5)
et consiste a traduire sur KZI(X) des identités vraies sur Rz(GL). On
notera cependant que l’anneau K&’ (X) n’est pas unitaire en général.
L’énoncé de la proposition signifie que ’anneau

K'(X) = @ Kp(X)

ou le produit entre éléments homogénes de degrés non nuls est trivial, est
un A-anneau a involution non unitaire, et que € est un morphisme de
A-anneaux. Autrement dit K'(X) est muni d’opérations Nk oz,
vérifiant toutes les identités de 1.1 qui ne font pas intervenir I'unité (c’est
une Z—A-algebre, anneau unitaire associé¢ Z © KY(X) est un A-anneau).
On note F ;K ;(X ) la y-filtration associée a cette A-structure et a €. Toutes
les propriétés montrées dans le cas affine aux paragraphes 1.5 et 1.6 sont
vraies pour KY(X ). Si X = Spec(4) est un schéma affine régulier,
la A-structure sur Kﬁ(X) = K,,(A) définie ici est la méme que celle
définie dans la Section 1.
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4.4. On peut étendre les méthodes du paragraphe 2 aux groupes
Y
K, (X).

ProrosITION 5. Sid = dm(X) et m = 2 on a
m+d .
FIK(X) = @ K (X)(mod &, ).
De plus
1Y AL 2 Y )
FIK{(X) = @, F3K{(X)"(mod 7 )
et

d .
FIK\(X) = D F2Ky(X)" (mod &)).

=

Preuve. Notons Vy (resp. V) le faisceau simplicial pointé associé¢ au
préfaisceau

U= Vy(I(U, Ox))

(resp. V(I'(U, 0y) ) ). La preuve de 2.4 fournit un diagramme cartésien de
S(X)

Z.V——>7.EGL

|

Zoo(La)) BT’) — Z,BGL
et une équivalence QBGL' — V. Posons
Ky n(X) = Hy"™ 1(X, V).
On a donc un morphisme de stabilisation
Ky N(X) = K}(X).
Il est ’aboutissement d’un morphisme de suites spectrales de Brown [8]
E5UVy) = HE(X, T_(Vy)) = ES4(V) = HY(X, 7_4(V)).
D’aprés [32] le morphisme
T (Vi) = 7 (V)

est surjectif (resp. bijectif) si N = —¢q (resp. N = —q + 1).
Donc, compte-tenu de I’effet de frange sur la diagonale p + ¢ = 0, on
voit que

K} v(X) = KX(X)

1
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est surjectif (resp. bijectif, resp. injectif) sim = 2 et N = m + d (resp. m
Z2etN=Zm+d-+l,resppm=1etN=d+ 2)
De plus, si N = d + 2, le morphisme

K y(x) = KT(X)

est surjectif. Pour le voir on se raméne au cas X = Y (cf. Lemme 1). Puis,
écrivant X comme réunion de n ouverts affines, on se raméne au cas ou X
est affine par récurrence sur n, grice aux suites exactes de Mayer-
Vietoris

S H MU U U, P)—H "UP)OH "(U,P)
—H"™UNU,2)—>H""" (Vv nU,2).
Quand X = Spec(4) on note que si N = d + 1 le morphisme composé
Ky M(A) = mo(Vy(4)) = H(Spec(4), Vy) = H'(Spec(4). V)
= Ky(4)

est surjectif [32].
Ce qui précede montre que y"(x) =0six € K,’,j(X), m=Z2etk =
m+d-+ 1(resp.m = letk =d + 3). Dapres [14]

FITTK(X) = 0.
On en déduit la Proposition 5 comme dans le Corollaire 1 (2.8).

4.5. Soit R un A-anneau et N € R un élément de rang p > 0:AK(N) = 0
si k > p et W(N) # 0. Grothendieck associe a ces données un A-anneau
Ry ([14], V, Section 5) défini comme suit. Le groupe additif de Ry est
Z X R. Le produit est donné par les formules

xyy = XA (N), x,y € R,

ou
A (N) =1 =AWV + N(V) ... + (—1)’N(N), et
(1, O)y(n, x) = (n, x).

Les opérations sur Ry sont données par des formules universelles:
}\k(N, x) est un polyndme a coefficients entiers en les A'x, 1 = i = k, et
les V(N), 1 = = p (cf. loc. cit.). On a, dans R,

NN, N (V) = NEGAZ (V)
et aussi
YN, A (N) = YEOA_ (V).

De fagon générale on notera (N, x) la composante dans R de 'image de
(0, x) € Ry par action de 7 € I
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Si k = 1, désignons par ¢“(N) € R limage de N par I'opération
cannibale ¢* ([2], [20]). On peut définir ¢*(N) a l'aide du principe de
scmdage si R’ est un A-anneau contenant Rou N = L; + ... + L, avec
)\k(L,) = )\k(L )=0,sik = 2, on a, dans R,

14
6 (N) = Hl(l + L+ ...+ LFY,

Supposons que R et R’ sont munis d’une involution qui envoie tout
élément de rang un sur son inverse. On pose alors

6 '(N) = (=D~ '(NV))
et
PN, x) = 9T 08T ().
Enfin on pose
“KNY = @\ N)HIFWN) sik = 1.
LEMME 2.1) Si x € R,
YN, x) = (W (x), k € Z — {0}
i) (N + Ny = 65(V) - (V)
0K (N) = Y0 (N)) - 05(N)
(0" (N)) = kM.

Preuve. i) Quitte A se placer dans la situation universelle, on peut
supposer que R est intégre. Soit R[ [u] ] 'anneau des séries formelles a une
variable sur 'anneau R. On pose

Ax) = 2 Ao
k=0
Y (x) = 2 Vel
AN, x) = 2 AW, )t
k=0

Y, (N, x) = > YR, k.
k=1

D’apres [14], V. Section 7, on a
A_ (N, )b, (N, x) = —uN_ (N, x).

Donc
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BN, x) = —uN_ (N, x)/(A_ (N, N (N))
— —uN_ (A (N) )/ (A (N)A_ (V)
¥, (XA_(N) )/A_{(N).

Dou, sik = 1,
YAV, x) = PO A (V) )AL (V) = 85 (NE(x).
L’opération x — ¢~ (N, x) est une involution car
N YT, x)) =TT @) 87 (v))He (V)
= x0TIV = x

car 8 '(N) est de rang un, donc xp‘l(Gfl(N)) est Vinverse de 8 '(N).
Pour voir que c’est une involution de Ry il suffit de vérifier qu’elle
commute aux opérations z]zk(N, ) k=1

Orona,sik = 1,

I, %)) = T @ W) (V)
=y M @ W))W
et
PN ATV, X)) = YO T ()8 (V)
= TR0 (V) W),

Les éléments s (N))8 Y(N) et x}/‘ @ (N )Bk (N) sont exponentiels
en la variable N. Si N = L est de rang un on trouve

YIOFWN)HTIN) = —(1 + LT+ 4+ LR
et
KONV = —LTRa + L+ .+ L.

On a donc é%alité entre ces deux éléments ce qui prouve que xp"‘(N, 9
commute a Y (N, -) et que 1) est vrai si k < 0.
Enfin, il est clair que ¢~ (N, -) respecte I'addition de Ry, et de plus

YN, xpp) = 7 A (N))BTI(N)
=y W T I (N))HTI(V)

=@ W oW W AW T
A ))e~ 'y

Mais si N = L est de rang un, on trouve
AN A @' = - D)7 - LY=L =1,

donc
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YOI, ) = T O (Y, ).
i1) est facile & vérifier grace au principe de scindage. Notons que
(6" '(n) = (=17 = (=)™

Remarque. D’aprés ( [14], 0, Appendice, Prop 15) si i = 0 I’élément
Y" TN, x) est dans F.R. Sa classe modulo F’y 'R est un polynome en
les variables e(x), A' (x) SN, ANV, ..., N(N). Enfin, si x € FR
on a

YPTUN, x) = (=D)?T T (p + i — Dix € F''R.

4.6. Soient S un schéma régulier ncethérien de dimension de Krull finie,
X et Y deux schémas réguliers de type fini sur S, et j:Y — X une
immersion fermée définie sur S. Soit Z un sous-schéma fermé de Y. Le
morphisme j induit des isomorphismes

JuK(Y) = KA(X)

(qui commute aux isomorphismes K] (Z) ~ K i( Y)etK (Z) =~ KEI(X )).
Le Théoréme de Riemann-Roch sans dénominateurs consiste a étudier
Peffet de j, sur les opérations 7 définies en 4.3. On note p = codimy(Y) la
codimension de Y dans X, N = Ny, y la classe dans K(Y) du fibré normal a
Y dans X et

K (Y) = EQO KZ(Y).

THEOREME 3. Si x € KZ(Y) et v € Ton a

T(Jx(x)) = J4(T(N, x) ).

Preuve. On utilise comme dans [4] et [12] la déformation sur le cone
normal. Soit W le schéma obtenu en éclatant

Ay = X X Ag

le long de Y X {0} (ou AlS désigne la droite affine sur S). On a un
diagramme (commutatif):

J
Al —— W

Y
l l "
Y Al
s
ol j est une immersion fermée. On note j, 'inclusion

Y X {1} > W, =7 1),
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et i, I'inclusion
Y X {t} > A}

D’aprés la propriété d’invariance homotopique de la K-théorie [25], les
morphismes

K Z Al 4

i, K“(Ay) = K°(Y)
sont tous des isomorphismes. Cela montre que si on vérifie ’énoncé pour
Jo il sera vrai pour 'immersion j et donc pour I'immersion j,, t # 0. Mais si
t # 0ona W, = X X {t} et 'immersion j, coincide avec I'immersion ;.
Donc il suffit de montrer le théoréme pour j, c’est-a-dire dans le cas ou

j:Y — X est la section nulle d’un fibré vectoriel f:X — Y.
Sous les hypothéses précédentes notons

K0 = K P00
le morphisme de corestriction associé a f,
JLK(Y) = K¥(X)  (resp. J:K(Y) = K(X))
les morphismes d’image directe associés a j, et
J*K(X) = K(Y)

la corestriction associée a j. On sait que j*j, (1) = A_(N) [14]. 1l en
résulte que

J K (Y)y = K#(X)
est un morphisme d’anneau, car
J+(xpy) = LA ((N)) = f¥(x)j (VA_(N))
= [*(0)/ () Ju(1) = j (X)), ().
Si ’on sait que
A1) = JIAN, 1)
on en déduit, en notant o le produit de [14], 0, App., I.1, que
AUa()) = N1 ) = A (fo(x)) 0 A, (D))
= 5 (x)) 0 JEAUN, 1)) = j,(A(x) 0 A(N, 1))
= J*O\u(N’ X) )’
i.e,, j, est un morphisme de A-anneau. Enfin, si
YU = e W),
on a

YU 0) = ¢TI = v e T GE))
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= fr@ T @))jA0 ) = T8 (N
= @7 @0 I(N)) = j,@T N x)).
On est donc ramené a montrer que 7(j,(1)) = j,(7(N, 1)) quand 7 € 7,
Y = X, et X est 'espace total d’un fibré vectoriel A sur Y, dont j est la
section nulle. Soient alors P = P(A"® 1) ’espace projectif sur Y associé a

N+ l,ete:X — P, p:P — Yeto:Y — P les fleches évidentes. Comme ¢
est une immersion ouverte, si on désigne par

eK)(P) = Ko(P)
le morphisme d’oubli du support et par
o, = €00,:Ky(Y)— Ky(P)
le morphisme d’image directe (sans support) associé a la section o, on a
T(J:(1)) = (g%, (1)) = 9,7(0,(1)) = 9*0,p,em(0,(1))
= JuP5(0,(1)).
11 suffit donc de montrer que
Py1(0,(1)) = 7(N, 1),

Pour cela on remarque que p,7(d,(1)) gst un polyndme universel a
coefficients entiers en les A*(N) et A k(N ), k = 0. Pour calculer ce
polyndme on peut soit supposer que Y est une variété lisse sur un corps de
caractéristique zéro et conclure par [14], 0, Appendice, soit se ramener par
scindage au cas ou A est de rang un. Sij,:K(Y) — K(X) est le morphisme
d’image directe associé a j, et si L = f*(N) € K(X), on a alors

T.(1) = Ju(p,7@x(1))) et j (1) = 1-L,
d’ou
NG(D) = A(1—L) = 1—uL
= N(L, D(I=L) = f*A, (N, 1)) 7,.(1)
=AW, 1)
et de méme

v GL()

1-L ' =L7'0-L)
0~ (L)T(1) = 7,007'V)).

5. Conséquences du théoréme de Riemann-Roch sans dénominateurs.
5.1. Transfert.

PROPOSITION 6. Soit f:X — Y un morphisme fini étale entre schémas
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réguliers, naethériens et de dimensions finies. On suppose que [ se facto-
rise par une immersion fermée dans la droite affine Aly. On a alors, si
x € K, (X)etk € Z — {0},

K (fo(x)) = K (5 (x))
et, si k = 1, I’élément

kY (f()), —kf (K (%))
est dans f,(Fi"'K,,(X)).

Preuve. On procede comme dans [12], Cor. 3.12. Soit

xLpL Ly
une factorisation de f par une immersion fermée de X dans la droite
projective sur Y dont I'image ne rencontre pas celle de la section a
infini

oY = Py
de la projection p. Puisque le fibré normal a j(X) est trivial, on a, d’aprés
le Théoréme 3,

V) = ju@ ) 1)) = ki@ (),
et

Y UL0) =564 x)) = — ki, (K (x)), modulo j, Fy K (X)

(cf. 4.4, Remarque).
Par ailleurs, si on pose X = f,(x), on a ([12], loc. cit.)

La formule de projection montre que
Le fibré normal & j_(Y) est trivial donc
P Uoox(®)) = Palp ¥ D joonkdF (1))
= k() = Kk (f,(0)).
L’élément j, (1) est la classe du fibré canonique sur Ply et
Y (oo (D) = 0 si k> 1[14].
On en déduit que
Y M Uoon®) = ¥ P*E) Joon(1))
= YP*®) — Y PH® )Y UoonD)), et
Pa¥  Uoox()) = = kY ®P4Uoon(1)) = —k¥* ().

La proposition ci-dessus montre en particulier que le morphisme f,
respecte la y-filtration modulo % Elle s’applique par exemple quand X est
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défini sur un corps k et
Y =X @ Speck,
Speck

ou k’ est une extension finie séparable de k.

5.2. Suite spectrale de Gersten-Quillen. Soient X un schéma noethérien
régulier de dimension de Krull finie d = dim(X), X'?) I'ensemble des
points de X de codimension p = 0, k(x) le corps résiduel en x. D. Quillen
montre dans [25] qu’il existe une suite spectrale E29(X) convergeant vers
K_,_,(X) et dont le terme Ef%(X) est nul sip + ¢ > 0 et est donné, pour
p + g = 0, par la formule

B = @ K-, (k(x)).

THEOREME 4. i) Pour toute opération 7 € J il existe une application entre
suites spectrales

EPY(r): EV(X) — EPU(X)
Convergeant vers
K, (X)—>K_,
ii)Six e XP o€ K
4.4

(X).

_p_q(k(x) ) et T € J, on a, avec les notations de
Ef(r(@) = 7(p, a).

iii) Si i = 2 est un entier et m Z i, il existe, modulo %, . ; une suite
spectrale 'EPY(X) telle que

ERI(X) = xe@w K_, (k@)™ " si-m=p+qg=0

et 'ERY(X) = 0 sinon. Elle converge vers K X)) si—p —qg<m

(modulo &, . ;).
iv) On a

Ky(X) = EY%(X) ® Ey ™ '(X) © FiK\(X),
K\(X) = E3”'(X) ® FIK\(X),
et, sim = 2,
K, (X) = FIK,(X).
De plus,
Ky(X) = péo E57P(X) (modulo &)

P9

d
Ky(X) = p@o E5 PN X) (modulo %, 5)

d
Ky(X) = p@o E5 TP THX) (modulo %, ).
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Preuve. 1) D’apres [12], 3.8, la suite spectrale de Quillen est obtenue en
filtrant par le coniveau la cohomologie de X. Si #est un faisceau simplicial
sur X il existe une suite spectrale EP%%) convergeant vers H” " 9(X, F) et
dont le terme EfY%) est donné, sip + ¢ = 0, par

ENF) = @ HTUX, F),
xe X

ou
H "(X,#) = m,(lim RTz, (U, F))
ng
(la limite étant prise sur les ouverts U de X qui contiennent x). Cette suite
spectrale est contravariante en la variable % La suite spectrale de Quillen
s’obtient en prenant

F=17 X BGL™.
Les opérations
mZ X BGL,; = Z X BGL™"

induisent donc, grace au Lemme 1, un endomorphisme de la suite
spectrale E?9(X) qui converge vers Paction de 7 sur K (X).
ii) L’identification de Ef%(Z X BGL™) avec

BN = @ Koy k()

P49

se fait comme suit. Si U est un voisinage assez petit de x, il est régulier
et le fibré normal a X N U dans U est trivial. On a donc des

isomorphismes
lim KX YU) =~ lim K, (x N U) = K, (k(x)).
,\'gU ng

Si U est assez petit 'isomorphisme
XNU -

K, '“(U) ~ K, (x N U)
est induit par 'immersion fermée X N U — U de codimension p et de
fibré normal trivial. Donc cet isomorphisme envoie T(a) sur 7(p, «)
(Théoréeme 2).

iii) D’aprés ii), I'action E,(y*) des opérations d’Adams sur EPY(X)

vérifie

E\W) = ¥ (p, 1) = kY
sur K_,_ (k(x)). Les groupes K,,(k(x)) sont munis de la y-filtration
F. et

+1
va K, (k(x))=20

(Théoréme 1). De plus, si m = 2,
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K, (k(x)) = F} K, (k(x))

(Proposition 1). Si on munit le sous-quotient EP¥(X) de E{%(X) de la fil-
tration induite par F,, on a donc

EPU(X) = FIEPUX) sip + ¢ = —2
et
—p—q+l -
FP O ER(X) = 0.
Si x € FLEPX) I'élément
E()(x) — kP Tx
est dans F;HEfq(X). Donc, pour toute suite d’entiers k;,
P4 _
II EwH -k =0
i=2

sur EPAX)(—p — q = 2). Si EPYX)" est le sous-groupe de EPY(X) ou
toutes les opérations z}»k, k € Z, opérent par multiplication par k', on a

B0 = @ K, k()"

et, par les arguments du Corollaire 1 (2.8), on a

EP(X) = ,«:é,é LB (modulo &, ).
De plus, 'image par la différentielle
d:ER(X) — ELTPTTT ()
d’un élément o € EPY(X)Y) vérifie
E,Wf)d (@) = d(E,W) @) = Kd,(a).
Donc
d(EPUX)D )y ¢ BP0,
Les groupes EP4X)) si —p — q = m, et 0 sinon, définissent ainsi une

suite spectrale E?Y(X) qui est facteur direct de E7%(X) (modulo %_,_ ).
D’aprés la Proposition 5 on a

—p—qt+d
B )
II @ —kh=o
i=2
2 . S
sur FyK_p,q(X) et, modulo V_pﬂﬁd, on a des suites exactes, sii = 2,

0—FPK_,_ () — FPK_,_ (X)) — EX(x)" —o.
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L’aboutissement de EPY(X) est donc égal a K X)si—p —g<m
(modulo &%, ).

iv) Le déterminant fournit une section

Z X BGL™ — Z X BGL,

—P—q

au morphisme de faisceaux simpliciaux
Z X BGL, > Z X BGL"
donné par stabilisation. La suite spectrale de coniveau pour Z X BGL,
vérifie
EPYZ X BGL)) = 0si|p|l + Igl > 1
et
EPYZ X BGL)) ~ EXU(X)
sinon. On a donc des isomorphismes:
Ky(X) = EY'(X) @ Ey™'(X) @ SKy(X),
K(X) = E>7'(X) ® SK\(X),
K, (X) = SK,(X), simZ 2,
ou par définition,
SK,(X) = H ™(X, BSL™).
Mais, d’apres Kratzer ([16] et 2.9 ci-dessus) on a l'identité
y' + yz +...=0
sur SK, (X), d’ou
SK,(X) = FIK, (X).

Par ailleurs, si p + ¢ = 0, —1 ou —2, on sait que \pk opére sur
K_, ,(k(x)) par multiplication par k ”~% Donc E, (%) est la multi-
plication par k™ 7 sur E?%X) (quand —p — ¢ = 2). Sia € E?YX)on a
donc

k=9 (@) = k79 (a)

et donc
w,—1d,(a) = 0

(cf. 2.8). On sait aussi, par ce qui précéde, que
d(a) =0sia € E¥ '(X)etr = 2.

Les seules différentielles éventuellement non nulles de EZ "7 el
vers EP"P(X)(r = 2) vérifient r = p — 1 et W,_, n’est alors divisible que
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par les nombres premiers / tels que / = 2 ou / < p — 1. Donc, modulo
&,—1,ona

ESP(X) = L P(X).

La filtration de SK(X) définie par la suite spectrale de Quillen est triviale
modulo %, pour la méme raison, puisque

FITKy(X) = 0.

Les mémes arguments montrent que les différentielles issues de
EPPT '.(X ) (ou y aboutissant), r = 2, sont nulles modulo %, , 4+1-p) €t
que la filtration de K;(X) est triviale modulo %, ,.

Enfin, soit

a € Kyk(x)) € EPP3X), rz2,x € X,
On a

E,)e) = k¥ %a + a,
avec

E@ o) = k¥ ar.
Donc

KT (@) = E,W)d (@) = kP () + d(@),
d’ou

w,d,(a) € d,(FLPEPTPT(X)).

De plus, si

o € FPUERTPT(X),
on obtient de méme

w,_d (a’) = 0.
Par conséquent

w,_wd, = 0.

On conclut que

d
Ky(X) = p@o E% P 72%(X) (modulo ¥, ,).

Remarques. Si dim(X) = 1 et si X est connexe on trouve ainsi des suites
de localisation, exactes modulo &, |, m = 2,

KO = K, k(X)) = @ Ky i(k(x)) Y
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— K, (X)) — .. = Kyk(X))".

Si Y C X est une immersion fermée on peut obtenir des résultats
analogues au Théoréme 4 pour la suite spectrale E?$(X) convergeant

vers sz,q(X) dont le terme Ef% (X) est égal, sip + ¢ = 0, a

EP(X) = xe@}(“’) K_,  (k(x)).

xeY

(cf. aussi plus bas, Section 8, Théoréme 8).

Le résultat de dégénérescence iv) de la suite spectrale de Quillen sur les
trois premieéres lignes a été prouvé différement par Schechtman [28] quand
X est une variété quasi-projective et lisse sur un corps.

Le lien entre iv) et la Proposition 2 i) de 3.2 pourrait étre que, si 4 est un
anneau régulier de dimension d,

EST4 = MS (4).

6. Cycles algébriques.

6.1. Groupes de Chow. Soient X un schéma régulier de type fini sur un
corps, et d = dim(X) sa dimension. Si i/ est un entier, 0 = i = d, on
désigne par CH'(X) le groupe de Chow de X de codimension i, ¢’est-a-dire
le groupe des cycles algébriques de codimension i sur X modulo
I’équivalence linéaire (engendrée par les diviseurs des fonctions ration-
nelles non nulles sur les sous-schémas fermés irréductibles de codimension
i — 1 dans X). Si x est un point de X on note i, I'inclusion Spec k(x) — X,
eti K, (k(x)) (resp. ix*K%(k(x) )) le faisceau sur X (pour la topologie
de Zariski) a support x et de fibre K, (k(x)) (resp. la K-théorie de
Milnor K%(k(x) )). On note aussi K, (resp. K(,i,), resp. K%) le faisceau
associé au préfaisceau

UK, (T(U, 0y))
(resp. K,,(T(U, 0x)), resp. KM(I(U, 0y))).
THEOREME 5. i) Pour tout entier i = 0 on a une suite exacte de faisceaux
abéliens, modulo &,

0 =K, = @ i K, k() = @ i Ky (k(x) Y

xe

D, icsKp—aok(x)) TP —

xex®
it) On a
K (k(x))® = KM(k(x)) (modulo %)

et, si le corps de base est infini,
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K = KM (modulo &)
iii) E5(X)" = H(X, K©, ) (modulo %)
CH'(X) = H'(X, K\") (modulo ).

Preuve. 1) Quillen [24] montre que le complexe de faisceaux abéliens
associé au terme E, de la suite spectrale de coniveau (en topologie de
Zariski) fournit une résolution

0=K, = @ K, (k(x) = @ oK, (kx)= ...

D’aprés le Théoréme 4, si 7 € Z, on a un morphisme de complexes:

0K, = @ 0K, (k)= @ 1K, k(x) = .

xe

T T (1, )

0—-K,— ®(0) K (k(x)) = xg“’ iK1 k(x))— ...

L’énoncé i) en résulte, par les mémes arguments que dans le Théoréme 4,
iif).
i1) L’égalité
K (k(x))" = KM(k(x)) (modulo %)
est le Théoreme 2. De méme, si le corps de base est infini, le morphisme
KM — K"

est un isomorphisme (modulo %), car, par le Théoréme 2, pour tout point
x de X, le morphisme

KM (0y,) = K0y )"

est un isomorphisme (modulo &%).
iii) Par le Corollaire 1, on sait que

—a k"
= ’E:Bt:) K", (modulo &_)),

et
E(X) = .@) ESX)”  (modulo &_ ).
Par ailleurs, Quillen a montré 1’égalité
CH'(X) = E57'(X)

et on sait (cf. Théoréme 4) que
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EyT'(X) = By ()",
Remarque. L’idée que I’action des opérations d’Adams implique
CH(X)®Q = H(X,K")®Q
m’a été signalée par Gillet.
6.2. A-Structure de la K-théorie dans le cas singulier. Soit S un schéma

régulier noethérien de dimension de Krull finie. On note ¥5 la catégorie
des schémas quasi-projectifs sur S (éventuellement singuliers).

PROPOSITION 7. Pour tout schéma X de ¥g, tout entier m = 0 et tout
élément 1 € I, on peut définir une action de t sur K, (X) et une structure de
Ky(X)—A-algébre augmentée, a involution, et nilpotente sur K, (X), qui est
compatible aux morphismes f* induits par les morphismes de ¥5.

Preuve. D’apres [11], 3.2, Lemme, pour toute suite exacte
0—>F—>E—>FE —0

de fibrés sur X, il existe un plongement i: X — M de X dans un schéma de
¥ lisse sur S et une suite exacte

0—>F —>F—>F —0
sur M telle que la suite exacte initiale soit isomorphe a
0—i*F — i*F — i*F — 0.

De plus si E et F sont deux fibrés sur un schéma M de 75 lisse sur S et si
f:X — M est un morphisme de ¥§ tel que f*E ~ f*F, il existe une
factorisation f = go f', f: X = M’, g:M’ — M, telle que M’ est lisse sur S
et g*F ~ g*F sur M’. Il en résulte que la catégorie QP (X) associée par
Quillen a la catégorie exacte des fibrés sur X [25] peut s’écrire

OP(X) = lim QP(M)
€

ou % est la catégorie de tous les morphismes X — M de ¥, ou M est un
schéma lisse sur S. Par conséquent

K, (X) = lim K,,(M)
€

et Paction de 7 (resp. la A-structure) sur la K-théorie des schémas réguliers
M (cf. 4.3) s’étend a celle de X. Comme chacun des schémas M est de
dimension finie, on sait (5.2) que la y-filtration de la K-théorie de M est
finie. Il en résulte que pour tout élément x de K,,(X) il existe un entier N,
tel que

Yix — e(x))...¥x — e(x)) =0 sii; +...+ i, = N,.
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C’est la définition de A-structure “nilpotente” donnée par Kratzer ( [16],
p. 247).

Remargque. Je ne sais pas si la y-filtration de K,,,(X) est finie.

6.3. Cycles relatifs. Soient F un corps et X une variété affine réguliére de
dimension d sur F. Landsburg introduit dans [18] une suite spectrale
LEPY(X) qui converge vers K (X) et telle que

LEPY(X) = 0

N

sig>0,p + g > 0oubien p > d. Le groupe
CH'(X, m) = LEY ™ 7'(X)

est un groupe de “cycles relatifs”, généralisant les groupes de Chow
usuels.

THEOREME 6. 1) Si F est de caractéristique non nulle, la suite spectrale de
Landsburg dégénére en E, (modulo &) et 'on a

K, (X)) = CH'(X, m) (modulo &).
il) Dans tous les cas, la filtration définie par la suite spectrale de
Landsburg sur la K-théorie de X est la y-filtration (modulo torsion).
Preuve. 1) D’apres [18], 5.2, le groupe CH'(X, m) est un quotient
CH'(X, m) = Z'(X, m)/{éléments rationnels},

ol Z'(X, m) est un sous-groupe de Z'( V), le groupe des cycles de codi-
mension i sur Pespace affine A’y de dimension m sur X.

Si F est de caractéristique / # 0, notons ®: X — X I’endomorphisme de
Frobenius (qui agit par 'identité sur I’espace topologique sous-jacent a X
et sur le faisceau structural @y par élévation a la puissance /). Comme @
est un morphisme plat on vérifie que ® induit un endomorphisme E, (®) de
la suite spectrale LE?9(X) qui converge vers le morphisme d’image inverse
en K-théorie

K, (X) = K_,_(X).

De plus I'action de E,(®) sur LEE_'"”'(X) = CH'(X, m) coincide avec
celle induite par le morphisme d’image inverse

o*:Z'(AY) — Z'(AD).

Or Paction de ®* sur Z'(A%}) est la multiplication par /. En effet, si
Y C AY est une sous-variété irréductible de codimension i et [Y] sa classe
dans Z'(A%), il est clair que ®*([Y]) est un multiple de [Y]. Or si

®,:Z'(A%) — Z'(AD)

est le morphisme d’image directe associée au morphisme fini @ on a (cf.

https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x

530 CHRISTOPHE SOULE

[11]) en désignant par F(Y) le corps des fonctions de Y,
O,([Y]) = (F(Y):F(Y))[Y] = 1" v],

et
*@,([Y]) = @ (D[Y] = (Y]

Donc ®*([Y]) = /'Y].
Si r = 2, I'action de E,(®) sur LE?Y(X) est donc la multiplication par
/9. Les différentielles d,, r = 2, sont donc nulles (modulo %) et

LER(X) = LEP4(X) (modulo &).

La filtration (finie) de K, (X) définie par la suite spectrale de
Landsburg est telle que ®* opere sur les quotients successifs par des
valeurs propres distinctes, donc

K,(X) = @ LE?Y(X) (modulo #).
ptg=-—m
Notons que laction de ®* sur K,,(X) coincide avec celle de I'opération
d’Adams ¢/ (cf. le Section 8 ci- dessous) d’ou I’égalité
E2(X) = K_,_ (X)'"% (modulo &),

ce qui prouve ii) dans ce cas.
11) Posons, si X = Spec R et pour tout entier m = 0,

= Spec(R[t), -y tyy 411/ (thy) — H @ =),

D’aprés Landsburg ([18], 10.4 et 10.11) Paboutissement de la suite
spectrale LE?9(X) est égal a Ky(X P~ 9)/Ky(X), muni de la filtration
FIKy(X P~/ F 1Ky X),
ou F' est la filtration définie comme suit. Si M est une variété lisse sur F
on note F'Ky(M) le sous-groupe de Ky(M) engendré par les 0, -faisceaux

cohérents dont le support est de codimension supérieure ou égale a i. Si X
est un schéma quasi-projectif sur F quelconque, on sait (6.2) que

Ky(X) = lim Ky(M),
g

ou %est la catégorie des morphismes X — M de X dans une variété lisse M
sur F. On pose alors

F'Ky(X) = lim F'Ky(M).
¢

Mais, d’aprés 6.2, on a
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F Ky(X) = lim F'Ky(M),
%
et d’aprés [14] (ou 5.2) on a
F iKO(M )=F ;KO(M ) (modulo torsion),
donc on a toujours
F iKO(X )=F ;KO(X ) (modulo torsion).

L’identification que donne Landsburg de Ky(X 7~ 9)/K,(X) avec
K_,_(X)commute a I’action de J. En effet, cette identification se fait en
introduisant la K-théorie de Karoubi-Villamayor (cf. 3.2). On a

K(X P79 = KVy(X P79

et comme X est un schéma affine régulier, KV, (X) = K, (X).

On a vu en 3.2 comment définir sur KV, une action de J qui est
compatible aux isomorphismes ci-dessus.

Par ailleurs la suite spectrale de Dayton-Weibel [10] associée au
recouvrement de X™ par ses composantes dégénére et donne un
isomorphisme

Ky(X™)/Ky(X) = KV,,(X)

([18], 10.2).

Pour voir que cet isomorphisme commute a I’action de 7 il suffit de voir
que J agit sur la suite spectrale de Dayton-Weibel. Or, par construction
[10], celle-ci provient de suites exactes associées a des GL-filtrations

R — R/I
de noyau un idéal I:
.— KV,,(I) = KV, (R) = KV, (R/I) = KV, _I)— ...
Ces suites exactes proviennent quant a elles de fibrations de H-espaces:
BGL(AI) — BGL(AR) — BGL(A(R/I))

(cf. [36], Theorem 3.2). Il est clair que J opere sur une telle fibration, d’ou
une action de Jsur la suite spectrale de Dayton-Weibel (comptabile & son
action en K-théorie de Karoubi-Villamayor). On en déduit que la
y-filtration sur Ky(X™)/Ky(X) coincide, par I'isomorphisme ci-dessus,
avec celle K, (X). D’apres le paragraphe précédent, cela montre que la
suite spectrale LE7%(X) converge vers F, ?K_,_ (X) (modulo torsion).

6.4 Les propriétés de la y-filtration pourraient peut-étre s’obtenir a
laide de la suite spectrale de Landsburg. C’est ainsi que la conjecture du
paragraphe 2.9 serait conséquence de
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CONJECTURE. Si m > 2i, on a CHi(X, m) = 0. Autrement dit,
LESAX) = 0sip < q.
Ceci se voit aisément si ¢ = 0.
11 serait également intéressant de définir une action de 7 sur LEPY(X),
ce qui permettrait d’étendre le Théoréme 6, i) au cas ou char(F) = 0.

7. Théoréme de Riemann-Roch avec démoninateurs.

7.1. Soient S un schéma régulier noethérien irréeductible de dimension de
Krull finie, et 7§ la catégorie des schémas quasi-projectifs sur S.

Si X — M est une immersion fermée d’un schéma X de ¥§ dans un
schéma M lisse sur S, on note

ch:K, (X) — 1@0 GriK,,(X) ® Q

(resp.
ch:K¥(M) — ) GriK (M) ® Q)

le morphisme

ch = @ ch,
i=0
ouchy = €, et, sii > 0, ch,(x) est Zclasse de ’élément
1 i
SN = €)Y = ),

et N; le i-éme polyndme de Newton. On sait (c’est un fait général sur
A-anneaux [14]) que ch est un morphisme d’anneaux qui commute a
laction de . De plus

ch ® 1:K, (X) ® Q — @0 GriK,(X) ® Q
est un isomorphisme (idem pour la K-théorie a support). Notons aussi
que

ch(xy) = ch(x)ch(y)

(ch commute au produit en K-théorie supérieure) et que ch commute aux
morphismes d’image inverse.
Si M est une variété de 75 lisse sur S, on notera

Td(M) = Todd(%,) € @ GriKy(M) ® Q

la classe de Todd du fibré tangent T, (relatif & S). On note par ailleurs
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0 (M) = 6(—T,,) € Ky(M) ® Z[1/k],

k # 0, 'image par 'opération cannibale, définie en 4.4, de 'opposé du
fibré cotangent TM (Popération 0" s'¢tend en une opération exponen-
tielle

0" Ko(M) — Ky(M) ® Z[1/k]).
7.2 THEOREME 7. Pour tout schéma X de ¥5 il existe des opérations
¢/‘:K;,,(X) ® Z[1/k] — K (X) ® Z[1/k], k € Z —{0},
une filtration croissante finie FK,(X) ® Q,j € Z, et un isomorphisme
oK (X)®Q—->@ GriK,(X) ® Q
7
(ou Gr; = F;/F;,,) tels que
NPVl i —j kol Lk
1) ¢ (F}.) C Fj, ¢ agit sur Grjpar multiplication par k 7, ¢" o ¢ = ¢,

¢" commute a o.
ii) Si f est un morphisme projectif de ¥ on a

¢, = 10" [u(F) C F, of, = f,0.
iil) Si f est une immersion ouverte de ¥5 on a
$'f* = [*¢", [*(F)) € F, of * = [*o.
iv) Le cap-produit
K (X) X Ky (X) = Ky (X
vérifie
¢ 0 B) = ¢" (@) N Y (B). & € K(X) @ Z[1/k]. B € K,(X),
(FK,(X)® Q) N (FK,(X)® Q) C F_K, . (X)®Q,
et
o(a N B) = o(a) N ch(B), a € K (X)®Q, B € K,(X).
v) Si X et Y sont des schémas de ¥ le produit externe
BLK,(X) X K(Y) = Kjy i (X X Y)
vérifie
‘(@B B) = ¢" (@B ¢“(B). FREF, C F )
et
o(a ® B) = o(a) X o(B).

vi) Si X est un schéma de ¥ qui est lisse et équidimensionnel, si X — S est
surjectif, et si d est la dimension de Krull de X, isomorphisme
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1K(X) = K, (X)
vérifie
(¢ (x)) = ¥ (x) - (),
(EK,(X) ® Q) = Fy K, (X) ® Q,
et
n(x) = ch(x) - Td(X).
L’existence des opérations ¢" m’a été signalé par Gillet (lettre, 1982).

Preuve du Théoréme 7. 1) Soient X € Ob(¥5) et f:X — M une immersion
fermée de ¥¢, ol M est lisse et équidimensionnel, et M — S est surjectif.
D’aprés [25] on a un isomorphisme

[ (X) = Ko(M).
On pose alors, si d = dim (M) est la dimension de Krull de M,
F)'K,(X) ® Q =/, (F{/K)(M) ® Q),
KOk (@) = I WA (fux)) - 85 (M) (@ € K, (X) ® Z[1/k)).
et
oM@ = f, '(ch(f,(x))Td(M)) (a € K (X) ® Q).

On va voir que ces définitions ne dépendent pas du choix de 'immersion
fermée X — M.
2) 11 est clair que

ou(F) = F!
et que ¢§4 agit sur Gr_IM par multiplication par k. En effet
(O (M) = k4 + dimS)

(cf. 4.4). Donc 6* (M) est inversible dans Ky(M) @ Q et, puisque 4/" est un
automorphisme de Ky(M) ® Q, cela implique

ow(F)hy = F.

L’action de ‘15/;4 sur GrJM est la multiplication par k¥ /k™¢ = k.
Par ailleurs, on a

dhy 0 Shy = iy
En effet
(@4 0 Sh)(x) = kW () (—Thy))
= W o ¥)x) WO (—Thy)) - 65 (=T
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= Yos—T1,,)

(cf. 1.5 et 4.4).
Notons aussi que si X > M et Y — M’ sont deux immersions fermées
comme ci-dessus on a

TdM X M) = TdM) & Td(M")
0*(M X M) = ¢"(M) R 6" (M), Y* (@ B B) = ¢*() B " (B),
et ch(a ® B) = ch(a) K ch(B), donc

Shxar(@ B B) = dhd@) BY3(B), FBF) < FM,
et
M Ma®B) = oM(a) B o™ (B).
3) Soient
PESVESY.

deux immersions fermées de ¥5, le schéma M (resp. M’) étant lisse et
équidimensionnel de dimension d (resp. d’) sur S. Appelons N le fibré
normal & M dans M’. Le théoréme de Riemann-Roch sans dénominateur
(4.5) montre que I'isomorphisme

g K(M) = KX(M)
vérifie
g (I (N)) = ¥ (g,(a)).
On en déduit, puisque e(ﬂk (N)) = k44, que
g (FyK (M) ® Q) = Fi" " K;(M") ® Q).
On a aussi
g4(ch(a) - TAN) ") = ch(g,(@)).
Comme N = g*T,, — T}, on voit que
05 (N) = 6 (M)g(@* (M)
et
TdWN) ! = Td(M)g*(Td(M") ).
La formule de projection montre donc que
2. ()8 (M) = ¥ (g,() 0“ (M), si « € K, (M) ® Z{1/k],
et que

g, (ch(a)Td(M) ) = ch(g,(a) )TA(M’), si « € KX(M) ® Q.
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Par conséquent, puisque (g o f), = g, of,.ona

M Mk k M M
Fj =Fj , Oy = Gy eto =0 .

4) Soient

v x & u

deux immersions fermées de ¥g, ou M est lisse et équidimensionnel
sur S.
Le morphisme

foKn(M) = K} (M)
vérifie:
JAEK, (M) ® Q) = (Fy(K,(M)) N [,(K,(M))) ® Q.
foov =yfof, etf,och =chof,.
En effet f, consiste & restreindre le support:
foHy™(M,Z X BGL") > H,™(M, Z X BGL™),

donc I'action de tout élément 7 € Jcommute 4 f,. Donc ch commute 4 f,,
et 'examen des valeurs propres des opérations d’Adams montre que

[{(F,® Q) = (F}, n Im(f,)) ® Q.
On en déduit que
fFVEL(Y) ® Q) ¢ FIK,(X)® Q,

f*o¢ll<\’l = ¢I1i,[0f*, et f*ooM = oMof*.

5) Soient f:X — M une immersion fermée de 75, ou M est lisse et
équidimensionel sur S, P’y (resp. P, I'espace projectif de dimension r
sur X (resp. M), et

(P, Py) = (M, X)
la projection canonique. On va voir que,

7 (FTVK,(Ph) ® Q) = FMK,(X)®Q, j € Z
P) M

w*o¢ll§7w=¢§407r*,et7r*oa’”=o o T,.

Soit en effet £ = [0(—1)] € Ky(P%) la classe de I'inverse du fibré stan-
dard sur I’espace projectif P§. Le produit externe

KX(M) X Ko(Pg) = KFX(P})
fait de KZS‘(P;,,) un module libre de base 1, &, ..., ¢ sur Ké{(M) [12], et
(é — 1)r+l — 0'
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Pour vérifier que

k k
Ty O $p, = dp 0 T,

il suffit donc de le vérifier sur un produit af”, 0 = m = r,

a € KyM) ® Z[1/k].
D’aprés la formule de projection on a

Pl (ad™)) = dhlam,(E"))

= Y (@ ()8 M), et

7 O (@) = 7 W @V (7, (™) )0 (P ).
Mais

6" (Py) = 0“(PRI* (M)
(d’aprés le Lemme 2 ii) ). Donc

7 (9 (a€7)) = V() (M), (W (€0" (P)).
On voit donc qu’il suffit de vérifier

P (€)= 7 (W EHPY)).
Comme

Ty =+ D= L,
on voit que cette vérification (qui a lieu dans K;)) ne dépend pas du choix
de la base S, qu’on peut supposer étre le spectre d’un corps F. On utilise le
Théoréme de Riemann-Roch prouvé par Grothendieck pour le morphisme
de définition

a:P" — Spec F.
On sait ( [14], [20] ) que le morphisme

o:Ky(P) ® Q — ,@o GriKy(P) ® Q

donné par o(a) = ch(a) - Td(P") est un isomorphisme vérifiant
com, = T, 00,

ou 7, est le morphisme nul sur Gr;KO(P’ ) ® Q, i # r, et 'identité sur
GriKy(P') ® Q = Q = GriKy(F) ® Q.

On a
Chox}zk = z,bkoch, et

k r k
Yom, = km, o’

https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x

538 CHRISTOPHE SOULE

Si donc a € Ky(P") ® Q on trouve
ch@ (m,(@))) = ¥ (ch(my(@))) = ¥ (7 (ch@Td(P) "))
= K, (ch(a)) ¢ (Td(P") "))
= ch o 7, (Y (a)k’ch '@ (Td(P") ") )eh(Td(P) ).
D’aprés [20], Lemme 18.4, on a
K'ch™'*(Td(P") ") )eh(Td(P")) ™' = 65(P").
D’ou, puisque ch est un isomorphisme et que K(F) est intégre,
P (me) = 7,00 (@0 (P)) sia € KyP") ® Z[1/k]
et
Ty O ¢If>;4= $h 0 Ty
Comme 7, est surjectif, cela implique
7 (FFMK;,(P}) © Q) = F)'K,,(X) ® Q.
Enfin, on voit que
'ﬂ'* OOP;’[ = OMOW*

en se ramenant comme précédemment au théoréme de Riemann-Roch di
a Grothendieck.
6) Si

x5mEw

sont des morphismes de ¥ tels que f et g o f'sont des immersions fermées
et g une immersion ouverte, et si M et M’ sont lisses et équidimensionnels
sur S, on a

<;bl,{,, = ¢l,{,,/, FIM = FJM' et o™ = oM.

En effet M et M’ ont méme dimension, le morphisme d’image inverse
SHK (M) = Ko (M)

est un isomorphisme,
M) = 65(M), et fHTAM')) = Td(M).

7) Soient X — M et X — M’ deux immersions fermées de ¥5, ou M et M’
sont lisses et équidimensionnels sur S. On va voir que

k k M M M M
¢M=¢M"Fj =Fj eto = o .

Puisque M et M’ sont quasi-projectifs, i.e., fermés dans un ouvert d’un
espace projectif, on peut, d’aprés 3), supposer que M et M’ sont des
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ouverts non vides d’espaces projectifs P et P§. Le diagramme
X>MXM—> M- P
vérifie alors les hypothéses de 6), et donc
k k MXM MXP" MXM MXP'
Sy = Pyxps Fj =F;"" eto =0
Il suffit donc, par symétrie, de vérifier que
b = b Fr= F} et o= o™,

Soit i:X — P la section nulle et # = P’y — X la projection canonique.
Comme =i, = (idy),, on déduit de 4) et 5) que

k .k k . k
P, = Tuls®Pp, = PMTxix = Opr>
d’ou, d’aprés 2), I’égalité
Py, oM
FiM= F;.
De méme on a
Py

M

Py . oM
o —77*1*0 =0 7T*l*—0' .

8) Si f:X — Y est un morphisme projectif de ¥g, f, respecte o, Feto,
car f admet une factorisation

4
X—— P

f 7

Y

ou g est une immersion fermée. On peut donc appliquer 4) a g, et 5)
am,.

9) Si f:U — X est une immersion ouverte et X — M une immersion
fermée de ¥¢, avec M lisse et équidimensionnel sur S, soit M° un ouvert de
M tel que U = M° N X. Du diagramme commutatif

v—— M°

f /

X—M
on déduit
SR (M)) = 6" (M),
SHTd(M)) = Td(M°),
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et
[* ol = ¢hoof,
fod = oMoof*,

d’ou iii). (N.B. On peut supposer que M — S et M’ — S sont
surjectifs.)

10) Pour vérifier iv) soient
a € K (X)®Z[1/k] et B € K, (X).

On sait (cf. 6.2) qu’il existe une immersion fermée f: X — M de X dans un
schéma lisse de 75 et un élément B e K, (M) tel que f*(B) = B. Quitte a
remplacer certaines des composantes de M par un espace affine sur ces
composantes, on peut supposer que M est équidimensionnel de dimension
d. L’isomorphisme

f m+n(X ) n(M )
vérifie f,(a N B) = f*(a)ﬁ. Par conséquent

[0 @ 0 B)) = ¥ (fya 0 B))F(M)
= V() W B (M) = f,(¢" (@ W' B)
= [ (@) 0 ¥ (B)).
Sia € FK)(X)®Qetp € F,K,(M)ona
fue) € F{ /KN M) ® Q
et par conséquent
fula 0 B) = f(@B € FI7VK) L (M) ®Q,
1.€.,
an BeF_K,.(X)®Q.
Le méme argument montre que
o(a N B) = o(a) N ch(B).

11) La propriété v) a été vérifiée en 2) et iv) s’obtient en prenant
M= X

7.4 Si X est un objet de #5 on pose
Hn(X’J) = Grj ;1—2j(X) ® Q’ n’j € Z

D’aprés 7.2 c’est un foncteur covariant pour les morphismes projectifs de
Y5, et contravariant pour les immersions ouvertes. Appelons X )
I'ensemble des points de X de dimension p. Si x € X, on pose
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H,(x,j) = Grh /K, o (k(x)) ® Q.

THEOREME 8.1) Ona H,(X,j) = 0sin < 2,j > dim X ouj < —n.
i) Si i:Y — X est une immersion fermée de Vg et xX — Y — X
limmersion ouverte complémentaire, on a une longue suite exacte
naturelle:
a*

N ) ) )
S H (Y, ) S HX, ) > H((X — Y, j)>H,_(Y,j)—...

i) Si a: X’ — X est un morphisme étale de Vs, il existe un morphisme
naturel
a*:H (X, j)— H,/(X,)),
qui fait de H, une “théorie d’homologie tordue” au sens de [6), définition
1.2

iv) Il existe une suite spectrale E;q(X )(J) convergeant vers H,, X 1),
covariante pour les morphismes projectifs, convergeant vers la filtration du
niveau (cf. ci-dessus) et telle que

E, (X)) = D Hyiir )

xe »)
V) On a
Hy(X, j) = CH(X) ® Q,
ou CH(X) est le groupe d’homologie de Chow de dimension j défini par
Fulton [11] (et noté A;(X)).

Preuve. ii) Soit X — M une immersion fermée de ¥g, ou M est un schéma
lisse et équidimensionnel sur S. La suite exacte de K’'-théorie
() KBRS KX - V) =K, () >
est isomorphe a la suite exacte de cohomologie a support:
. > Hy™(M,Z X BGL") = H,"(M,Z X BGL™)
—> Hy",(M — Y,Z X BGLY) > Hy;" (M, Z X BGL") — ...

sur laquelle agissent les opérations d’Adams x,bk. Il en résulte que les
opérations ok respectent la suite exacte (*) (tensorisée avec Q), et qu'on a
une longue suite exacte
b N . .
S H(Y, ) S HX ) > H(X — Y, )= H, (Y,))—...
La méme méthode montre que si f/:X’ — X est un morphisme projectif de
¥5, Z' — X’ une immersion fermée, Z = f(Z’), et si

aX —f Y 2z2y-x -7
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désigne l'inclusion évidente, on a un diagramme commutatif
O H(Z )X )2 H (X = 2L )2 H (2 )7

A L1 J fa V.
.~ H(Zj)—>H,X.j)> HX — Z,j) > H, (Z,j)—...
iii) La définition qui suit de a* pour un morphisme étale m’a été fournie
par H. Gillet.
On note d’abord que si

fX—=Y
est une immersion réguliére fermée, et si d est la dimension relative de X
dans Y, on a un morphisme naturel

f*:Hn(Y’j) - Hn+2a'(X*j + d)
En effet, il est clair que H, (-, j) possede la propriété d’invariance par
homotopie. Cela permet, par déformation au cone normal (cf. 4.5, preuve
du Théoreme 3), de supposer que Y est 'espace total d’un fibré vectoriel
sur X, et que f:X — Y est la section nulle de ce fibré. Un tel fibré sur X
provient d’un objet lisse et équidimensionnel M de ¥¢[11], et 'on a donc

un diagramme cartasien

X—I>M

/ J
l”
Y« N
ou i et i’ sont des immersions fermées, M et N sont lisses et
¢quidimensionnels sur S, fet f” sont les sections nulles d’un fibré vectoriel.

On a donc un morphisme
f5Kp (M) = K(N)

1
qui respecte la A-structure. Puisque
dim(N) — j = dim(M) — j — d,
on obtient
S¥H (Y, )) > H, >, (X, ] + d).
On vérifie que f* ne dépend pas du choix de la variété M d’ou provient le
fibré sur X (cf. 6.2).
Si maintenant a: X’ — X est un morphisme étale quasi-projectif, il existe
une factorisation
i
X—> Py

NI

X
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ol i est une immersion réguliére localement fermée et p:P’y — X I'espace
projectif de rang r sur X. Si X — M est une immersion fermée de X dans
un schéma lisse équidimensionnel de 75, le diagramme

Py——P)y

p

X—M
permet de définir
PHKo(M) = KoX(P))
et donc
p*:Hn(X’ J) - Hn—2r(P'/‘Y’j - r)'
L’inclusion
7 l r
se factorise par une immersion fermée réguliere X” — U de dimension

relative r et une immersion ouverte. D’aprés 7.2 et ce qui précéde, on
dispose donc de morphismes d’image inverse

H, 5 (Px.j —r) = H, 5(U.j — r) = H,(X.)).
On vérifie que le morphisme composé
a*:H (X, j) = H,(X,))
ainsi défini ne dépend pas du choix de la factorisation
X - U—Py— X
Compte tenu de ii), pour vérifier que H, est une théorie d’homologie
tordue au sens de [6], il reste a voir que si

B
X— 53X
g f
o

Y— Y
est un diagramme cartésien, ol a et B (resp. f et g) sont des morphismes
étales quasi-projectifs (resp. des morphismes projectifs) de ¥, le

diagramme
B*
H,(X, j)y«—H,(X, j)
8+ ;
a*

H,(Y', jye——H,(Y, j)
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commute. Pour ce faire, on choisit une décomposition de a« comme produit
d’une immersion fermée réguliere Y’ — V, d’'une immersion ouverte
V — P% , et de la projection P}, — Y. Le morphisme B est alors le
composé de 'immersion fermée réguliere X — U, de 'immersion ouverte
U — P, et de la projection Py — X, ou

Py =Py X XetU =f'\.

Ceci permet de se ramener au cas ou a est une des trois applications
Y = V,V— Py, ouPy— Y. Dans les deux derniers cas, en décompo-
sant X — Y en produit d’'une immersion fermée X — P et d’une projec-
tion Py — Y, on vérifie que

g*a* = B*f*

Si a est une immersion fermée réguliére, par déformation au cone normal
on peut supposer que « (resp. B) est la section nulle d’un fibré E (resp.
g*E) sur Y (resp. X'). De plus g s’écrit comme produit d’'une immersion
fermée X' — Py, et de la projection P}, — Y. Soit ¥" — N une immer-
sion fermée de Y’ dans un schéma lisse et équidimensionnel N de 75, tel
que E provienne d’un fibré F sur N. Si g est la projection Py, — Y/, le

diagramme
s a *
y———>8& E\
g \ P, h*F
Y B E
\ h \

Ne—— JF

montre que g a* = B*f,.
Si g: X’ — Y’ est une immersion fermée, le diagramme

«
X'———g*F

) B

Y—E

v
N——>F
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montre aussi que g, a* = B*f,, grice aux isomorphismes
K (X) =~ Ky (M) et K,(Y)=~K(N).

iv) Si X — M est une immersion fermée de ¥g, avec M lisse et
équidimensionnel sur S, on a vu en 5.2 quil existe une suite spectrale

EP4(M) convergeant vers K~ (M) et telle que

ERY.(M) = e%”” HP "M, Z X BGL™).
“xe|x|

Cette suite spectrale se décompose selon les valeurs propres des opérations
d’Adams (une fois tensorisée avec Q). On sait que si d est la dimension de
Krull de M, on a

x| 0 MP = X,_,
(|X| désigne l’ensemble des points de X). Le sous-espace de E/% (M) ou
les opérations E l(¢ ") agissent par multiplication par k' s’écrit

ER(MYi) = © GriK*, (M)®Q

P4
XEXy—p)

- O lim Gr K‘I,}Uq(U) ®Q
XEXy—p) erCM

- @ G, (k(x)®Q,

XEXd—p)
d’aprés le Théoréme 4. Par ailleurs, on a

GrikX, (M)®Q =~ Gr,_K_,_ (X)® Q.

On obtient donc le résultat cherché en posant
E, (X)()) = Ex™ M3y d = ).

La suite spectrale ainsi définie ne dépend pas du choix de I'immersion
fermée X — M. La filtration d’aboutissement est bien la filtration par la
dimension du support (ou niveau), car EL}(M) aboutit a la filtration du
coniveau.

1) Le résultat précédent et le Théoreme 1 montrent que E;q(X )(J) est
nul amoinsque —2j =p + q,j = p = dim(X),etp —j=p + g — 2j,
doncj =p + g

iv)Sip + g < 2j,ona

1 .
E) (X)(j) = 0,
etsip + g=2,ona
B GrKk(x)®Q= D Qsip=
)

E (X)) = |*€%0) .
0 sinon
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Sip + g =2/ + 1, on trouve
D Grk(k(x))®Q = D kx)reQ

1 . XEXn B
Ep X)) = sip=j+1
0 sinon

Donc
J
Hy(X, j) = Coker(E},, (X)(j) = E} (X)())).
D’aprés Quillen [25], 1a fléche d' associe 4 une fonction rationnelle non
nulle sur une sous-variété irréductible de dimension i + 1 son diviseur au
sens de [11]. Donc

Hy(X, j) =~ CH(X) ® Q.

7.5 81 Y C X est une immersion fermée de 75 et si X est lisse sur S,
posons

HY(X. i) = Grl Ky, (X) ® Q.

THEOREME 9. Les groupes Hy (X, i) et H, (X, j) vérifient tous les axiomes
d’une “théorie a dualité de Poincaré avec supports” au sens de [6), définition
1.3, si ce n’est que les groupes H (X, i) ne sont définis que quand X est lisse
sur S.

Preuve. Les propriétés 1.1 de loc. cit. de la théorie cohomologique
H%(X, i) sont claires, et les propriétés 1.2 de la théorie homologique
H, (X, j) ont été montrées dans le Théoreme 8. Il reste a vérifier les
propriétés 1.3.

Si Y — X est une immersion fermée, si X est equidimensionelle sur S, et
si X — S est surjectif, le produit

Gry™ MK, (X) ® GriKy_ (X) = Gry™ 0T K]

n—2j

,_j+n*p(X)
définit un cap-produit
N:H,(X,j) ® HY(X, i) = H, (X,] — i).

Le cas o X — S n’est pas surjectif se traite pareillement.
Etant donné un diagramme cartésien

Y——X
B «
Yy—X

ou les fleches horizontales (resp. verticales) sont des immersions fermées
(resp. des morphismes étales) de 75, on a, si
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a e HY(X,i)etz € H (X, )),
a*(a) N a*(z) = p*(a N z).
Utilisant la méme décomposition de a que dans la preuve de Théoréme
8, on peut remplacer a par une immersion réguliére fermée, une immersion
ouverte, ou une projection P}, — Y. La formule ci-dessus est alors claire
(cf. Théoréeme 7, iv) ).
La formule de projection pour le cap-produit ( [6], 1.3.3) résulte de la

formule de projection en K-théorie [25].
Si X est irréductible de dimension d, on définit la classe fondamentale

comme la classe du cycle associé a X. Il est clair que si a: X" — X est un
morphisme étale, on a
afny = ny.
Si X est lisse sur S de dimension d et si ¥ — X est une immersion
fermée, le cap-produit
2d— : .
Mx m:I{Y n(X’ d — j) - HII(Y“})
coincide avec 'isomorphisme

Gry 'K, 5(X) ® Q = GriK)_»(Y) © Q.

Remarques. 11 serait intéressant d’étendre la définition de H% (X, i) au
cas ou X n’est pas nécessairement lisse (cf. 6.2).
La conjecture de 2.9 signifierait que

HY(X, i) =0 sip <O0.

Beilinson annonce dans [5] la plupart des résultats de ce paragraphe. Il
pense que si X est régulier il existe des complexes de faisceaux abéliens
pour la topologie de Zariski de X, notés I'(7), i = 0, qui sont acycliques en
degrés négatifs et tels que

HP (X, i) ~ HY,(X, (i) ® Q.
La conjecture de 6.4 permettrait de choisir
(T(i), d) = (LE}""7'C). dy),
ou LEf9(-) désigne le faisceau associé au préfaisceau

U LEPYT(U, Oy)).

8. Sur la p-torsion de la K-théorie des schémas de caractéristique p. On
considére dans ce paragraphe un schéma X défini sur Spec(F,) ou F, est le
corps a p éléments.

https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1985-029-x

548 CHRISTOPHE SOULE

8.1. PROPOSITION 8. Soit ®: X — X Pendomorphisme de Frobenius de X, et
®*: KX — KX le morphisme induit par ® en K-théorie. On a ®* = y* si X
est affine ou régulier.

Démonstration. Ce résultat est montré dans [16] dans le cas affine.

Si X est un schéma régulier, notons RF (GLy) 'anneau des représenta-
tions virtuelles du schéma en groupe GLN sur F,. On a comme dans 1.2 un
morphisme

flim Rg(GLy) = Hom(Z X BGL™, Z X BGL™).
N
Les morphismes ®* et 7 sont induits par des éléments de
lim RFP(GLN)-
v
On est donc ramené a montrer que
®*(idy — N) = ¢(idy — N) dans RFp(GLN).

Si Ty est le tore maximal canonique de GLy, on sait (cf. [27]) que le

groupe RFP(GLN) se plonge par restriction dans RF (Ty), et que 'image de

idy est la somme de N caractéres de Ty. Si x est un tel caractére on a
2*(x) = x” = ¥" (0.

Comme ®* et y? sont des endomorphismes d’anneaux, on en déduit que
O = P,

8.2. Supposons que X est de type fini, de dimension d, et qu’il est soit
affine, soit régulier. Le morphisme ®:X — X est, rappelons-le, 'identité
sur ’ensemble sous-jacent & X, et il éléve a la puissance p les éléments du
faisceau structural. C’est un morphisme fini, et on peut donc lui associer,
d’apres [25], un transfert en K-théorie:

® KX — KX.
Supposons que ® (1) = p’, ol r est un entier positif.

THEOREME 10. Si m est un entier positif et x € F;HKmX est un élé-
ment de p-torsion, on a

p(m+d—r)rx - 0.

Preuve. On peut, d’aprés le Théoréme 1, supposer que » << m + d (sinon
F ’“K X = 0). Désignons par j l'entier tel que

+1
x € FK,Xetx & F''K, X

On va montrer par récurrence descendante sur j que
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p(m+d+1—j)rx _ O,

ce qui permettra de conclure puisque par hypothése j = r + 1.
Sij=m + d+ 1iln’y arien & montrer car x = 0.
Supposons I’énoncé vérifié pour j + 1. On sait (1.5) que

Y’ (x) = p/x + y,ouy € F/''K, X.
Comme y est de p-torsion, on a, d’apres ’hypothése de récurrence,

(m+d~j)ry - 0.

P
Par ailleurs,
DY (x)) = 0 (P*(x)) = ,(I)x = p'x
a cause de la formule de projection. On en déduit
pntdT =, p(m+d'j)r+jq)*(x)‘

Posons
a=m+d+1—jyeef=m-+d—jr+;
Onaa<§p.

Soit N le plus petit entier tel que p”x = 0. SiN < Bon a
pix = <I>*(pﬁx) = 0.
SiN = Bona
PV = 0, (pMx) =0,
ce qui contredit la définition de N. Donc p*x = 0.

Remargque. Si X est une variété de dimension d sur un corps F de degré
de transcendance § sur Fp, onar =d + 6.
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