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NOTIONS DE BASE POUR L'ARTHMETIQUE 
DEE/(1 /0 ) 

YVES HELLEGOUARCH 

Le but de ce travail est de définir un certain nombre d'objets de 
F ( (1/0 ) et de fonctions 

€)H(0) 
qui sont analogues à des objets classiques de R (ou C) et à des fonctions 
classiques R —> R (ou C —» C) : par exemple f(l), f(2), etc., fractions 
continues, domaine fondamental du "demi-plan" de Poincaré, séries 
d'Eisenstein, fonctions multiplement périodiques. 

Un tel travail avait été entrepris autrefois par E. Artin [2], mais dans un 
autre esprit, et la fonction zêta que j 'ai définie dans [7] n'est pas celle 
d'Artin, mais celle de Carlitz [3]. 

L'intersection de la thèse d'Artin et de ce travail n'est donc pas vide, 
mais elle n'est pas non plus très étendue bien que je me sois limité aux 
définitions et aux propriétés les plus élémentaires. En revanche, par son 
esprit, ce travail se rapproche davantage du point de vue de Carlitz. 

Les résultats plus profonds (comme les propriétés de transcendance de 
Ç(h) ) seront démontrés ultérieurement dans des articles plus spécialisés. 

1. Notations et definitions. Dans toute la suite q désigne un corps fini à 
q éléments (dont on suppose la caractéristique p ¥= 2 lorsque c'est 
nécessaire). 

On écrira aussi F 2 = F (z), où i1 est un non-reste de F Si — 1 est un 
non-reste, on choisira de préférence /' de telle sorte que i = — 1. 

Par analogie avec la situation classique [10] on posera : 

(Z = F,[/], Q = F,(r) 

Si z e C, on a : 
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818 YVES HELLEGOUARCH 

z = antn + . . . + û0 + —L + . . . + —r + . . . 
t f 

avec n e Z et an ¥* 0 si z ¥* 0. 
On pose |z| = pw, avec p > 1, et a(z) = an. Si z = 0, on écrit \z\ = 0. 

Le groupe GL2(Z) opère sur les droites projectives associées à Q, R et C 
par transformations homographiques : 

az + b 
Z H^ . 

CZ + rf 
Un certain nombre de sous-groupes de transformations agissent aussi 

sur Z, en particulier les translations 3T : 

z h - » z - h X , A e ^ 

et les homothéties 3tif : 

2. Sommes de puissances égales, d étant un entier ^ 1, on pose 

s\(d) = 2 *\ z&o = 2 x*. 
x e Z X<EZ,X¥=0 

En faisant agir ^ e t ^ sur {je G Z; |JC| ^ | / | J} e t ^ s u r {x e Z; x ^ 0, 
a(x) = 1, |JC| ê |/|^} on a le résultat suivant : 

THÉORÈME 1. 

(1) Sh
q(d) = ^ ( O ) Z ^ ) . 

(2) Si h n'est pas un multiple de q — 1, S^(rf) = 0. 
(3) Si p ne divise aucun des dénominateurs des nombres 

h + r \ i // 
«1 /* + 1\ *2 ^ 

/z + r \ 2 /A + r*"'/î + r 
où les Bt sont les nombres de Bernoulli, alors Z (d) = 0. 

Preuve. (1) Posons E = {x e Z; |JC| ^ 1^}. 
Par action de J0f £ se décompose en orbites et dans chaque orbite on 

peut choisir un polynôme unitaire, donc un ensemble de représentants des 
orbites est : 

F = {x <= Z; \x\ ^ \t\d
9 x ¥= 0, o(x) = 1} 

d'où le résultat. 
(2) Si h n'est pas un multiple de q — 1 et si f est un générateur de 

F̂ * on a : 

Sj(0) = £h + ?h + ... + f̂ -1^ 

= r + r2 + . . . + r7-1 
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où f ' = f 7̂  1 est une racine de l'unité. Il en résulte que la somme est 
nulle puisque r ^ 1 = 1. 

(3) Par action de ZT, F se décompose encore en orbites et on peut prendre 
pour système de représentants des orbites les polynômes dont le terme 
constant appartient à un système de représentants du groupe quotient 
F / F 

D'après une formule classique [9] on a : 

xh = -±-[Bh+,(x + l)-Bh+l(x)]. 
h + 1 

Pour chaque orbite, on a : 

2xh = -±—[Bh+l(x +P)~ Bh+l(x) ] = 0 
h -h 1 

lorsque les conditions de l'énoncé sont vérifiées, puisque : 

Bh+l(x) = xh + l +-.. + (h+
v
 l)Bvx

h+l-v + ...+ Bh+l. 

Contre-exemples. 

Sj(0) = 1 + 1 = - 1 , Z]{\) = 0. 

Remarque. Il est intéressant de comparer (3) avec [3] p. 162, Théorème 
9.5. 

Fonction zêta de Carlitz. On désire développer l/x , pour h ^ 1, en série 
en M t. Pour cela on pose : 

x = ant
n + . . . + a0 = ant

n[\ + t~lR(t~l) ] 

avec R(X) = a~\an_x -h an_2X + . . . + a0X
n~l). On a alors : 

oo 

X i=0 \ l I 

avec . e F quel que soit /', donc cette série a un sens. 
/ p 

Définition. Si h est un entier =^1, on pose : 

x^Z X X<EZ X 
x*0 x¥=0 

a(x)=\ 

Remarque. Il est clair que 
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THÉORÈME 2. 

(1) s(h) = Sh
q(0W). 

(2) s (h) = 0, dans les conditions du Théorème 1. 

(3) n 1 * _, = «*) 

ow ̂  désigne Vensemble des polynômes unitaires irréductibles de Z. 

Preuve. (1) Faisons agirJ^ sur Z \ { 0 } , un système de représentants des 
classes d'équivalences est : 

G = {x e Z; x ^ 0, a(x) = 1}. 

Pour la classe de x <E G, on a : 

2 \ - ( 2 H A = (̂0)1. 

(2) Montrons la formule d'Euler. 
Soit un entier TV quelconque, on a : 

n ( I + T + . . . + -T*^IEU 2 A (mod/""). 
\p\<\*\N x*0 

o ( * ) = l 

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient l'égalité des deux 
membres. 

La démonstration du résultat suivant est assez technique et ne peut 
trouver place ici. On renvoie à [3] et à [4] pour deux démonstrations 
reposant sur des principes différents. 

THÉORÈME 3. Si 1 ^ h ^ q, on a : 

oo /_i\nh ( —\\n 

n=\ 

n (?• - tf 
i=\ 

COROLLAIRE. f ( l ) , . . . , Ç(q) sont transcendants sur Q. 

Preuve du corollaire. Elle résulte d'une généralisation immédiate d'un 
résultat de Wade [11] : si (\n) désigne une suite d'éléments de F* alors le 
nombre : 

n (tq - tf 

https://doi.org/10.4153/CJM-1988-036-0 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1988-036-0


NOTIONS DE BASE 821 

est transcendant sur Q. 

Remarques. (1) Ce corollaire peut être comparé au résultat d'Euler sur 
les valeurs de £(2«) et à celui de R. Apéry sur l'irrationalité de f(3). 

(2) Il entraîne que, pour tout v G N et 1 ^ h ^ q, Ç(hpv) est 
transcendant sur Q. 

3. Description de Faction de GL2(Z) sur R. Remarquons que l'algorith
me des fractions continues correspond à l'action du sous-groupe 
G c GL2(Z) formé des matrices (* J) telles que : ad — bc = ± 1 . 

Si l'on pose 

la b\ T , x az + b M = ( C 3 e t * * < * > = cz -r a 
X (k l'homomorphisme M \—» /*M a pour noyau l'ensemble des matrices (Q X), 

avec À G F̂ *. Il en résulte que si det M = À2, avec X G F* il existe 
M G SL2(Z) tel que /*M, = /*M. Donc si —1 n'est pas un carré dans 
F ,̂ GL2(Z) et G ont même action sur R et C. 

Le théorème suivant est l'analogue d'un résultat classique ( [6], 
p. 142). 

THÉORÈME 4. Pour que zx et z2 G R aient la même orbite pour Vaction de 
G, il faut et il suffit qu'il existe X G F* tel que z2 et ±\2zx aient même 
développement en fraction continue à partir d'un certain rang. 

COROLLAIRE. Supposons que — 1 ne soit pas un reste quadratique dans F . 
Pour que zx et z2 aient la même orbite dans l'action de GL2(Z) il faut et il 
suffit qu'il existe À G F* tel que z2 et \zx aient même développement en 
fraction continue à partir d'un certain rang. 

Preuve du Théorème 4. (1) Supposons que z2 et ±X zx aient même 
développement en fraction continue à partir d'un certain rang : 

(±\2zx = [OQ, ...,am, cl9 . . . ] 

I z2 = [b0,...,bn, q , . . . ] . 

On en déduit que si z' = [c l 5 . . . ], on a : 

±\2zx = " " ' " Pmz' + Pm-\ 

<lmZ' + 
+ 

<im-\ 

Pn-X 

W + P'n-2 

avec deux fractions homographiques provenant de G. 
Comme 
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, 2 \zx + 0 
1 1 

0zx + -

on en déduit que zx et z2 ont la même orbite pour G. 
(2) Réciproquement, supposons que zx et z2 aient la même orbite pour 

G, on a : 

Zi = 
azx + b 

czx + d 

(2,1) Développons Zj en fraction continue : 

Ph-\z' + Ph-2 zx = [A0, . . . , ^ _ 1 , z'] = 

On en déduit que : 

Azf + 5 

4/*-lz' + «A-2 

^ = Cz' + Z) 

avec 

\C D) \C dj\qh_x qh_ 

Supposons que zx e R\Q, alors, lorsque h tend vers l'infini, on a : 

Ph-\ \\C\ = \qh-x\ 

> l = lft-2l 
4h-2 

— \qh-x\ \czx + </| 

~ l^-2l l^i + ^1-

On en déduit que \C\ > \D\ lorsque h est assez grand. 
(2,2) On utilise ensuite le lemme suivant : 

, , <A B 
LEMME 1. Si Q D) e G et \C\ > \D\ > 0, il existe a0, . . . , am e Z te& 

#we |a-| > 1 pour i ^ 1 et : 

Preuve. Développons yï/C en fraction continue : 

^ = [ a 0 , . . . , a j = ^ . 

Puisque A/C f Z, on a m ^ 1. 
On en déduit qu'il existe X e F* tel que : 
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[A = XPm 
[C = Xqm. 

Supposons que 
\A B\ = \Pm Pm-\ 

on obtient alors : 

Pm(4m-\ ~ XD) = 4m(Pm-\ ~ XB) 

donc qm divise qm_x — XD. 
Mais on a : 

\qm_x -\D\^ suV{\qm_x\AD\) < \qn 

donc qm-\ = XD et, par suite, pm-X = XB. 
Supposons finalement que 

\A B\ = \Pm Pm-\ 
\C V\ km 4m-\ 

on obtient alors : 

Pm(4m-l + XD) = 4m(Pm-\ + XC) 

et, comme plus haut : 

4m-\ = ~XD> Pm-\ = ~ X C 

Finalement, le théorème de Lagrange se généralise aussi [2] : 

THÉORÈME 5. Pour que le groupe d'isotropie de z e R, pour Paction de 
GL2(Z) ou de G, ne soit pas trivial, il faut et il suffit que le développement en 

fraction continue de z soit fini ou périodique. 

4. Description de Faction de GL2(Z) sur C\R. Supposons que l'on ait : 

az + b 
M -C3 GL2(Z) 

cz + d 

avec z dans une clôture algébrique de R. On en déduit que z G Q(\/A) 

avec 
4 det M. A = (tr M)z 

Il est clair que y/K G C, donc que z G C. 
Ceci conduit à étendre la classification classique des transformations 

homographiques de la manière suivante : 

!M est parabolique <=> (tr M)2 = 4 det M 
]M est hyperbolique <=> |tr M\ > 1 
! . , l r . f ( t rM) 2 ^ 4 det M 
M est elliptique 

f ( t rM) 2 * < 
\\tï M\ ^ 1 
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Domaine fondamental de C. On appellera domaine fondamental de C, 
l'ensemble 2 des points x 4- iy tels que |x| ^ 1, \y\ ^ 1 et o(y) = 1. 

THÉORÈME 6. (1) L'orbite de tout point de C\R pour Faction de GL2(Z) 
rencontre 3). 

(2) Si (JC, j;) e/ (x', y') sont dans 3 et si 

l\x\ < 1, \x'\ < 1 

Ibi > i, \y\ > T 
yl/ors (x, y) et (x'9 y) ne peuvent avoir la même orbite que s'ils sont 

égaux. 

Preuve du Théorème 6. (1) Soit z0 = x0 4- zy0, x0, y0 ^ R, y0 ¥= 0 
et soit [x0] la partie entière de x0, c'est-à-dire l'élément a e Z tel que 
|x0 — <z| < 1, on pose : 

zo = zo - [*ol = 4 + Vo-

Si I^QI > 1, on remplace z'0 par [a/yy _1^o G ^-
Sinon, ( MI pose : 

z\ -
1 

4 ~ 
X, + «>i 

et on a : 

w > bol-
Donc 

A -= z, - [x .1 = *', -

est tel que |JC |̂ < 1 et \y\\ > \y'0\. 
En remplaçant z'} par [o(y\) ]~Xz\ on obtient un point de 2 lorsque 

Ml > i. 
(2) Supposons que 

, az + b 
z — > 

cz 4- d 
avec 

M=G 3 e G L ^ ) , 
et z' ^ z. Nous avons : 

-\y 

avec I = x — iy. 

c2zz 4- 2afec 4- d2| 
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Si c = 0, alors ad e F* donc fl = À e F * e t J = | t e P 

z' = -z + 6', avec V e Z et 

I* '| ^ supj |x1, |-JC| } < 1 

donc V = 0. 
Il reste y' = (X/^i)y, d' où X/fi = 1 puisque _y et y' sont unitaires, donc 

z' = z ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Si \d\ > |c| > 0, alors : 

- \c2zz + d\ 

Il ne peut pas y avoir de simplification du terme de plus haut degré en / 
dans c z~z + d , sinon / serait un carré dans F* donc 

> 1. 

Si \d\ = |c|, on a encore : 

= \cfzz\ > 1. 

Donc \y\ > \y'\ et on obtient une contradiction en inversant M. 

Remarque. Pour l'étude de la frontière de Si, voir [8]. 

4. Series d'Eisenstein. Comme dans [1] nous désignons par C le 
complété d'une clôture algébrique de R = F ( (1//) ). 

Soit M l'ensemble des Z-modules discrets et de type fini de C et soit XM 

l'espace vectoriel sur F de base M. 
Lorsqu'on se donne deux Z-modules T et V de M tels que Y' c T, on 

sait que T possède une base (eu . .., er) telle que : 

F = ZÛI^I + . . . + Zarer M*i 

avec a Z pour i = ! , . . . , /* . 

Définition. Lorsque ax . . . ar ¥* 0, on pose : 

[r:F] M • . û r 

a(û! ...ar) 

Lorsque ax . . . ar = 0, on pose : 

[T:T'] = oo. 
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Comme dans [10], nous définissons, pour tout n e Z, unitaire, un 
opérateur de Hecke T(n) par son action sur la base M de XM : 

T(n)(T) = 2 T. 
r c r 

[r :r]-« 

Il en résulte que pour tout £ e XM, on a : 

r(«XÔ = 2 *A(ÔA, avec *<„(£) e F,. 

AeM 

Lorsque i7 est une application : M —> C, on définit T(n)F par : 

[r(/i)F](r) = 2 vA(r)F(A). 

PROPOSITION. (1) S/ (w, n) = \, on a : T(m)T(n) = T(mn). 
(2) Si l est irréductible, on a : T(lh) = T{l)h. 

Preuve. Cette proposition se démontre comme la Proposition 10, p. 160 
de [10]. 

COROLLAIRE. L'algèbre H engendré par les T(l) sur Fp est celle des 
polynômes à une infinité dénombrable d'indéterminées. 

Définition. Pour tout entier n > 0 et tout V e M, on définit la série 
d'Eisenstein en(T) par : 

*„<r):= 2 4 
y e r y 

Cette définition a un sens en vertu du lemme suivant. 

LEMME 2. Pour tout x e C, |x -h y\ tend vers l'infini lorsque y tend vers 
l'infini dans T suivant le filtre des complémentaires des parties finies. 

THÉORÈME 7. Les applications en sont invariantes par les opérateurs de 
Hecke. 

Preuve. On reprend la démonstration de la Proposition 13 de [10], 
p. 168. Il s'agit de montrer que si / est un polynôme irréductible unitaire 
de Z, on a : 

T(l)en(T) = e„(T). 

Comme dans [10], on écrit : 

T(l)en(Y)= 2 2' 4 
r c r y E p y 
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Désignons par r le rang de F 
Si y G / r , il y a exactement ( \l\r — l)/( |/| — 1) sous-réseaux F de Y 

contenant y et tels que [ F F ] = l : ils sont en correspondance bijective 
avec les hyperplans de l'espace vectoriel I 7 / r . Comme : 

\l\r _ 1 

L L _ _ = | / r i + . . . + i = l d a n s F / , 

tout se passe comme si y n'appartenait qu'à un seul sous-réseau F . 
Si y G r \ / r , il y a exactement ( |/| — l)/( |/| — 1) sous-réseaux F 

de r contenant Y et tels que [ F F ] = / : on le voit de la même façon et on 
obtient la même conclusion. 

Remarques. (1) Si « n'est pas un multiple de q — 1, en(Y) = 0. Pour voir 
cela on fait agir les homothéties de JF sur F et on désigne par Sf un 
système de représentants des orbites de F\{0}, on a alors : 

en{Y) = S"q(0) 2 I 
Y^^Y 

d'où le résultat d'après le Théorème 1 (deuxième partie). 
(2) D'autre part, si n est un multiple de q — 1, on a : 

Lim en(Z -h Zr) = -f(w) ^ 0. 
|T | -»OO 

En effet si |r| > \t\N, on a : 

en(Z + Zr) = - 2 - L modulo r w i V 

I G Z \ ( 0 } X 
a(x) = \ 

d'où le résultat en faisant tendre Af vers oo. 
(3) L'hypothèse ' T est un F^-espace vectoriel" doit être ajoutée dans 

l'énoncé du Théorème 6 de [7]. 

5. Exemples de fonctions multiplement périodiques. Dans ce paragra
phe, T désigne un Z-module discret de type fini de C et on pose toujours 
F = r \ { 0 } . 

Définition. Pour tout entier n > 0, on pose (comme dans le para
graphe 4) : 

e,(T):= 2 -n 
v e r y 

et si x G C\T : 

(1) En(x,T):= 2 — L — = 1 + ^ 1 

y e r ( x + Y)" X" ye rOc + Y)" 
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Il est clair que tout élément de T est une période de En(x, T) et que En 

est continue sur C\T et indéfiniment derivable. 

Remarque. Lorsque |JC| < inf{ |y|; y e F } on peut donner le 
développement de En(x, T) en série de puissances de xn de la manière 
suivante. On développe chaque terme de la somme par la formule du 
binôme : 

« . + * - - r i . + r -1(-;)^ 
et on regroupe les coefficients de xh : 

1 °° I — \ 
(2) En(x, T) = - + 2 h

nk+n(T)x» 
X h=0 \ n I 

xm-n 

en tenant compte du fait que em(T) = 0 lorsque m est impair. 

Exemple. Si T = Z et n = 1, on a : 

Ex(x, Z) = - + 2 « / (* - l ) ) ^ " 1 ^ 1 . 

En effet, il est clair que : 

em(Z) = S^m(m) 

où l'on pose : 

S7(0> = 2 Aw. 

Maintenant on sait que S™(0) = 0 si q — 1 ne divise pas m et que 
S™ (0) = - 1 si q - 1 divise m. 

Formules d'addition, (a) Nous allons utiliser la méthode d'Eisenstein [12] 
pour obtenir une formule d'addition pour Ev 

Cette méthode est basée sur l'identité : 

(3) — = — 4- — si r = p + q. 
pq pr qr 

Prenons : 

p = x + y, q = y + y' — Y, z = x + y, r = z + y' 

et sommons d'abord par rapport à y dans (3) on trouve : 
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(4) 2 - 4 - 4 = • \ \Etx) + *iO01 
yX + yy + y— y x + y + y 

car Ex(y + Y) = Ex(y). 
Sommons par rapport à y' dans (4) on a : 

Ex(x)Ex(y) = Ex(x + y)[Ex(x) + Ex(y)] 

où : 

<J) — ! — - - ! - + - ! - . 
£,(* + y) E,(x) E,iy) 

Remarques. (1) Cette relation est à comparer à la formule classique : 

1 E{(x) + E,(y) 

Ex(x + y) E,{x)E,{y) - <u2 

et tout se passe ici comme si m = 0 (voir [12], page 12) contrairement à ce 
qui se passait pour les valeurs de l(n) (voir [11] ). 

(2) Supposons que Ex(x) ¥> 0, alors d'après (5) : 

x + y G r ^ Ex(x) + Ex(y) = 0. 

(b) Nous allons maintenant chercher une formule d'addition pour En. 
Dérivons (formellement) (m — 1) fois l'identité (3) par rapport à p, nous 

avons (en caractéristique nulle) : 

1 m~X 1 1 
(6) ^ =

 A l o7^ J T T + ^' 
Dérivons (n — 1) fois l'identité (6) par rapport à q, nous avons (en 

caractéristique nulle) : 

1 m^(n + h - l \ 1 
m—hh+n m — = S 

V } pmcf *-<> V h )pm-"r' 

"^ (m + k - \\ 1 

Maintenant nous remarquons que ces identités sont à coefficients 
entiers donc subsistent en caractéristique p. 

Isolons les termes correspondant à h = m — 1 et k = n — l e t 
résolvons (7) en Em+n_x(x + y) nous avons : 

(m * 1 j 2)[£.(*) + Ex(y) ] £ m + „ - , (x + y) 

= Em(x)En(y) + P[E((x), Ej(y), Ek(x + y) ] 
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où P désigne un polynôme à coefficients entiers et où / e {2,. . . , m}, 
j e {2, . . . , « } , k G {inf(m, «), . , m + « — 2}. 

Prenons m = 1, on trouve : 

= ^ ( x ) ^ ( ^ ) - 2 Ej{y)En + ^j{x + .y). 
y = 2 

Cette formule permet de déduire, par récurrence sur n, le résultat 
suivant : 

LEMME 3. Pour tout n ^ 1, En(x + y) est une fonction rationnelle 
des Et(x) et des Ej(y) dont le dénominateur peut être pris égal à 
[Ex(x) + E,(y)f. 

Relations algébriques entre les En. On pose dans la formule (7) 

p = x + y, q = — x — y + y', r = yf 

et on fait la somme (successivement) par rapport à y et y', on trouve : 

(8) (-l)"(EmEn - Em+n) = 2 (" + l ~ %m-hen+h 

k=0 \ K ' 

et en particulier, pour m = 1, on trouve : 

n-2 

(9) ExEn- En+X = 2 {-\)kEn_kek+v 
k = 0 

THÉORÈME 8. (1) En est un polynôme en Ex dont les coefficients 
appartiennent à 

¥p[el,e2...]:=¥p[e(T)l 

(2) Si n < q, on a En = E\. 
(3) Si n = q + 1, on a En = E\ - eq_xÉ\. 

Preuve. (1) La première assertion se démontre par récurrence sur n. 
(2) La seconde assertion résulte de (9) (par exemple) et de la remarque 

suivante : 

eh(T) = Sh
q(0) 2 ~h 

y e y y 

où Sf est un système de représentants des orbites de F = T\{0} 
pour l'action de F*. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1988-036-0 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1988-036-0


NOTIONS DE BASE 831 

Comme Sh
q(0) = 0 si q — 1 ne divise pas h, on a eh(Y) = 0 si h < q — 1, 

d'où (d'après 9) : 

ExEn = En + X un - 1 < q - 1. 

(3) Supposons maintenant que n = q, alors la formule (9) donne le 
résultat : 

E\En ~ En+\ = ~E2eq-\ 

= -A*q-v 
THÉORÈME 9. Pour tout n ^ 1, En(x + y) est une fonction rationnelle de 

Ex{x) et de Ex(y) dont le dénominateur peut être pris égal à [Ex(x) + 
E\(y) V et dont les coefficients sont dans ¥ (e(T) ). 

Preuve. Résulte de Lemme 4 et du Théorème 8. 

Formules de multiplication. On se propose de démontrer le théorème 
suivant. 

THÉORÈME 10. Pour tout n ^ 1 et pour X e Z, la fonction En(Xx) est une 
fonction rationnelle de Ex(x) à coefficients dans C {et même dans un 
sous-corps de C que Von peut préciser). 

Preuve. On pose I \ = {Ày; y G T}. TX est un sous-module de Y d'indice 
fini. Soit & un système de représentants des éléments de Y modulo I \ , 
choisi de telle sorte que 0 e Ç%. 

Il est clair que : 

(10) E„(x, H = 2 En(x + r, I \ ) . 

Compte-tenu de l'homogénéité de la formule (10) on a : 

xnEn(x, r) = 2 £ „ ( ~ , r) 

et en remplaçant x par \JC, on trouve : 

(11) X"E„(\x) = 2 E„[x + ï). 

Les formules d'addition (Théorème 9) entraînent le résultat. 

Remarques. (1) Le corps auquel on fait allusion dans l'énoncé, s'obtient 
en adjoignant Ex{rl\\ r <= 01, à ¥(e(Y) ). 

(2) On voit donc que En(Xx + /xy) s'exprime par des formules 
rationnelles en Ex(x) et Ex(y) pour chaque valeur de (X, JJL) G Z2. 

(3) Lorsque Y = Za, où a désigne l'un des zéros de la fonction \p de 
Carlitz tels que : 
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un résultat de Schôbe ( [5], p. 1.45) montre que 

E^yKx) = î. 

Le Théorème 10 est donc une généralisation de la relation ( [5], p. 1.27) : 

J-0 FJ 
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