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SEMIGROUPE DES PARTIES ET RELATIONS
DE GREEN

J.E. PIN

1. Introduction. Dans cet article, tous les semigroupes sont supposés
finis, sauf dans le cas d’un semigroupe ou d’un monoide libre. Les
références de base sont [1, 2].

L’objet de cet article est de poursuivre I’étude du semigroupe des parties
d’'un semigroupe, ¢étude qui a connu récemment des développements
inattendus [3, 4, 5, 6, 8, 10, 11, 12]. Putcha [10] avait caractérisé les
semigroupes S tels que le semigroupe des parties 2(S) soit apériodique,
autrement dit S#trivial. Je donne ici une nouvelle démonstration du
théoréme de Putcha basée sur le théoréme de Ramsey et je caractérise les
semigroupes S tels que 2(S) soit #-trivial (resp. Ftrivial, Z-trivial): ce
sont les semigroupes apériodiques tels que es = ese (se = ese, es = se)
pour tout s € S et pour tout idempotent e € S. Il en résulte que la variété
des semigroupes V, (resp V3, V) définie par ces conditions est la variété
maximale V telle que la variété PV engendrée par les (S), S € V, soit
contenue dans la variété des monoides #-triviaux (Ftriviaux, #-triviaux).
Ce résultat a des applications dans I’étude des variétés du type PV qui sont
analysées dans la Section 4. Par exemple je résouds complétement
I’équation PV = J ol J est la variété des monoides #-triviaux (Théoréme
4.5) et je donne de nouvelles précisions sur l'itération de 'opérateur P
(Corollaire 4.8, Théoreme 4.9).

On retrouve les variétés V;, V, et V3 d’'un point de vue totalement
différent dans la Section 5. Straubing [13] a en effet montré que V, est
engendrée par les semigroupes de la forme S' avec S nilpotent (S est
nilpotent si es = se = e pour tout s € S et pour tout idempotent e € S).
Je donne une preuve trés courte de ce résultat et je montre qu’il existe des
résultats analogues pour V, et V3: V, (resp. V3) est engendrée par les
semigroupes de la forme S', ou S satisfait es = e (resp. se = e) pour tout
idempotent e € S. La preuve, assez longue, utilise les techniques de
Straubing [13] issues de la théorie des langages.

La derniére section est consacrée a la discussion de quelques problemes
ouverts.

2. Terminologie et notations.

2.1. Semigroupes. Si S est un semigroupe on note E(S) ensemble de ses
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idempotents. Le monoide S' est défini par S' = S si S est un monoide et
par S' = S U {1} si S est un semigroupe, 1 étant alors I'élément neutre de
S'. On note #(S) le semigroupe des parties de S muni du produit usuel des
parties: si A, B € Z(S)

AB = {abla € A et b € B}.

On note respectivement =, =y et =g les relations de préordre
associées aux relations de Green. Ainsi, pour a, b € S

a=y b ssiilexistex,y € St tels que a = xby
a=y b ssiilexiste x € S' tel que a = bx
a =4 b ssiilexistex € S' tel que a = xb.

On dit qu’un semigroupe est Z-trivial (resp. #-trivial, Ztrivial, #trivial)
ssi la relation # (resp. %, &, o) est I’égalité. Dans ce cas la relation
=y (=@ =g) est une relation d’ordre. Voici une caractérisation utile
(pour une preuve, cf par exemple [5] ).

ProPOSITION 2.1. Soit S un semigroupe. Si la restriction de ¢ (resp. #, L)
aux Jclasses (resp. H-classes, Lclasses) réguliéres de S est triviale, alors S
est Ftrivial (resp. A-trivial, Ltrivial).

On note BA, le semigroupe de Brandt apériodique a 5 éléments. B4, est
aussi représenté par 'ensemble des 5 matrices

(9. 0.00.60.0609)

muni du produit habituel des matrices.

Si A est un ensemble fini appelé alphabet, on note A" (resp. A*) le
semigroupe (monoide) libre de base A. Les éléments de A* sont appelés
des mots. Le résultat qui suit, conséquence du théoréme de Ramsey, a été
plusieurs fois redécouvert (pour une preuve, cf par exemple le livre de M.
Lothaire, Combinatorics on words, Addison Wesley, (1982), chap. 4).

PrOPOSITION 2.2. Soit S un semigroupe, A un alphabet en bijection avec S
et :AY — S le morphisme surjectif naturel induit par cette bijection. 11
existe ng > 0 tel que tout motw € A" de longueur n = ny se factorise en w
= Xujupzy avec X,y € A, uy, uy, s € A" et

uig = e = uzp = e € E(S).

Eilenberg [1] donne une version plus élémentaire de ce résultat. Dans
cet énoncé, on note S” I'’ensemble des produits s, ...s, avecs,,...,s, €
S.

PROPOSITION 2.3. Soit S un semigroupe. Alors S" = SE(S)S pour tout n
= |8
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Soit A" un semigroupe libre sur 'alphabet A et L un langage de A™
(C’est  dire une partie de 4™). On note S(L) le semigroupe syntactique de
L, quotient de A" par la congruence ~; définie par:

u ~p vssipourtoutx,y € A* (xuy € L & xvy € L).

Si L est un langage de 4*, on note M (L) le monoide syntactique de L,
quotient de 4* par ~.

2.2. Variétés. Une variété de semigroupes (resp. monoides) est une classe
de semigroupes (resp. monoides) fermée par passage au sous-semigroupe
(sous-monoide), au semigroupe quotient (monoide quotient) et par
produit direct fini.

On dit qu’un semigroupe S divise un semigroupe 7 (et on note S < T') si
S est quotient d’un sous-semigroupe de 7. La relation “divise” est
transitive. Une variété de semigroupes est donc une classe de semigroupes
fermée par division et par produit direct fini.

Une variété dont tous les semigroupes sont commutatifs est une variété
commutative. Une variété non commutative est donc une variété qui
contient au moins un semigroupe non commutatif. Voici la liste des
variétés utilisées dans cet article.

Variétés de monoides.

M la variété de tous les monoides

R, (R)) la variété des monoides idempotents et #-triviaux (idempotents
et Ztriviaux)

J la variété des monoides #-triviaux

A la variété des monoides apériodiques (on dit aussi “group-free” en
anglais): S € A ssi il existe n > 0 tel que x” = x" ! pour tout x € S. Ou
encore: S € A ssi S est trivial.

Variétés de semigroupes.

Nil La variété des semigroupes nilpotents: S € Nil ssi S posséde un
zéro, noté 0, et s’il existe n > 0 tel que s” = 0 pour tout s € S.

K (K") La variété des semigroupes nil-simples a gauche (4 droite) et
apériodiques. Ona S € K(K") ssies = e (se = e) pour toute € E(S)ets
e S.

K, (K)) La variété des semigroupes simples a4 gauche (4 droite) et
apériodiques. S € K| si S est une bande rectangulaire de taille 1 X n (resp
n X 1) pour un certain n > 0.

LI La variété des semigroupes localement triviaux. On a S € LI ssi pour
toute € E(S)ets € S, ese = e.

DS La variété des semigroupes dont chaque Z-classe réguliére est un
semigroupe.

DA La variété des semigroupes dont chaque Z-classe réguliére est un
semigroupe apériodique.
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Si1V et W sont deux variétés de semigroupes (ou de monoides) on note V
V W la plus petite variété contenant simultanément V et W. Si V est une
variété, on note PV la variété engendrée par les semigroupes #(S), S € V.
On pose P’V = P(PV) et plus généralement P"*'V = P(P"V).

3. Semigroupe des parties d’un semigroupe. On doit a Putcha [10] le
remarquable énoncé suivant:

THEOREME 3.1. Soit S un semigroupe apériodique. Les conditions
suivantes sont équivalentes:
(1) 2(S) est apériodique
(2) BA; ne divise pas S
(3) Si e et f sont deux idempotents d’une méme D-classe D de S, alors ef €
D ou fe € D.

L’équivalence de (2) et (3) est facile 4 démontrer de méme que
I'implication (1) = (2). En revanche la démonstration de (3) = (1) n’est
pas triviale. J’en donne ci-dessous une preuve entiérement différente de
celle proposée par Putcha:

Soit 4 un alphabet en bijection avec S. Je noterai u — u le morphisme
surjectif naturel A™ — §. D’aprés la Proposition 2.2 il existe ng > 0 tel
que pour tout mot w € A" de longuer n = nj, w se factorise en w =
Xujylizy avec X,y € A*, uj, ur,u3 € AT ety = = 3 = e € E(S).

Posons u; = a; ... a; (ou les g; sont des lettres). Il est clair que tous les
éléments
Sj=a...qpeap...q (1=1ij=k)

sont dans la méme Z-classe D. De plus les s;(1 = i = k) sont des
idempotents et s; # 5;;, (resp siLspp) sii =i’ (j = j'). Si on représente
D sous la forme de la classique boite 4 oeufs, on a le diagramme suivant ou
les étoiles représentent des idempotents.

*|o

[¢]

L’étape suivante consiste & montrer que I'un des éléments figuré par un
rond est idempotent.

LEMME 3.2. Il existei,j € {1,...,k} avecj — i = 1 mod k tels que
s;; Soit idempotent.
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Par Plabsurde supposons que s;5, $33...,8—14 nhe soient pas
idempotents. II suffit de vérifier que s; | est idempotent.

Pour cela je montre par récurrence sur i que s; | est idempotent pour 1
=i = k. Cest évident sii = 1. Pour le passage de i ai + 1, considérons le
diagramme

Sil Sii+1

Si+1,1 Si+1,i+1

Comme s;; | n’est pas idempotent par hypothése, ;4| est idempotent
(sinon la Z-classe ne vérifierait pas la condition (3) ). Donc en particulier
Sk.1 est idempotent ce qui prouve le lemme.

i et j étant fixés par le Lemme 3.2, on a d’aprés le théoréme de
Green-Rees

() s1 80 =511 =e

Puisque j = i + 1 mod k, ou bienj = i + 1 et d’aprés (1)

e =eay...aq;...aqe

ou bienj = 1 eti = k et alors

e = eqre = eay...qaie.
On en déduit dans tous les cas que e = eue avec [ul = k + 1. Par
conséquent

W = Xujupuzy = Xey = Xeuey = Xujuuszy et
|xujuuzy| = n + 1.

Soit P une partie de S et soit s € P" (avec n = ng). Alors il existe
a,...,a, € Atelsquea,...,a, € Pets = a;...a, D’apres ce qui
précéde on a aussis = uavecu € {ay,...,a,}" . Doncs € P"*!et par
conséquent P" € P"*! pour tout n = ny. Par ailleurs comme 2(S) est un
semigroupe fini il existe un entier n = ng et r > 0 tels que P" = P"". On
a donc

P C Pn+l_,.C Pn+r‘= P’

d’ott P" = P"*! ce qui montre que #(S) est apériodique.

Le théoreme de Putcha caractérise les semigroupes S tels que Z(S) soit
J#trivial. De la méme fagon on peut caractériser les semigroupes .S tels que
P(S) soit H-trivial (resp. Ltrivial, F-trivial).
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THEOREME 3.2. Soit S un semigroupe apériodique:

(1) P(S) est R-trivial ssi pour tout s € S et e € E(S), es = ese
(2) 2(S) est Ztrivial ssi pour tout s € S et e € E(S), se = ese
(3) P(S) est fFtrivial ssi pour tout s € S et e € E(S), es = se.

Preuve. La propriété (2) est duale de (1). D’autre part (1) et (2)
entrainent (3). En effet si pour touts € Sete € E(S) on a es = se, alors
es = ese = se et donc #(S) est simultanément #-trivial et #trivial donc
F-trivial. Réciproquement si Z(S) est _¢-trivial, es = ese = se (d’apres (1)
et (2)) pour touts € Sete € E(S).

Il reste a démontrer (1). Pour simplifier je noterai = au lieu de =get x
< ypourx = yetxfy.

Supposons tout d’abord qu’il existe e € E(S)ets € S tels que es #* ese.
Si S n’est pas #-trivial, #(S) n’est pas #-trivial puisque S divise Z(S). Si S
est #-trivial, on a ese < es: en effet si es Zese, il vient es%ese d’ou es = ese.
Posons es = ¢ et considérons le semigroupe S’ de S engendré par e et 1.

Soit I l'idéal de S’ engendré par te et T le quotient de Rees S'/1.
Jaffirme que T contient exactement 3 éléments e, z et 0 qui se multiplient
suivant les régles e’ =e et =1, te =0 = {*. En effet on ne peut avoir e =
t(sinones = ese)nie = Qout = 0 (sinont € I etes = ese). D’autre part
> = eses € I et donc > = 0 dans T. Puisque T divise S par construction,
P(T) divise Z(S). Or #(T) n’est pas #-trivial puisqu’on a les relations

{e, 0}{e, 1, 0} = {e, 1,0}
{e. 1, 0}{e, 0} = {e, 0}.
Donc 2(S) n’est pas %-trivial.

Réciproquement supposons que pour touts € Sete € E(S), es = ese.

D’apreés la Proposition 2.1, il suffit de vérifier que la restriction de % aux

P-classes régulieres de #(S) est triviale. Soit donc A = A% un idempotent
de Z(S) et soit B € #(S) tel que AZB. 11 vient

(1) AB = B et BC = A pour un certain C € £(S).

SiA = @ on aimmédiatement 4 = B = §. Je supposerai désormais 4 non
vide. La suite repose sur une série de lemmes.

LEMME 3.3. Soita € Sete € E(S). Alors a = e ssi ae = a.

Preuve. Siae = a,onaa =e.Sia = eil existe b, c € S! tels que bec =
a d’ou ae = bece = bec = a.

LEMME 3.4. (a) Pour tout a € A il existe e € E(A) tel que ae = a.
(b) Les éléments maximaux de A sont idempotents.

Preuve. (a) Comme A = A% A est un semigroupe. Donc d’aprés la
Proposition 2.3, on a

A = A" =AE(4)A oun = |A|.
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En particulier sia € A il existe b, c € A ete € E(S) tels que a = bec. On
en déduit ae = bece = bec = a.

(b) Soit @ maximal dans 4. D’aprés (a) il existe e € E(A) tel que ae = a.
On en déduit a = e d’out aZ d’apres la maximalité de a. Comme S est
HR-trivial, # = ZLet donc en particulier e#. De plus a est idempotent car les
ZLclasses régulieres de S sont constituées d’idempotents.

LEMME 3.5. Pour tout idempotent maximal e de A, il existe ¢ € E(B) tel
que e’

Preuve. D’apreés (1) il existea € A, b, b’ € Betc € Ctelsquee = bc, b
= ab’. D’aprés le Lemme 3.4 il existe un idempotent ¢’ € A tel quea = ¢€'.
On en déduite = b = a = ¢ d’ou

efbfade’

d’aprés la maximalité de e. On en déduit comme ci-dessus e%D et b est
idempotent.

LEMME 3.6. (a) A est contenu dans B.
(b) Les éléments maximaux de B sont idempotents.

Preuve. (a) Soit a € A. D’aprés 3.4, il existe ey € E(A) tel que a = ae.
Soit e € E(A) un idempotent maximal tel que e; = e. On a donc eje = ¢
d’aprées 3.3. Enfin d’aprés 3.5 il existe e/ € E(B) tel que e, et donc ee’
= e. Il en découle

a = ae; = aeje = aejee’ = aeje’ = ae’ € AB = B.

Donca € BetA C B.

(b) Soit b un élément maximal de B. D’aprés (1) il existea € A4, b, b” €
Betc e Ctelsqueb = ab’ eta = b"c.Onadoncd = a = b” et b%ab”
d’aprés la maximalité de b. Si a n’est pas maximal dans A, b n’est pas
maximal dans B, puisque 4 C B d’aprés 3.6 (a) et que a%b. Donc a est
maximal dans 4 donc idempotent d’apreés 3.4 (b). Puisque b%a et que S est
X-trivial, b est également idempotent.

Pour conclure la preuve du Théoréme 3.2, il reste 4 montrer que B est
inclus dans 4. Soit b € B et soit e un idempotent de B tel que b = e.
L’argument utilisé ci-dessus dans la preuve de 3.6 (b) montre qu’il existe e’
€ A tel que e’ i.e., ee’ = e. On a donc

b = be = bee’ = be'.

Puisque ¢’ € A il existe d’aprés (1) b* € Betc € C tels que b'c = ¢’ d’ou
e = b et LY d’aprés la maximalité de e. Donc

ec = ebc = ee = e

et par conséquent
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b = be = bec = bc € BC = A.
Il en résulte que A = B et #(S) est #-trivial.

4. Variétés et semigroupes des parties. Dans cette section j’utilise les
résultats précédents pour étudier les variétés du type PV.

Soit V une variété de semigroupes. Un morphisme ¢:S — T est un
V-morphisme si pour tout sous-semigroupe 7” de T, T" € V entraine
T ¢ ' € V. Dans le cas o V = A (resp. LI), on dit que le morphisme ¢
est apériodique (resp. localement trivial). Les deux résultats suivants sont
supposés connus [14].

ProrosITION 4.1. Un morphisme ¢:S — T est localement trivial ssi pour
tout e € E(T), eg " est localement trivial.

ProrosiTION 4.2. Soit ¢:S — T un morphisme. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) ¢ est apériodique.

(2) Pour tout e € E(T), eq " est apériodique.

(3) La restriction de ¢ aux groupes dans S est injective.

Si ¢:§ — T est un morphisme, on définit un morphisme ¢:#(S) = #(T)
en posant

Xo = {xqlx € X}.

Le théoréeme qui suit, qui étend un résultat de [3], précise le lien entre ¢ et
P.

THEOREME 4.3. Soit ¢:S — T un morphisme localement trivial. Alors
¢ P(S) — P(T) est apériodique.

Preuve. D’apres 4.2 il suffit de montrer que la restriction de ¢ aux
groupes dans #(S) est injective. Soit G un groupe dans #(S) de neutre N
et soit X € G tel que X = Ng. Il suffit de prouver que X = N.

Soit e € E(N). 1l existe alors x € X tel que x¢ = eg et donc

(exe)p = eq.
Comme ¢ est localement trivial, il vient
e = exe € NXN = X.
Donc E(N) € X. Soitn = Card N. On a
N =N?=...= N'= NE(N)N c NXN = X.

Par ailleurs X = XN C X? et donc X € X" pour tout m > 0. Comme il
existe m tel que X = N, il vient X ¢ N d’ou X = N.

Le théoréme précédent permet de simplifier la preuve de la version
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“variété” du théoreme de Putcha (cf [3]). Il faut remarquer que cette
version est plus faible que le Théoreme 3.1 car les semigroupes qui ne sont
pas divisés par B4, ne forment pas une variété.

CoroOLLAIRE 4.4. [3] Soit V une variété de semigroupes. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) PV C A.

(2Q) B4, € VetV C A,

(3)V C DA.

On va maintenant traduire en termes de variétés le Théoréme 3.2. Pour
simplifier les énoncés, je noterai V|, V, et V3 respectivement les variétés
des semigroupes apériodiques S tels que pour tout e € E(S)ets € S

(1) es = se
(2) es = ese
(3) se = ese.

THEOREME 4.5. Soit V une variété de monoides.

(@)OnaPV c JssiV CV,

(b) On a PV = J ssi V est une variété non commutative contenue dans
Vi.

Preuve. (a) résulte immédiatement du Théoréme 3.2(3).

(b) Soit V une variété non commutative contenue dans V. D’aprés un
Théoréme de [4], V contient soit un groupe non commutatif, soit 'un
des monoides U,, U ou M( {ab} ) (monoide syntactique du langage {ab}
sur l’alphabet {a, b} ). Les trois premiers cas sont exclus puisque V C V;
et donc M ({ab}) € V. D’aprés un résultat de [4], on a alors J C PV et
donc PV = J a l'aide de (a).

COROLLAIRE 4.6. I/ existe une infinité non dénombrable de variétés V
telles que PV = J.

Preuve. 11 est en effet montré en [7] que V, contient une infinité non
dénombrable de variétés non commutatives.

THEOREME 4.7. Soit V une variété de monoides:
(a) PV C RssiV C V,,
(b) PV C R"ssi V C V3.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du Theoréme 3.2.

On notera que contrairement a ce qui se passe pour la variété J, on ne
sait pas résoudre I’équation PV = R.

Il est démontré en [4] que pour toute variété de monoides non
commutative V, on a P’V = M, la variété de tous les monoides. Ce
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résultat améne a poser la définition suivante: on appelle exposant d’une
variété non commutative V le plus petit entier n tel que P'V = M.
L’exposant d’une variété non-commutative est donc toujours inférieur ou
égal a4 3. On sait qu’il existe des variétés d’exposant 3 [5]: par exemple la
variété R, des monoides idempotents et #-triviaux. On sait également [3]
que V est d’exposant = 1 ssi B4, € V, ou de facon équivalente, si V ¢
DS.

La détermination des variétés d’exposant 3 (resp. 2) est encore un
probléme ouvert. On a toutefois

COROLLAIRE 4.8. Si V est une variété de monoides non commutative
contenue dans V, ou dans V3, V est d’exposant 3. En particulier il existe une
infinité non dénombrable de variétés d’exposant 3.

Preuve. D’apreés les résultats rappelés ci-dessus il suffit de vérifier que V,
et V3 sont d’exposant 3. Or PV, C Ret BA, & R. Donc R est d’exposant
= 2 et V, est donc d’exposant 3. La démonstration pour Vj est duale. La
seconde partie de I'énoncé résulte du fait, déja mentionné, que V, contient
une infinité non dénombrable de variétés.

Le résultat qui suit montre que la frontiére entre variétés d’exposant 2 et
d’exposant 3 est proche
THEOREME 4.9. La variété V, V V3 est d’exposant 2.

Puisque V, € DS et V3 € DS, V, V V3 C DS et donc V, V V;3 est
d’exposant = 2 d’aprés le résultat rappelé plus haut. Il suffit donc de
démontrer que P(V, V V3) est d’exposant = 1 c’est a dire

P(V, V V3) ¢ DS.

La démonstration fait un détour par la théorie des langages. Soient
A ={a b, c,d e} B={ab}

et
o1 92, 93: 4% = B*

les morphismes définis respectivement par

ap) = bg; =1 Cpp = a dpy = ep) = b
ap; = bey = b gy =a dpy = epy = 1
apy = bey = do3 = ep3 = 1 g3 = a

Soient enfin
L, = a’B* L, = B*a* L; = &°B*.

On sait alors [1] que S(L;), S(L3) € K, S(L,) € K. 1l est facile d’en
déduire que M (L), M(L,) € V,, M(L3) € V3. (Lelien entre K et V, d’une
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part, K" et V5 d’autre part, sera d’ailleurs précisé dans la section suivante.)
Soit
L= (Ligr ' N Lgy N(Laos ).
Un petit calcul montre que
L = {a, b}**{d, e}*.
D’autre part d’apres [1, p 187], on a
M(L) € V, V V;.
Soit ¢:A* — B* le morphisme défini par

agp = cp = dp = a by = ep = b.

Ly = {a, b}*a*{a, b}*
et d’apres un résultat de [11, 12],
M(Lg) € P(V, V V3).

Or le calcul montre que M(Lg) contient une Z-classe réguliere qui n’est
pas un semigroupe. Donc

M(Le) € DS et P(V,VV;) ¢ DS,

ce qui conclut la preuve.

5. Variétés de semigroupes et variétés de monoides. Le théoréme des
variétés d’Eilenberg [1] introduit une distinction subtile entre variétés de
semigroupes et variétés de monoides. Cela provient du fait que si S est
élément d’une variété V, le monoide S' n’est pas nécessairement élément
de la méme variété. Le passage de S a S! est également utilisé dans ’étude
de la complexité des semigroupes [14].

A chaque variété de semigroupes V on associe la variété de monoides
MV engendrée par les monoides S', S dans V. Le probléme consiste a
étudier 'opérateur M ainsi défini. Voici deux résultats déja connus.

THEOREME 5.1. [9] On a MK, = R, et MK] = R].
THEOREME 5.2. [13] On a MNil = V,.

La démonstration originale de Straubing utilisait la théorie des
langages. Voici une démonstration plus simple et plus directe.

Soit § € Nil. Alors les idempotents de S' sont 1 et 0 et commutent avec
tout élément de S. Donc S' € V, et I'inclusion MNil C V, en résulte.

Réciproquement soit M € V. Comme PV, C J d’apres le Théoréme
4.5, on a a fortiori V| C J et M est_¢-trivial. Je montre que M € MNIil par
récurrence sur le nombre de Z-classes réguliecresde M. Sin = 1, M = 1l et
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le résultat est trivial. Si n = 2, M = S avec S nilpotent et donc M €
MNil par définition. Finalement je suppose n > 2. Il existe alors e €
E(M) différent de 1 et de 0 (on note 0 le zéro de M). L’application ¢:M —
eM définie par s¢ = es est un morphisme puisque pour tout s, t € M

(es)(et) = (ese)t = est.

D’autre part comme e commute avec tous les éléments de M, on a eM =
MeM. Soit 7 le morphisme

M — M/eM = M/MeM
et soit a:M — eM X M/eM le morphisme défini par
ma = (me, mm) pour tout m € M.

Je montre que a est injectif. En effet si sa = ta il vient s = t7 et donc s et
¢ sont simultanément éléments de eM ou de M\ eM. Dans le premier cas
onas = s¢ = tp = 1. Dans le second cas on a aussi s = ¢ puisque la
restriction de m & M\eM est injective. On en déduit que M divise eM X
M/eM. Or le nombre de P-classes régulieres de eM est strictement
inférieur 4 n puisque 1 & eM. De méme le nombre de Z-classes régulieres

de M/eM est strictement inférieur a n puisque eM contient e et 0. Comme
eM, M/eM € V; on a par récurrence M/eM, eM € MNil dou M €
MNIil.

Les variétés V, et V3 sont également de la forme MV comme le montre
le

THEOREME 5.3. On a MK = V, et MK” = V;.

Je n’ai malheureusement pas réussi a donner une preuve algébrique
similaire a la preuve précédente. La preuve que je propose est donc
inspirée de la méthode utilisée par Straubing [13].

Preuve. Par dualité il suffit d’établir la formule MK = V,.Si § € K, on
aese = espourtoute € E(S)ets € S. Puisque 1 -s-1 = 1 -5 pour tout
s,onaS' € V, ce qui montre 'inclusion MK C V,. Pour la réciproque, je
commence par préciser les équations de V,.

ProrosITION 5.4. Soit M un monoide. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
() M eV,

(2) 1l existe n > 0 tel que pour tout x,y € M,

x" = x"t1 et x"y = x"yx".

(3) Il existe n > 0 tel que pour tout x,y € M,
no_ xn+l

x et x"y = x"yx.
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(4) Il existe n > 0 tel que M satisfasse les équations x" = x"*!

= uyx pour tout mot u de longueur n sur I'alphabet {x, y}.

et uxy

Preuve. (1) = (2). Soit n = |M|. Comme M est apériodique, M satisfait
Péquation x" = x" !, Tout élément de la forme x" est donc idempotent et
I'équation x"y = x"yx" est une conséquence de la condition es = ese.

(2) = (3). Il suffit d’observer que, d’aprés (2),

n+1

xnyx — xnyx — xnyxn - x"y.

(3) = (4). Je montre d’abord qu’un monoide qui satisfait (3) est
PR-trivial. D’aprés 2.1 il suffit de vérifier que la restriction de # aux
H-classes réguliéres est triviale.

Soit e € E(M) et soit s € M tels que e#s. On a alors compte tenu de
3)

s =es = €'s = 'se = ese

d’ou s = se et es5. Comme M est apériodique, on a e = s.

Soit a:{x, y}* — M un morphisme de monoides. Pour simplifier je
noterai de maniére identique un mot de {x, y }* et son image par a. Soit k
= |M| + 1etu = x;...x; un mot de longueur k sur ’alphabet {x, y}.

Alors

X| 2= X| X2 93= .. .= X| ... Xk
Comme M a (k — 1) éléments distincts, deux éléments de la suite
précédente sont égaux, disons

X{ oo Xj = X oo XiXjg] oo e X

Comme M est %-trivial, on en déduit

Xp oo Xi = X oo XiXip ] = X] . XXEg
Supposons x;+; = x (le cas x;4|; = y est dual). Il vient, d’aprés (3)
upx = Xy ... XX "Xj40 . X YX = Xp . XX Xi40 . XY
= X{...XX"Xj40 ... XpXy = uUxy.
Par ailleurs x¢ = xk*1 puisque M est apériodique. Donc M vérifie (4).

(4) = (1). Puisque M vérifie I’équation x" = x" 1! M est apériodique.

Soit e € E(M) et s € M. Je définis un morphisme a:{x, y}* — M par

xa =e et ya = 5.

Puisque M satisfait I’équation x"xy = x"yx (obtenue en prenant u = x"

dans (4) ), il vient e"es = e'se, soit es = ese.

Je reviens a la preuve du Théoréme 5.3. Puisque tout monoide fini est
quotient d’un monoide libre de base finie, il existe un alphabet fini 4 et un
morphisme surjectif ¢:4* — M. Si B est une partie de 4 et u un mot de
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A*, je noterai ug I'image de u par le morphisme wg:4* — A* défini par

{avrB=a sia € B
arg = 1 sia € A\B.

Pour n > 0, on définit une équivalence ~, sur A* par u ~,, v ssi pour tout
B C A, up et v ont les mémes facteurs gauches de longueur = n. Il est
facile de voir que ~, est en fait une congruence dont voici quelques

propriétés.

LEMME 5.5. (1) Si u ~,, v alors u ~ v pour tout k = n.
(2) Si u ~, v alors ug ~,, vg pour toute partie B de A.
(3) Si lul = m = n, uuy ~,, uu, entraine u; ~,_,, u.

Preuve. (1) est évident.
(2) Soit B" € A. Alors

Umpg = Upyp = UTBUPR-
De méme

VpTg = VTByp"-

Donc upmp et vgmp ont les mémes facteurs gauches de longueur = n.
(3) Soit B € A. Alors

(uup)mp = (ump)uimg) et (uup)mp = (ump)(uymp)

ont les mémes facteurs gauches de longueur = n. Comme |umg| = m, u 7p
et uymp ont les mémes facteurs gauches de longueur n — m.

Jeposem = M| + 1,k = |A] + 1 et n = km. On va montrer que si u
~, u' alors up = u'g. Tout d’abord si |u| < n (resp. [u'| < n),onau = v’
et le résultat est évident. On suppose donc désormais |u| = n et |[u/| = n.
Un argument sur 'ordre =4 déja utilisé dans la preuve de la Proposition
5.4 montre que tout mot v de longueur m se factorise en v,av, avec a € A4,
Vi, v € A* et vip = (v1a)g. Ceci permet de définir par récurrence une
suite de mots u; de la fagon suivante.

(a) uy = u.

(b) Si |u;] < m la suite s’arréte.

Sinon u; = fia;,g; avec a; € A, f;, g; € A* et ou fa; est le facteur gauche
de u; le plus court tel que

Jio = (fiae.
(D’aprés I'observation ci-dessus, on a nécessairement |f;q;] = m). Enfin on
pose U+ = (g)(q,) Cest & dire que ;4 se déduit de g; en supprimant

toutes les occurrences de ;. On définit de maniére analogue une suite /;
en partant de 'y = u’. Soit p tel que M satisfasse I’équation x’y = x’yx. 1l
vient
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u = (fiaige = (fig)e dou
w = (fidige = (fidlui+1)e
puisque si g; = g/a;g/ on a
(@ gla)e = (dg))e
d’aprés I’équation X’y = x’yx.
On obtient donc
wig = (fidiui)e = (fiui e
d’ou par récurrence

ue = (Joo)(19) - - . (Ji—19)(u9)

ou u; est le dernier terme de la suite. On a de méme avec des notations
évidentes

ve = (Soo)(S19) - .. (f]—19)(1)9).

Pour établir 1’égalité ugp = u'e il suffit maintenant de démontrer les
égalitésj = j, f; = f{ pour 0 = i = j — 1 et w; = uj. Pour cela on montre
par récurrence sur i que pour 0 = i = j, on a les deux propriétés
suivantes

’

© i=7 @ v ~p-—iym¥i

Tout d’abord, puisque g; € (A\{ao, - ..., a;})*, st up— est défini, on a
nécessairement

8k—2 € (A\{ag, - ..., a2} )* = 0*
(puisque |4| = k — 1) etdonc gz, = 1 et y,_; = 1. Ceci montre que la

suite des ; a au plus k éléments et doncj = k — 1.

Pour i = 0 la condition (c) est triviale et la condition (d) se raméne a
I’hypothése u ~, u’. Je suppose que (c) et (d) sont satisfaites pour i < j =
k — 1. Alors u; ~,, u; d’aprés 5.5 puisque

Ui ~k—iym g
d’aprés (d) et (k — i) = 1. Comme i < j, le mot u; est de longueur = m et
il en est donc de méme pour u;. On en déduit i + 1 = j’ puisque u; a un
successeur. D’autre part la condition u; ~,, 4} entraine f; = fj et a; = a} =
a. Comme u; ~—j), 4j, on a d’apres le Lemme 5.5

Uy = (F)a}(8)(ay ~k—iym D(ay * (8)(ay = @i)(a)-
Or (fi){a} = (/7)(a) €st un mot de longueur = m. Donc d’apres le Lemme
55, ona

Uit1 = (8){a) ~k—i—tym (8){a) = Ui+1

ce qui achéve la récurrence.
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Ce qui précéde montre que j = j’. Un argument dual montrerait que j’
= j. Doncj = j'. D’autre part comme on I’a vu ci-dessus la condition (d)
. . . ’ s 4
entraine f; = f7 pour 0 = i <jetu; ~,, uj. Mais u; et u; sonf des mots de
longueur < m et donc u; = w;. Il en résulte comme annoncé ug = u'g.
Puisque u ~, v entraine ug = vy, il existe un morphisme surjectif de

A*/~, sur M. Il reste & montrer que

A*/~, € MK.
Soit E 'ensemble des couples (u, B) tels que |u| = net B C A. Pour (u, B)
€ E, on pose

Lyp = (A*)ry'

et on note ~, 5 la congruence syntactique de L, p. Si u; ~, p 4y on a en
particulier

u, € WA®my' ssi uy € wA¥)mg
et donc
ump € uAd* ssi uymp € uAd*.
Il en résulte que si u; ~, 5 u, pour tout (u, B) € E, alors u; ~ u,. En

termes de monoides cela se traduit par la relation

A*/~, < 1 M@,p.
(u,B)EE

Or d’aprés [1, p 187] on a
M(L,g) < M(uA*).

Or on sait [1] que S(u4*) € K et donc
MuA*) = S' (ud*) € MK.

On en déduit A*/~, € MK et finalement M € MK puisque M divise
A*)~,.

6. Probléemes ouverts. On connait au moins deux extensions du
théoreme de Putcha (Théoréme 3.1). La premiére est due & Putcha [10] et
la seconde & Margolis [3]. Il serait intéressant de démontrer ces énoncés
par une méthode analogue a la démonstration du Théoréme 3.1 donnée ici.
Je n’y suis pas parvenu jusqu’a présent.

Diverses questions sur les variétés du type PV demeurent ouvertes. Tout
d’abord le probléme, déja mentionné, de 1’exposant d’une variété de
monoides. Un autre probléme, lié a la détermination de I'exposant, est le
suivant: quelles sont les variétés V telles que P2V = PJ? Voici un dernier
probléme. On sait qu’il existe une infinité non dénombrable de variétés
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non commutatives apériodiques. Parmi celles-ci, quelles sont celles qui
sont de la forme PV? Sont-elles en nombre fini? dénombrable?

Il reste également & résoudre un curieux probléme sur les variétés du
type MV. Soit LI la variété des semigroupes localement triviaux (i.e., les
semigroupes S tels que ese = e pour tout e € E(S) et s € §: ce sont, de

fagon équivalente, les semigroupes nil-simples apériodiques). 11 est facile
de voir que LI = KV K" et par conséquent que

MLI = MK V MK" = V2VV3Z

MLI est donc la variété considérée au Théoréme 4.9. Le probléme est de
caractériser les monoides de MLI. Compte tenu du Théoréme 4.3 on peut
penser que la caractérisation cherchée est

(*) esete = este pour toute € E(S)ets, t € S.

On démontre sans difficulté que tout monoide de MLI satisfait la
condition (*) mais la réciproque n’est pas vraie.
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